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[PARTIE 1 : Egalité de KARAMATA |

Comme xP1! = 1~, par composition des limites, v/T —xP+T f(xP*1) - V.
Rl -

Or 1 — xP*! ~ (p + 1)(1 — x) puisque la dérivée de x + xPT! en 1 vaut p + 1.
XxX— 1=

—+oo
VP +T1VT —xf(xPH1) — /. Finalement, /T —x > apx(PH1k
k=0

Par conséquent,

B

x—1- x:)* \/’pi—i—]
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La fonction t — — est continue sur ]0; +oo|.
C e ! intégrabl il donc de méme d e !
[} ~ JE— R .
omme Ji oot i et que t — i est intégrable sur ]0; 1], il en va donc de méme de t —
e~ (PNt e~ (Pt
e De plus, = o(e”PTDY et t s e (PTDT st intégrable sur [1; 400], ainsi t — ———— aussi.
Vit o totoo Vi
—(p+1)t (p+1)t
Alors t —

——— est intégrabl 10; +00[ d fﬂoif dt
est mtegrable sur |U; +00 onc converge.

Gréce au changement de variable (p + 1)t = u, puisque u —

] est une bijection de classe C! de R sur
+oo e 1 oo e M Vn
lui-méme, il vient d’apres I’énoncé ——dt = —— —du= .
f Vit Vp+1 f o Vu Vp + 1
+o0o 400 e—(P'f'])t
On a finalement, grace aux questions 1 et 3, T —x 3. apx(P+!
k=0

—(p+1)t

o,

x—1-J0 Vi

dt.
Puisque toutes les séries et intégrales convergent, par linéarité de chacun des membres, il suffit de montrer

d
le résultat lorsque Q = XP car tout polynome s’écrit Q = > qpXP. Dans ce cas, d’apreés la question 4,
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@ La fonction t — Th(e*t) est continue par morceaux sur |0; +-oo[. De plus, comme |[h| 0;1] = € et que h
t
et exe
est positive, 0 < Th(e_t) < Vi D’apres la question 2 et le théoreme de comparaison, on en déduit
t t

t

que la fonction t — eTh(e_t) est intégrable sur ]0; +o0o[. De plus, h(e ") =0sit>1et e th(e™") =1si
t

too et 1dt
t < 1. Par conséquent, fo (e7Hdt = fo —

— 1 _
Wh \/{_[2\/E]0_2.

Puisque |aix*h(x*)| < earx¥| et que > arx* converge absolument par hypothese, la série Y. apx*h(x*)
k>0

k>0
converge aussi absolument pour x € [0;1[. On pouvait aussi dire que, comme x € [0; 1], la suite (x*)x>o tend
vers 0, donc il existe ko € N tel que 0 < x* < e™! deés que k > ko. Alors, par définition de h, ax*h(x*) =0
sik>koet > arxh(x¥) converge car elle a un nombre fini de termes non nuls.
k>0

k k 3 . . 1 .
On a h(e_ﬁ) = 0 lorsque k > net e mth(em) = 1 si k < n. Mais lim e m = 17 ; par suite,
n—+oo
L N , . _1
V1—e m Y ax —> 2d’apreslerésultat admis. Or T—e ™
k=0 n—-4o0o

n
~ —. Parconséquent, > ax ~ 2y/n.
n—+ocon k=0 n——+oo



(PARTIE 2 : Un théoréme taubérien)

[Bn]
@ OnaSLBnJ—Snz >

ax < (L[ﬁn] - n) an par décroissance de la suite (an)n>o0. Avec les hypotheses
k=n+1

du préambule, |pn] —n > 0, ce qui permet d’obtenir la premiere inégalité par quotient. De méme, on a
n

Sn—Slan) = ak = (n — |on| )an et 'on conclut de méme car n — [an] > 0.
k=lan|+1
S —-S Sn—S
On a donc bien la double inégalité attendue, 21Bn] 7 on o n Lon)

pn)—n S T [an]
Puisque yn — 1 < [yn] < yn, on a |yn| 3 yn par encadrement. Ainsi, S|y n +m0102 [yn] iod 2,./ym.
On peut écrire, pour y > 0,

Siym) = 2VFR + 0(y/R) — 2y + 0(v/) = 27— )V + o(v)
et |[yn] —n+zoo(y— )n+ o(n).

Par conséquent, en supposant & présent que y # 1, et n assez grand pour que |yn| —n #0,

\/{(SLVT‘LJ — S“) _;\O‘O\/E(Z(\ﬁ_ ])\/'FL

lyn) =n

V)
(vy—=Tn )n—>—+>oo Sy =1

Il en résulte l'existence de N(vy) tel que, si n > N(y), alors

2(Vy —1) Slyn) =Sy _ 2(VY 1)
y—1 _£<ﬁ< L*vnj—n)g e

vy—1

Appliquons cette inégalité lorsque y = B, puis lorsque y = «. Si N = Max (N(cx), N(B)) et sin >N,

2(VB —1) Sipn) ~Sn Sn = Sjan)y _ 2(Vx—1)
oo SV Svhe < VRS < T e

2(1 — v/t 2
Puisque U0 = — 1, il existe 1, que l'on peut choisir dans |0;1[, tel que, sit € [1 —n;1 + 1],
11—t 1+t t=1

2(1 — /'t
alors]—sé“f\tﬂ<1+e. Posons « = 1 —n et B

= 1+4mn. Alors, pour n > N, on obtient
1 —2¢ < y/nan <1+ 2¢. Nous avons ainsi démontré que y/na,, —> 1

n—-4oo

(PARTIE 3 : Marche aléatoire

Par indépendance Xy41,...,Xn, comme toutes les variables aléatoires X;, suivent la méme loi,

]P)(Xk_;,_] = i],...,Xn = in—k) = P(Xk-H = i]) X oo X ]P(Xn = in—k) = ]P(X] = i]) X oo X P(Xn_k = in—k)-
On a donc P(X; =i

=1i1,..,Xn-k = in-k) = P(X3 = i1) x -+ X P(Xp—x = in—k) par indépendance de la
famille (X1,...,Xn_x), ce qui emporte le résultat.



On a Sk41 — Sk = Xxg1y -+, Sn — Sk = Xxg1 + - - - + X Par conséquent,

(Ska1 =Sk =1J1,-»Sn = Sk =jn-k) = Xxg1 =j1, Xk42 =32 = j15-- -, Xn =Jn—k — jn—k—1)-
Par la question 14,

P(Sk41 — Sk =j1y--»Sn — Sk =jn-k) = PXis1 =i, Xk+2 =792 =1, -»Xn =jn—k —jn—k—1)
= PXy=j1,X2=j2—=J1,-- s Xn—k =jn—k —jn—k—1)
- P(S1 :]'1)"~asn7k:jn7k)a

la derniere égalité résultant de la méme transformation que celle qui débute la question.

Par définition de ’événement A},

P(AR) = P(Sk =0,Sk41 #0,...,Sn #0) = P(Sk = 0,841 — Sk # 0,...,Sn — S #0)
= P(Sk =0, Xx41 # 0,y Xieg1 + -+ + X #0).

K

Comme Sy = > Xi et (X41, X1 +Xxt2y -+ oy X1+ -+ X5 ) sont deux variables aléatoires indépendantes
i=1

par hypothese (et par le lemme des coalitions), comme la variable (Sx4+1 — Sk, ..., Sn — Sk) suit la méme loi

que la variable (S1,...,Sn_x) d’apres la question 15, et car En_x = (T>n—%k) = (S1 #0,...,Sn—k #0),

P(AR) = P(Sk = 0) P(Xyq1 # 0y oy Xig1 + -+ X #0) = P(Sxc = 0) P(Sk1 — Sk #0,...,Sn — Sk #0)

= P(Sk = 0) P(S1 #0,...,5n_x £ 0) = P(Sx = 0) P(T> 1 — k) = P(S. = 0) P(En_t).

Pour n donné, les A} sont disjoints car, si 0 < k < £ < n, on a l'inclusion A} NA} C (S¢ #0)N(S¢=0) =10

grace aux inclusions AL C (S¢ # 0) et A} C (S¢ = 0). De plus, si w € Q, ou bien aucun des Sx(w), pour
k < n, n'est nul, et alors w € Ay, ou bien il existe p < n tel que Sp(w) = 0. Dans ce cas, considérons k, le
plus grand de ces p. Alors w € A}, Ainsi, {2 est I'union disjointe des A} et donc, par incompatibilité,

n n
P(Q) = kz;o P(A}) = kzjo P(Sx = 0)P(En—x) = 1 d’apres la question 15.

Puisque les séries entieres > P(Sx = 0)x* et > P(Ex)x* ont un rayon de convergence supérieur ou égal &
k>0 k>0

1 (leurs coefficients sont dans [0; 1] et le rayon de la série entiere . x* est égal & 1), on obtient, par produit
k>0
de CAUCHY de deux séries entieres dans l'intervalle ouvert de convergence, pour tout x € [0;1] :

(:22 P(Sn = 0)x") (E:Z P(En)x") = ) ( 3 (S = 0) P(En 1) )x" = gx“ _ !

n=0 ‘k=0 1—x’
Remarquons que X;, = 1 [2] et donc que S;; = n [2]. Par conséquent, si n est impair, S, # 0 et P(S, =0) = 0.
1+ Xn
2

Supposons n pair et posons n = 2p. Posons aussi Y;, = . Alors les Y;, sont mutuellement indépendants

1 n 1
et suivent la loi de Bernoulli B (E) SiTh = > Yy, T suit d’apres le cours la loi binomiale B (n, E) Comme
k=1

n+S , 1 (2p
Th = 5 T ona Sy = 2Ty, —n. Par conséquent, P(S2p =0) = P(Top =p) = 4p<p>'

+00 +oo 1 (2 1
Pour x € [0;1], > P(Sn =0)x" = > p< p) x?P = ———— d’apres le douzieme développement en série
n=0 p=0 4 P 1 —x2

Foo V1—x2 [T+
entiere du théoréme 17 du cours. Finalement, d’apres la question 18, > P(E,)x™ = LA ] =
— X

n=0 T—x



Comme on a clairement (T>n+1) C (T>n), la suite (P(Ey,))

V1
nulles. Si f(x) = \/17:, alors /1 — x f(x) - V2. Par conséquent, /T — x
—x x—1-

n
de la question 12 nous indique alors que vr > P(Ex) ~ 24/n donc que
2 k=0 n—-+oo

V2 2

la partie 2. Finalement, P(E,) ~ —— =4/—

n—+00 /7T mm’

o est décroissante et a valeurs positives ou
N
—f
V2

v ~ L
z ]P(En) n—+oo \/ﬁ

n>

(x) — +/m. Le résultat
x—1-

d’apres

+oo
Or (T=+400) = ﬂ En et cette intersection est décroissante.
n=0
Le théoreme de la limite décroissante montre que P(T = +00) = lim P(E,) = 0.

n—+oo

+oo
La formule demandée est vraie si x = 1 d’aprés 21 car >, P(T=n) = P(T< 400) =1—P(T = 4o00) =1.
n=1

De (T=mn) =En_1 \ En et Ex C En_1, il résulte, comme E,, C En_1, que P(T =n) = P(En_1) — P(En)

pour n > 1. Par suite,

+oo +oo +oo +oo +oo
Vx € [0;1], 3 P(T =n)x" S P(En_1)x™ — 3 PE)xM=x 3 PE )™ — 3 P(Ex™ +1
n=1 n=1 n=1 n=0 n=0

1
ORI S PR/

1T—x

On a, pour x € [0;1],

1 2 fee 1l 2 oo (=) 1 3
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n=1 2 = \n 2 = nl 2 2 2

B JFZO:O 1 TX2X--x(2n—=1) x (2n) m

pucd (2n)! puc 2n) x2"
= Z—XZ“=Z (n)4_'r1‘

a1 (2n —1)(2™n))? = n—1

Puisque I’égalité sur [0; 1] de la somme de deux séries entieres entraine I’égalité de leurs coefficients,

Yn>1, P(T=2n) 1 (2“> ]

:Zn—1 n )4

(2n)! Vamm(2n)? e 1
(2n — 1)(n!)222™ +o0 (2n)e?™ (2 )n2"2%2" +oo 2ny/mn

1
Ainsi (2n)P(T = 2n) ~ —— donc T n’admet pas une espérance finie d’aprés RIEMANN car Y. —= diverge.

+oo /mm n>1 vn
On pouvait aussi dire que Gt n’est définie que sur [0; 1] et que puisque Gt(x) =1 — v/1 — x2, la fonction Gt
Gt(x) — G1(1) V2
x —1 1= v/1 —x%

Avec la formule de STIRLING, on montre P(T = 2n) =

n’est pas dérivable en 1 car

. Ainsi T n’admet pas d’espérance finie.



