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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

7

ONONORCEONORG

a. Pour n € N, la fonction f,, : x — xsin(x) — ccos(x) est dérivable sur J, = I, = [nn; nm+ g}, vérifie
1. (x) = sin(x) + x cos(x) + c sin(x). Traitons deux cas :

e Si n est pair, f/| reste strictement positive sur J,, donc f,, est strictement croissante sur J, et

fa(nm) = —c < 0 et f, (TLT[ + %) =nmn+ % > 0 donc, par le théoréme de la bijection, f;, réalise une
bijection strictement croissante de J,, dans [f c;nm+ %} . Comme 0 est a l'intérieur de cet intervalle,

o
il existe un unique réel x,, €] = I, tel que fn(xn) = 0, c’est-a-dire tel que xy, sin(xn) — ccos(xn) = 0.
e Si n est impair, f; reste strictement négative sur J,, donc fy, est strictement décroissante sur J,, et
fa(nm) =c >0 et fy (nn + 723) = —nm— 721 < 0 dong, par le théoreme de la bijection, f,, réalise une

bijection strictement décroissante de J,, dans {—nn— %; c] . Comme 0 est a l'intérieur de cet intervalle,

il existe un unique réel x, €] = I, tel que f1,(xn) = 0, ¢’est-a-dire tel que x,, sin(xn) —c cos(xn) = 0.
Dans les deux cas, pour n € N, il existe un unique x,, € ]nn; nm + 72l [ tel que xn sin(xn )ccos(xn) = 0 d’olt

Pexistence et 1'unicité de la suite (xn )nen vérifiant les conditions de 1’énoncé.

b. Comme xp sin(xn) — ccos(xn) = 0 et cos(xn) # 0, on a tan(xn) = - = tan(xp — nm) car tan
x

n

est m-périodique. Or x, — nm € }0' E[ C ] -Iz { Par définition de la fonction Arctan, on a donc

2 272

Xn — N = Arctan ( ) Mais nm < xp, < N7 —|— et nm+ E ~ nm donc, par encadrement, x,, ~ nm donc
Xn +o0 +o0
lim £ =0, desorte que xn —nt ~ & ~ £ =y oux, = n71+i+o<f).
n—+00 Xp +00 X, +o0 NI +o00 nm n

c. En reprenant plus loin le développement limité précédent, x,, —nm = Arctan ( = ) = £ —=+o ( )
foo Xn Sx Xn
¢’ < < ( ! ) t, pour 1 ¢
) et, pour la méme raison, on peu

3x oo e n? P P

3
Or x, ~ nmdonc C— ﬁ qui s’écrit aussi
+oo 3x +oo n’m

3
aussi remplacer o( ! ) par o( 1 ) de sorte que xn — nmw = = - - —S5=+ 0(1—3>. Ainsi, on
xn n’ +°°n7t—|———|—o( ) n’m n
n7m n



3 3
obtient xn —n7m = = x — T3 5 3+°(i3) = (1_ zcﬂ2+°(#))_ 5 3+°<%)

foonm g Jro(i) +oo N7 n 3n’n n
n 7'[2 112 5
3 (3+¢c) 1
se réduit e — _L(]_ C (L)>_07 (17)*L_C7 (7)0
qui se réduit en xn nﬂ+oo nm n’n? to n? 3ndn’ tols +o0 T 3ndn’ o n’ "

o . _SB+0o

peut donc conclure que x,, — nmw — 33
N7 +o0 In’n

a. Pour « € R, la fonction fo : RY — R définie par fo(x) = x*1n (1 + ﬁ) est continue et positive sur
X

R% car Vx € R, 1+ )(2(](74_2 > 1. Déterminons un équivalent simple de fo(x) quand x tend vers 0 :

1 1 1 * 1

e Sia>—1,0n aXETOOXZ(HZ =0 donc ln(1 + 2“+2)+oox2°‘+2 et fo(x )Jzoxz’i"i'*‘z = ¥z
eSia=—1,f_1(x) = M

X
® Si o < —1, on écrit In <] + ﬁ) = —(2a+2)In(x) + n(1 +X2‘X+2) +: —(2a42) In(x) + o(In(x))

o0
car lim x***2 =0, Jim In(14+x?*2) =0et lim In(x) = +oo donc fu(x) ~ —(2a+2)x*n(x).
X—r+00 —+o0 X—r+00 +oo
Et maintenant quand x tend vers 07 :
eSiax>—1,ona lim Z;H = 400 et In (1 + 2(1+2) = —(2a + 2) In(x) + Wn(1 + x***+2) donc
x—0t X

n (1 + ;+2) —(2a+2) n(x)+o(In(x)) done fa(x) v —(2u+2)x* tn(x) car In(1+x2%+2) ~ o(In(x)).
eSia=—-1,f_1(x) = M

X

: 1 1 x* 1
.SI(X<_1 Xl;m 2a+2—0d0ncln<]+ 2“+2>?W etf(x(x)'gw—xmﬁ
On peut passer a I'intégrabilité de la fonction fo sur R7 :

e Si o > —1, fu(x) o %—&-2 avec o« + 2 > 1 donc fo est intégrable en 400 par RIEMANN et
o0 X

fo(x) =o (%) par croissances comparées donc f, est intégrable en 07 par RIEMANN car l—a .
x 2
. 1‘[1(2) 5 N 5 .. , + .
e Sia=—1,f_1(x) = —= donc, d’aprés RIEMANN, f_; n’est ni intégrable en 0%, ni en +oo.
X

eSia< —1,fu(x) = o( 11_(X ) par croissances comparées donc f,, est intégrable en 400 par RIEMANN
o0
x 2

1

car %‘X > 1 et fo(x) e ] — 5 avec « + 2 < 1 donc fy est intégrable en 07 par RIEMANN.

ot
Ainsi, f est intégrable sur R si et seulement si « # —1, et comme fy est positive, on en déduit que

+o0
fo x% 1n (1 + ﬁ) dx converge si et seulement si o # —1.
X

sz+1

o+ 1

+oo
b. Méthode 1 : pour calculer I, = j;) x*1n (1 + ﬁ) dx dans le cas ot o« 7 —1, on pose g : X =
x

et vy 1 x = In (1 + ﬁ) qui sont de classe C' sur R7. Traitons deux cas :
X

e Sia>—1, 0n a ug(x)ve(x) ¥ —2x**1 In(x) donc 1112)1+ u(x)va(x) = 0 par croissances comparées
x—

car o« +1 > 0 et ug(x)va(x) o %—H donc lim ua (x)va(x) = 0. Alnsi, par intégration par parties,
00 x

oo yatl /1 — (20 + Z)X_zo‘_3> +o0 —a-24 1 Lt
x X :
== d 2 —Xx____ax _ — [_ L Arct o )
« f o+ 1 ( 1+ x @xF2) A f ] +( —at Ty AL an(x ) .
Comme lim x~ %71 =400, lim x ™ * "=0et lim Arctan(t) =T, onaly = .
x—0+ X—4-00 t— 400 2 a+1

o Sia< —1, ug(x)va(x) ol —2x**1 n(x) donc XETOO u(x)va(x) = 0 par croissances comparées car



1

FE®

at1 < 0et ug(x)va(x) Y OJ—H donc “’31 ux (X)va(x) = 0. Par conséquent, par intégration par parties,
X X—

oo jatl —(20(—}—2))(_2“_3 +oo —a-24 1 R
o = — X ( )d -2 XA [_ Arct a1 .
* j;) oo+ 1 14 x—(2oF2) x fo 1+ (x*FT)? ot e an(x ) o
Comme lim x %" 1=0, lim x * " =+ccet lim Arctan(t)=T,onaly,=——"T—.
x—0+ x——+00 t— 400 2 o+ 1
On peut unifier cette formule, Vo #£ —1, I, = ‘ 1 T
0.4

1
Méthode 2 : on effectue, pour o # —1, on pose u = x*T1, ou x = @ (u) = uatT. Traitons deux cas :
e Si > —1, gy est une bijection strictement croissante et de classe C' de R% dans R%, donc, par
+o00 o —x +oo
linéarité, I, = atT 1 (1 i) (L ot )d =1 1 (1 ]—)d .
x fO v " +u2 ochlu v och]fO " +u2 u
e Si x < —1, @4 est une bijection strictement décroissante et de classe C' de R% dans R%, donc, par

lindarité, T = [ w&T in (142 1 o Yaue -1 (14 1)a
R N R A (R

+oo
Comme fo In (1 + ]—2) du ne dépend pas de u, se calcule facilement par le méme type d’intégration par
u

parties que ci-dessus, et vaut 7, on en déduit a nouveau que Vo # —1, I, = | 1 T
o
N ) . o +oo ] -
Il est a noter que cette méthode montrait que, pour « # —1, 'intégrale fo x%*1n (l + m) dx était de
X

+oo
méme nature que fo n (1 + iz)du, c’est-a-dire convergente car h : u +— In (1 + iz) est continue sur
u u

R*, vérifie h(u) ol ﬁ et h(u) N —21n(u) = o(ﬁ), donc h est intégrable en 0 et en +oo par RIEMANN.



PREPARATION ORAUX 2026 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

a. Soit x € My 1(R) défini par x' = (x1 -+ xn) tel que Ax > 0. On a donc les inégalités 2x; — x2 > 0,

Vie [[2;11 — 1]], —Xi—1 +2xi —xi41 =2 0et —xn_1 4+ 2xn = 0.

Soit un indice ip € [1;n] tel que xi, = T\f[llin]](xi). Distinguons trois cas :
ie[lim

esiig=1,0naxy >x —x7 =0 par minimalité de x,.
esiipg € 2;n—1], on a (xi,—1 —xiy) + (Xig+1 — Xip) < 0 alors que xi,—1 —xi, = 0 et xiy41 —xq, =0
donc xj,—1 — Xi, = Xig+1 — Xi, = 0 et x4,—1 = x4, = Xiy,+1. On continue de proche en proche pour
obtenir x; = -+ = x5, et on se rameéne au premier ou au dernier cas pour avoir xi, = 0.
esiip=m,onaxny =>xXn_1—xn =0.
Dans tous les cas, on a donc xi, > 0 donc Vk € [[1;n], xx = 0 donc x > 0.
b. Six € Ker(A), Ax =0 > 0 donc x > 0 d’apres a. et A(—x) = 0 > 0 donc, de méme, —x > 0 et on en
déduit que x = 0. Ainsi, Ker(A) = {0} donc, comme A € My, (R) est carrée, A est inversible.

c. La j-itme colonne de A~" est A~ 'ej, et comme A(A~"ej) = e; > 0, par définition de la monotonie d'une

matrice, on a A~! ej > 0 donc tous les coeflicients de la matrice A~ sont positifs, ce qui s’écrit A~ > 0.

13

S
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N
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= -
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22]a. Pour (M,M’) € M, (R)?2, on écrit M = A + Al, et M’ = B + NI, avec (A,B) € F2 et (A,\') € R? puisque
Mn(R) = F & Vect(I,), alors p(M) = Al et p(M') = NI, et MM’ = (AB 4+ AB + AA) + A\'I,. Comme
AB-+AB-+AA € F car F est un sous-espace de My, (R) stable par produit matriciel, on obtient p(MM’) = AN,
donc p(MM’) = p(M)p(M’).

b. De méme, pour M € M,,(R), si on écrit M = A +Al, avec A € Fet A € R, alors M? = (A% +2AA) +A%1,,
avec A2 +2AA € F. Si M2 € F, alors p(M?) =A%, =0 donc A=0et M € F.

c. D’apres le cours, V(1,j,k,€) € [1;n]2, EijEx,e = 8),kEi,e.

7



d. Pour (i,j) € [1;n]%, traitons deux cas :

Sii#i, Eij = Ei,jEi,j = §j,iE1j = 0 donc Ef’j € F car 0 € F donc, d’apres la question précédente, E;; € F.
Sii=j ,aveck € [;n]\{i} (n >2), EikEx,i = Ei,i € Fcar Ejx € Fet Ex;i € F et d’apres le premier cas.

Ainsi, toutes les matrices élémentaires sont dans F, ce qui montre que Vect(Eq; | (i,j) € [1;n]?) = Mn(R) CF
donc que F = M, (R). Mais ceci contredit le fait que F soit un hyperplan de E.
Il n’existe donc aucun hyperplan de My, (R) stable par produit dont Vect(I) soit un supplémentaire.

Pour n = 1, un tel hyperplan existerait bien et ce serait F = {0}, mais ¢a n’a que peu d’intérét.



N

PREPARATION ORAUX 2026 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

[\
w

24

25

N
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28
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w
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w
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32

33

34

35

a. Posons un, = Hp —In(n) pour n € N*. OnaVn > 2, up —up_1 = — + 1n (l — l) donc, avec
n n

les développements limités, u, — un_1 = 1 ( 2) ( ) donc, par comparaison, la série

+oon
> (un —un—1) converge. Par dualité suite-série, la suite (un)nen+ converge. Si on note y sa limite, on a
n>2
donc lim (Hn — In(n)) =, ce qui s’écrit aussi HTL = ln( )+v+o0(1).
n—+oo

b. D’aprés a., Han — Hyp = In(2n) + vy — In(n) — vy + o(1) donc Hyyy — Hy = In(2) 4+ o(1) et on a donc
o0

foo
2n 1 n 1
lim (Han —Hn) = In(2). On pouvait aussi, comme Hyy, —Hp = >, - = > en posant k =n+j,
n—-4oo k=n-+1 k. j: +
mn
obtenir cette limite avec les sommes de RIEMANN. En effet, Hy,, — H,, = b a Z (a + ku) en
— n
posant a = 0, b = T et f: t— 1 qui est continue sr le segment [0;1]. Par theoreme7 on a donc

1+t
1
1 — = = 1 = o 1
111_1}1_1100(H2TL Hn) fo f(t)dt = [In(1 + )]y = In(2) avec la méme conclusion.
1
2X7 +3X* + X
% comme poles simples car 2X3 + 3X% + X = 2X (X2 + %X + %) = 2X(X + 1)<X - %) En écrivant donc

c. La fraction rationnelle est de degré —3, est écrite sous forme irréductible, et admet 0, —1

et

9



36

37

38

39

1 _a,_b c
2X3 +3X% + X X Tx+1 T X+
1 1 4

identification, de sorte que 1 1 4+ —— - .
T3 X X T X+1 2X+1

, on obtient a =1, b =1 et ¢ = —4 par des méthodes usuelles ou par

d. La série Y. 1 converge par critere de RIEMANN car Vn € N° an # 0 et que l'on a la formule classique

n>1 dn
o 1)(2n+1) 3 1 1 . L R
_ v = et d ~ e = (7)_5 Sn= > L@ :
an kz::1 c onc an ~ et - = O3 i on pose Sy kz::1 o dapres c.,
n 6 6 24 1 2n+11 n 1
il vient Sp = (— 6 ):6H 6(H 771)724(71 1_ 7) d
iTvient Sn = 2. (¥ T 337 ~ 241 nt et T2 k) done
1 1 H 6 2
Sn = 6H 6(H 7—1)—24(—1 H ——n)=18—24H “H -
n nteMn 05 Tt T T (Mon = Hn) + 29 = 50
“+oo
En passant & la limite avec b., on a 1 — tim Sn =18 —241n(2) ~ 1,36.
n=1 an n—-+oo

(7] )nefnx

n

a. Pour x € R et n € N*, posons u, = . Traitons trois cas :

(="

e Six=0,u, = et, comme (un )nen+ est alternée, que la suite (Jun|)nen- est décroissante et

n
tend vers 0, la série > u, converge par le critére spécial des séries alternées.

nxl

. e X /s P J

e Six >0, |un| = = o((e™™)") et la série géométrique > (e )™ converge car |e *| < 1 donc,

n too n>1

=
par comparaison, la série > uy converge absolument donc converge.
n>1
e Six <0, liT [un| = 400 donc > u, diverge grossiérement.
n——+oo

n>1
Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R,.

. . o _(=)Te ™™
b. Pour n € N*, soit f, : Ry — R définie par f,,(x) = ————.
n

(H1) la série de fonctions Y f, converge simplement sur R d’apres a..
n>l

(H2) les fonctions f,, sont toutes continues sur R, par opérations.

(H3) Pour x € Ry et n € N*, comme (|fn,(x)|)nen= est décroissante et tend vers 0, par le critére spécial

des séries alternées, si R +ff Ri ()] < [frss (x)] = €1 1 Ainsi
es séries alternées, si Rn(x) = x), on a x x)| = . Alinsi,
n() S k() | n() X [Th+1 ) nd \nJr]
Rn est bornée sur Ry et [[Ry|eo,r, < ﬁ donc ) f, converge uniformément sur R par
n n>1
encadrement car lim —— =0.

n—+oon + 1
Ainsi, par le théoreme de continuité des séries de fonctions, S est continue sur R, .

c. S est continue sur [0; +0o] et, comme la série > f(x) converge par le critere spécial des séries alternées
n>1

car la suite (|fn(x)|)nen- est décroissante et tend vers 0 pour tout x € R, on sait majorer le reste et avoir,

pour x € Ry, [S(x)| = [Ro(x)] < |f1(x)] = e™™. Comme S(x) = O(e™™), par comparaison & une intégrale de
oo

référence, S est intégrable en +oo.

10



d. Utilisons cette fois-ci le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

(H1) la série de fonctions }_ fn converge simplement sur R} C R..
n>1

(H2) les fonctions f,, sont toutes de classe C' sur R par opérations et f, (x) = (—=1)"Fle mx,

(H3) pour a > 0, x € [a;+oo[ et n € N*, [fi(x)] = e ™ < e ™ = (e”*)" = |fi(a)]. Ainsi,
|[f1ulloo[a;+oof = (67¢)™ et, comme la série géométrique »_ (e~%)™ converge, ) f;, converge nor-
n>1 n>l

malement sur tout segment de R’ on peut remplacer [a;+oco[ par [a;b] sans rien changer.

Par ce théoréme, la fonction S est de classe C! sur R .

+oo +oo —x
e. Pour x > 0,onas'(x)= > fl(x) = 2:1(71)“+1e*”X = ]_T_? car [e7*| < 1. Comme R* est un
n=
—X
intervalle et que x — —In(1 + e~ *) est une primitive de x — ]iifxy il existe une constante C € R telle
e

que Vx >0, S(x) =C —In(1+e7%).
Par convergence uniforme de > f,, sur Ry, comme Yn € N* lim f,(x) = 0 = {y, le théoréme de la

n>1 X——+00
+oo
double limite permet de conclure que lim S(x) = > &, = 0. Ainsi, comme lim In(14+e %) =0, on
X—+00 n=1 x—+00
conclut que C = 0 donc que Vx € R}, S(x) = —In(1 4 e7*). Mais comme S et x — —1In(1 + e™*) sont
continues en 0 d’apres b., on a donc Vx € Ry, S(x) = —In(1 + e *). C’était direct avec les séries entieres
+oo (_])n+1
car on sait que Yu €] — 1; 1], In(1+u) = ), . Restait & prolonger en 0.

n=1 n

f. Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) la série de fonctions > f, converge simplement sur Ry d’apres a..
n>1

(Hz) les fonctions f,, sont toutes continues et intégrables sur Ry car Yn € N*| f,(x) = O(e™™).
o0

(Hz) la fonction S est continue sur Ry d’apres b..

(Hg) € N* f+oo|f()|d—l[ ﬂ]“’o_i t 1 "'dRIEMANNEi
4) pour n v Jo nix X = n n 0 = nz et la serie ae & n_z converge.

o o IR oo g > oo e (-n"
Alnsi, S est intégrable sur R. (on le savait déja) et fo x)dx = Z f x)dx = Y. +—. Posons

-1 N
n (_])k-H n 1 (_1)k+] "
Z et S, = >, —5 pour n € N*. Comme ~—5— O( ) par comparaison, la série
k=1 k=1k k +oo
_1)k+1 n
> % converge donc la suite (Tn)nen~ converge. Pour n € N* T = Son —2 > 1 >Som — Sn
>k k=1 (2K) 2
, . 1o pi [ —
done lim To= lim Ton=1x =" Ainsi, fo S(x)ax = — 7.
—nx
a. Pour x € R et n € N*, posons u,, = & . Traitons trois cas :

11



e Six=0,u, = et la séric harmonique de RIEMANN > 1 diverge.
n n>l n

e—TlX

= o((e™™)") et la série géométrique > (e *)™ converge car |e”*| < 1 donc,
n +oo n>1
par comparaison, la série & termes positifs > u, converge aussi.
n>l
e Six <0, UWm unp=+occ0donc Y u, diverge grossierement.
n—-4oo n>1

e Six >0, u, =

Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R7.

e—ﬂX

b. Pour n € N*, soit f, : Ry — R définie par f(x) =

Limite en 400 :
(H1) la série de fonctions Y f, converge simplement sur R d’apres a..
n>l
(Hz) les fonctions f,, admettent des limites finies en +0o0 qui sont lhll fn(x) =0=1{,.
X— 100
—n
(H3) Pour n € N*, on a ||fnllo,(1;400f = [fn(1)] = &— = o(#) par croissances comparées donc,

n +oo
1

comme la série de RIEMANN ) —7 converge, la série > fn converge normalement sur [1;4o00].
n>1 n>l1

+o00
m S(x)= > &y =0.

|5
X—>+00 1

eka

k

Ainsi, par le théoréeme de double limite,

n

n

Limite en 0% : pour n € N*, en notant Sy, : x — > ,onaVx € RY, 0 < Sp(x) < S(x) car on ne
k=1

somme que des quantités positives. Comme toutes les f,, sont décroissantes sur R, S est aussi décroissante
sur R% . Par le théoreme de la limite monotone, S admet une limite ¢, finie ou +oo, en 07. En passant a la

n
limite quand x tend vers 07 dans I'inégalité 0 < Sn(x) < S(x), on obtient > + = H;, < ¢ (valable méme si

1
k=1k
¢ = +400). Or on sait que la série harmonique diverge donc que 1111 Hp = +oo. En faisant tendre n vers

n—+oo

+00 dans 'inégalité précédente, on a ¢ = +oo. Ainsi, li%1+ S(x) = +oo.
X—

“+o0o
c. Pour x € R%, comme [e™*| <1 et que Vt €] —1;1, In(1 —t) = — > ﬁ, onaS(x)=—1n(1—e¥).
n=1 TN

d. Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme.

(H1) la série de fonctions }_ f, converge simplement sur R* d’apres a..
n>1

(Hz2) les fonctions f, sont toutes continues et intégrables sur R car Vn € N*, f () = O(e™™) et fn

se prolonge par continuité en 0 en posant f;,(0) = l.
n

(H3) la fonction S est continue sur R car toutes les fonctions f;, le sont et que, comme en c., on a

convergence normale de ) fn sur tout segment de R .
n>1

+o0 —nx+oo
(H4) pour n € N*, fo |fn(x)|dx:%[_€7} 1

= — et la série de RIEMANN ) L converge.
n 2 pJ
0 n n>1n

+00 400 Atoo +oo 2
Alnsi, fo S(x)dx = 21 fo fn(x)dx = 2_31 é =(2) = %

12



PREPARATION ORAUX 2026 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

a. Images des multiples : ¥(0g) = U(0g + 0¢g) = ¥U(0g) + ¥(0g) donc ¥(0g) = Og. Ainsi, pour x € E, on a

U(0.x) = U(0g) = O = 0.¥(x) mais aussi ¥(1.x) = 1.¥(x). Si, pour un entier n € N*, on a ¥(n.x) = n.¥(x),
alors U((n +1)x) = ¥(nx +x) = ¥U(nx) + U(x) = n.¥(x) + ¥(x) par hypothese de récurrence donc
U((n+1)x) =(n+1).¥(x). On a établi par récurrence que Vn € N, ¥(n.x) =n.U(x).

Continuité en 0 : soit &€ > 0, il existe un entier n € N* tel que M < e. Alors, en posant o« = 1 0, on a
n n

Vx 2 E || < a = |Inx|| 1= [|T(nx)|]]| < M <= n||¥(x)|]]| < M <= ||[T(x)]| < M < ¢. La fonction
n

¥ est bien continue en Og.
Continuité sur E : soit xo € E, d’apres I’équation fonctionnelle vérifiée par ¥, ¥(x) — ¥(xo) = ¥(x —xo) pour

x € E. Par continuité de ¥ en O, on a lim ¥(x —xo) = lim ¥(h) = 0 donc lim (¥(x) — ¥(xq)) = O
X—X0 h—0¢ X—X0

ce qui montre lim W(x) = ¥(xp) et la continuité de ¥ en xo.
X—Xo

La fonction ¥ est donc continue sur E.
b. Pour tout vecteur x € E, on sait déja d’apreés la question a. que Vn € N; ¥U(n.x) = n.U(x) donc
VU(0g) =0 = ¥(nx+ (—m)x) = ¥(nx) + ¥((—n).x) puis ¥((—n).x) = —¥(nx) = 1.V (x) = (—n).U(x).

Ainsi, Vn € Z, Vx € E, ¥(n.x) = n.¥(x). Pour q € N*, en posant y = i.x, on a ¥(q.y) = q¥(y) donc

\I/(l.x) = illl(x) et, pour p € Z, on a W(%x) = ‘P(p(ﬁx)) = p.(\l'(l.x>> = *E\I/(x) Par conséquent,

q q
onaVvre Q, ¥(rx)=rT(x). Reste a passer des rationnels aux réels.
Pour tout réel A, si on pose oy, = [na] pour n € N*, par définition de la partie entiere, nA —1 < [nA| < nA
n
doncA—1 < ay <Aetona lim an = A par encadrement. Comme [|lan-x —Ax|| = |an —Al||x]], on a aussi
n n—-+oo

Wm an.x = A.x puis, par continuité de ¥, on en déduit que lim ¥(an.x) = T(Ax). Or ¥(an.x) = an.¥(x)
n—-+4oo n—+o00

car an est un rationnel donc liT U(an.x) = A.¥(x). Par unicité de la limite, il vient ¥(A.x) = A.¥(x). Ceci
n——+oo

étant valable pour tout réel A et tout vecteur x € E, et comme on a déja V(x,y) € E2, U(x+y) = ¥(x) +¥(y)

par hypothese, on peut conclure que ¥ est un endomorphisme de E.

'
©

-

)]
o

[0
(M

[
w
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5

5

5

4

5

6

57

a. Soit f : E — R définie par f(x) =< u(x),x >. On peut décomposer f = g o h avec h : E — [E? définie par
h(x) = (u(x),x) qui est linéaire donc continue en dimension finie et g : E2 — R définie par g(x,y) =< x,y >
qui est bilinéaire en dimension finie donc continue. Par composition, f est donc continue sur E. Comme la
sphére unité S = {x € E | ||x|| = 1} est un fermé borné de E en dimension finie, la fonction f étant continue
sur S, elle y est bornée et y atteint ses bornes par le théoreme des bornes atteintes. Par conséquent, il existe
un vecteur unitaire xp € S tel que ¥x € S, f(x) =< u(x),x >= < u(xo),x0 >= f(xo0).

b. Pourt € R, ||y(t)||? = || cos(t)xo +sin(t)yo||? = || cos(t)xo||? +|| sin(t)yo||? par PYTHAGORE car xo L yo
et, comme xo et yo sont unitaires, on a ||y(t)||* = cos?(t) + sin?(t) = 1 donc ||y(t)|| = 1.

c. YVt € R, ¢(t) = cos?(t) < u(xo),xo > +2cos(t)sin(t) < u(xo),yo > +sin?(t) < u(yo),yo > par
linéarité de u, bilinéarité du produit scalaire et car u est autoadjoint donc ¢ est de classe C' sur R ot
elle est m-périodique. De plus, Vt € R, ¢(t) =< u(y(t)),v(t) >=< u(xp),xo > d’apres a. et b. donc
Vte R, ¢(t) = ¢(0). Comme ¢ est dérivable en 0 ol elle admet un minimum absolu, ¢'(0) = 0.

d. D’apres lexpression de c., ¢'(t) = sin(2t)(< w(yo),yo > — < u(xp),x0 >) + 2cos(2t) < u(xp),yo > pour
tout t réel donc ¢'(0) =2 < u(xp),yo >= 0. On a bien montré que yo L u(xo).

e. Soit I’hyperplan H = Vect(xo)l et soit yo un vecteur unitaire quelconque de H, alors u(xp) L yo d’apres
la question d. donc u(xg) € H+ = Vect(xo), ce qui signifie qu’il existe A € R tel que u(xo) = Axg, donc que
xo est un vecteur propre de u.

f. Soit x € FX et y € F, alors < u(x),y >=< x,u(y) > car u est autoadjoint donc, comme u(y) € F car F est
stable par u et que x € FX, on a < u(x),y >= 0. Comme ceci est vrai pour tout vecteur y € F, on a bien
u(x) € F*, donc F* est aussi stable par u.

g. On démontre le théoreme spectral par récurrence sur la dimension n de E, et sous la forme suivante :
pour tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n, il existe une base orthonormale
de E formée de vecteurs propres de u.

Initialisation : soit E un espace euclidien de dimension 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E, alors u
est une homothétie de E comme tout endomorphisme en dimension 1 ; toute base orthonormale de E est une
base de E formée de vecteurs propres de u.

Hérédité : soit n € N*, supposons le résultat prouvé pour des espaces euclidiens de dimension k € [[1;n].
Soit E un espace euclidien de dimension n+ 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E. D’apres e., il existe
un vecteur propre xo de u associé & une valeur propre réelle A. Posons F = Ej(u). On sait que dim(F) > 1.
Traitons deux cas :

e Si F=E, u = Aid g donc toute base orthonormale de E est une base formée de vecteurs propres de u.

14



e Si F# E, on a dim(F) < n, comme F est stable par u, G = F est aussi stable par u d’apres f. et
dim(G) = n+1 —dim(F) > 1. Or u induit dans G un endomorphisme autoadjoint de G d’ot, par
hypothese de récurrence, il existe une base orthonormale Bg de G formée de vecteurs propres de ug,
donc de u. En prenant une base orthonormale Bf de F, ses vecteurs sont des vecteurs propres de u donc
B = B I Bg est une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de wu.
Par principe de récurrence forte, pour tout endomorphisme autoadjoint u sur un espace euclidien E, il
existe une base orthonormale B de E formée de vecteurs propres de u. On vient de montrer, d’une maniere

totalement différente de celle du cours, le fameux théoreme spectral.

15



PREPARATION ORAUX 2026 THEME 5
REDUCTION

59

61

[=2]
N

63

64

65

67

7

o

J

1

B\

2

73

74

X—-1 -« 0
a. On calcule xa, =| 0 X—=1 =1 |=X-1)2%X+1)—a=X>—X*—-X+1— « par SARRUS. La
—1 0 X+1

fonction f: t +> t3 —t2 —t + 1 — « est dérivable sur R et f/(t) = 3t> — 2t — 1 = (3t + 1)(t — 1) donc f est

croissante sur } — 00 —H, décroissante sur [— %; 1] et croissante sur [1; +00[.

Comme f( - %) = —% - % + % +1l—a= % — a et f(1) = —a, d’apres le tableau de variations de f :

e Si a < 0, f s’annule une seule fois sur R, en x; € } — o0; —% [ Alors Sp(Ay) = {x1}.
eSia=0,f:tr (t—1)%(t+1) s’annule en 1 et —1 donc Sp(Ay) = {—1,1}.
eSixe }O; Q[, f s’annule en x; € } — o0; -1 [, x2 € } —%;1 [et x3 €]1; 400 et Sp(Ay) = {x1,%x2,%3}

27 3
2
eSix= %, f:t t3—t2—t—% = (t—|—%) (t—g) s’annule en —% et % donc Sp(A32/27) = {—%, %}
e Si o> %, f s’annule une seule fois sur R, en x7 €]1;+00[. Alors Sp(A«) = {x1}.

b. Avec le spectre trouvé a la question a, on considere cinq cas :

16



Ainsi, Ay est diagonalisable si et seulement si « € }O;

® Si <0, xa, n'est pas scindé sur R car xq est simple donc Ay n’est pas diagonalisable.

0 0 0
o Siax=0,xa, est scindésur Ret Ap—I3={0 0 1 est de rang 2 donc, avec la formule du
1 0 -2

rang, dim(E1(Ap)) =1 7# 2 =mj(Ap) donc Ap n’est pas diagonalisable.

e Siae }O; % {, XA, est scindé a racines simples sur R donc, d’apres le cours, A, est diagonalisable.

4/3 32/27 0

e Sia= Q, XAs,,,, €st scindé sur R et A32/27 + Iz _ 0 4/3 1 est de rang 2 donc
27 / 3
1 0 —2/3
dim(E_q,3(A32/27)) =1 # 2 =m_q,3(A32/27) donc A3z, ,,7 n’est pas diagonalisable.
e Sio> %, XA, N'est pas scindé sur R car x; est simple donc A, n’est pas diagonalisable.

2l
270
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

) (9) (=
\]

Qo
© Qo

-

83 ] a. Pour x € R, la fonction hy : t — e_tw est continue sur R”, prolongeable par continuité en 0 en
posant h, (0) = x car sh (xt) Sxt+ o(t) et et ?1 + 0(1) donc hy(t) Sx+ o(1).
Comme h_, = —h,, il suffit de traiter le cas x > 0.

Six =0, il est clair que hg = 0 donc hg est intégrable sur R et f(0) existe, on a méme f(0) = 0.
(x—=1)t

2t

t —xt t
Six>0,sh(xt) = %f %donc he(t) ~
o0 o0

donc hy est intégrable sur RY si et seulement

17X)t)

)

six—1 < 0 par comparaison de fonctions de référence. En effet, si x < 1, on a hy(t) = o(e
(o ]

hi(t) ~ Lot lim hi(t) = +00 si x > 1. hy est donc intégrable si et seulement si x €]0; 1] donc,
+o0 2t t—+oo
- Foo . .
comme hy est positive, fo hx(t)dt converge si et seulement si x €]0; 1.

Ainsi, le domaine de définition D de f vaut D =] — 1; 1] et f est impaire sur D.

b. Soit I'application g :] — 1;1[x R} — R définie par g(x,t) = e_tw.
(H1) Pour tout t > 0, x > g(x,t) est de classe C' sur | —1;1[.

(Hz) Pour tout x €] — 1;1[, hy : t = g(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir) et

t g%(x, t) = ch (xt)e™" est continue RY.

i

(H3) Soit a €]0;1[, alors Y(x,t) € [—a;a] x R%, ZT)%(X’ t)’ = ch (xt)e™" < ch(at)e™ = @q(t) car ch est

croissante sur Ry et ¢, est continue et intégrable sur R% car elle se prolonge par continuité en 0

(a—T1)t
€ avec a — 1 < 0.

en posant @q(0) =1 et @q(t) o
o0

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur | — 1;1[ et, avec la formule de

. +m
LEIBNIZ, on a la relation f'(x) = fo ch (xt)e~tdt.

+o0 +oo
c. Pour x €] — 1;1[, comme les deux intégrales convergent, f'(x) = %fo e(x=Dtgt + % fo e(=x=Dtgy

donc f'(x) ! [e(x_])trroo + ] [e(_x_])t}%o ! + ! ! Comme | — 1;1[ est un
X)) = - | =—— I = = . — 1 u
2L x—1Jo 2L —x—1lo 20—x) 20 +x) 1-%° '
intervalle, il existe C € R tel que Vx € R, f(x) = %In(1 +x) — %ln(1 —x)+C= %ln (%) +C. Or
—x

18



1 _
f(0) =0 donc C=0et ¥x €] — 1;1], f(x) = %ln(] i‘:) = Argth (x).

19
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

o
q

Qo
Qo

Qo
fhur

=]
w

©
=~

©

B\

—
=
N

==}

=

a. D’apreés la formule du rang, comme E est de dimension finie et que f —idg € L(E), on a 1'égalité
dim(Ker(f —idg)) = dim(E) —rang (f —id g)) = dim(E) — dim(Im (f —id ¢)) = dim(Im (f —id ¢)+). De plus,
soit x € Ker(f —id ), alors f(x) = x. Pour y € Im (f —id ¢), il existe un vecteur z € E tel que y = f(z) — z
donc (x|ly) = (x|f(z) — z) = (x|f(z)) — (x]z) = (f(x)|f(z)) — (x]z) car f(x) = x donc (x|y) = 0 car f est une
isométrie donc qu’elle conserve le produit scalaire. On vient de montrer que Ker(f —id¢) C Im (f —id )+,
et on conclut Ker(f —idg) = Im (f — id g)* avec 1’égalité des dimensions.

b. Comme (f —idg)? = (f —idg) o (f —idg) = 0, on a Im(f — idg) C Ker(f — idg) donc, avec a.,
Im (f —idg) € Im (f —idg)*. Six € Im (f —idg), on a donc (x[x) = |[x||*> = 0 donc x = O ce qui prouve

que Im (f —idg) = {0} donc que f =id .

20
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

104

a. L’énoncé identifie sans vergogne R™ et My 1(R) car b défini dans I’énoncé est un vecteur colonne.

Méthode 1 : soit A une valeur propre de M telle que dim(Ex(M)) > 2, il existe donc deux vecteurs propres

a=(ay, - -,ant1) et b= (b1, --,bnr1) de M associés a A tels que (a,b) est libre. Traitons deux cas :

e Si any1 =0, le vecteur v = a répond a la question.

e Sianiq # 0, le vecteur v = bpi1a — anq1b est encore dans Ex(M) car Ex(M) est un sous-espace

vectoriel de R™*1 il est non nul car (a,b) est libre et que (an41,bny1) # (0,0) et sa (n + 1)-ieme

coordonnée dans la base canonique est nulle par construction donc v convient.

Méthode 2 : soit 'hyperplan H = {v = (vi,---,vn,0) | (vi,---,vn) € R™} = Vect(ey,---,en) de R™7 et

A une valeur propre de M telle que dim(Ex(M)) > 2. On a donc dim(H) = n+1—1 = n. Grace a la

formule de GRASSMANN, dim(HNExA(M)) = dim(Ex(M)) +dim(H) —dim(H+Ex(M)) 2 24+n—(n+1) =1

car H + Ex(M) ¢ R™ donc il existe un vecteur non nul v € H N Ey(M), c’est-a-dire un vecteur propre

v=(vi, ", Vn,vnt1) de M tel que v,41 = 0.

Avec un tel vecteur propre v qu’on écrit par blocs v = <‘g> avec w € My, 1(R)“ ="R", équation Mv = Av

se traduit par bTw = 0 et Aw = Aw. Ainsi, comme w # 0 car v # 0 et que Aw = Aw, w est un vecteur

propre de A associé a la méme valeur propre A.

b. L’équation b'w = 0 se traduit aussi (bjw) = 0 avec le produit scalaire canonique de R™ donc il existe

bien un vecteur propre de A orthogonal a b si M n’est pas simple, par exemple le vecteur w.

2 0 0 A T X1
c. NotonsA = |0 1 X5 |, comme N = (b c ) est symétrique avec b = | X, | et ¢ = X4, si on note
0 X5 -1 X3

C l’événement C = “il existe un vecteur propre de A orthogonal b”, on a B C C donc P(B) = 1— P(B) < P(C)

ce qui montre que P(B) > 1 — P(C). Comme Xs5(w) = {0,1}, par la formule des probabilités totales, on a

P(C) = P(X5s = 0)P(C|X5 =0) + P(X5 =1)P(C|X5 = 1).
20 0

SiXs=0, A=|0 1 0 | estdiagonaledonc Sp(A)={2,1,—1}, E2(A) = Vect(e1), E1(A) = Vect(ez)

0o 0 -1
et E_1(A) = Vect(e3) donc C est réalisé si et seulement si (e; L b) ou (e2 L b) ou (e3 L b
Avec la formule du crible, il vient P(C|X5 = 0) = P(X; = 0) + P(Xz = 0) + P(X3 =

—P(X; =Xz =0)— P(X; = X3 =0)— P(X = X3 = 0) + P(X; = Xz = X3 = 0) donc

P(C|X5 =0) =3(1 —p) —3(1 —p)? + (1 — p)? par indépendance de X7, X2, X3.
2 0 0

Sixs=1, A= [0 1
o 1 -1

22

1 et on a facilement xa = (X — 2)(X — V2)(X + v/2). 1l est clair que



0
1 |,onak 5(A)=Vect((1+ v2)ez + e3)
—1
et, de méme, on a E_ 5(A) = Vect((1 — V2)ez + e3). Ainsi, comme e; L b <= X; = 0,

(1++v2)ex+e3 Lb<= (1+vV2)Xa+X3 =0 <= X = X3 = 0 car /2 est irrationnel et

E2(A) = Vect(ey) et, comme A — /213 =

o o N
—_ o

(1—v2)ez+e3 L b <= (1—v/2)X2+X3 = 0 <= X3 = X3 = 0 pour la méme raison, C est réalisé
si et seulement si (X3 = 0) ou (X2 = X3 = 0) donc, toujours par indépendance de Xj, X2, X3,

P(CIXs =1)=P(X1 =0)+P(Xa =X3 =0)—P(X; =X =X3 =0) = (1-p)+(1—p)2—(1—p)3.

Avec tout ceci, on conclut que P(C) = (1—p)[3(1—p)=3(1—p)2+(1—p)*| +p[(1—=p)+ (1—p)? = (1 —p)?]
qui se simplifie bien en P(C) =1 —3p3 + 2p*. Au final, P(B) > 3p3 — 2p*.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

127

128

129

130

31

132

133

134

. (

135) a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C*) sur l'ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme

136

Y(x,y) € D, |f(x,y)| < |xy|—L = |x|ly|] < ||(x,y)||§ et que lim  ||(x,y)|l2 =0, par encadrement, on
x4y (%,y)—(0,0)

trouve « l)lm( 0.0) f(x,y) = 0 = £(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R?.
‘U

b. af ~(0,0) = lim f(,0) — 7(0,0) _ af (O 0) = lim 10,8~ f(0,0) _ 0 en revenant a la définition et, par
t—0 t t—0 t

_ 4 2.2 _ 4
un calcul brutal, on a %(x,y) = yO + axty” -y et A(xy) = VI o Ve ) Le second calcul

(XZ +1J2)2 ay (XZ +y2)2
n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc %(x,y) = —aa—lj(y,x) en dérivant (1) par rapport
a x avec la regle de la chaine.
c. De méme, les fonctions rationnelles gi et aa;: sont continues sur l'ouvert D par opérations. De plus,

Y(x,y) € D, ‘af X, y)‘ [yl + 4 y +Zg ) _ 2ly| € 2||(x,y)||2 et, comme en a. ? est aussi continue
(< +y%)? X
n (0,0). Comme of y) = of (y x), 9t o5t aussi continue en (0,0).
b aX ) ay ? ay )
Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.
of of of of
52 . @(t,O)f@(o,O) . 5.0 = —(0,0)
d. 3xaY (0,0) = P_% " = P—%E =1 et aan(O 0) = P_% " = —1. On
of of of of
2 7(t> O) - 7(O> O) azf ai(o) ) - 3 (O>0)
peut aussi calculer —(O 0) = lim 9x ox =0et 25(0,0) = lim & Y = 0. Par
ox” t—0 t ay tHO t

contraposée du théoréme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C? sur R? car a (0 0) # 3y ax< 0).
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