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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

a. Pour t > 0 et n € N, la fonction gn¢ : x — x™e 2 est continue sur R et elle est paire si n est pair

et impaire si n est impair. Par conséquent, g, ¢ est intégrable sur R si et seulement si elle I'est sur R,.
2

—tx .
Comme gn t(x) = o( 1 ) par croissances comparées car t > 0 et lim x nt2eT7 = 0, la fonction gn ¢ est
) +oo \x?2 x——+00 ’

intégrable sur Ry et my (t) existe. Ainsi, la suite (mn(t))nen est bien définie.

b. Comme la fonction gon1,¢ est impaire, on a Vn € N; man41(t) = 0. Posons, pour la suite de I'exercice,

+oo —tx +oo
pn(t) = f x™e ™ 2 dx qui existe d’apres a.. Comme on connait 'intégrale de GAUSS ﬁ) e Wdu = Vn

0 7’
en effectuant le changement de variable x = \[— @(u) avec @ qui est une bijection strictement croissante
+oo —tx?
de R, dans Ry et de classe C', il vient po(t) = \]; e 2 dx = V2 f e W du = /%. De plus, on a
+oo  —tx? —tx? 7400
directement t) = e 2 dx= [f 1e=2 ] =1
= J, o " t ot
SN —tx? +o0 —tx
Pour n € N et t >0, on pose up : x — 7 etvixr—e 2 danspn(t):fo x"e” 2 dx avec un et v
n
qui sont de classe C! sur R et telles que w, (0)v(0) = liT un (x)v(x) = 0 par croissances comparées. Ainsi,
X—+00
PR . +o0 +o0 —tx?
par intégration par parties, pn(t) =0 — fo Vi(tun(t)dt = - i 71, X"2e T2 dx = - ]pn+2( ).

Pour 'expression de pn (t) en fonction de n, traitons deux cas :

® Sin =2k est pair avec k € N, pn(t) = pak(t) = =— I

p2k—2(t) puis, par une récurrence classique,

t
k. k
o — Zk)! ka(t) 1/1 T
1 t t:( 2i=1 1) t:( T q N—( ) I,
it vient pai(t) = { 11 == Jpo(t) = 557, 5 dome 55,5, 2t) /2t
e Sin = 2k + 1 est impair avec k € N, pn(t) = paxt1(t) = z—kka 1(t) puis, par récurrence,
k . k k
_ 2i _ 2k Parti(t) _ 2% !
on a t) = ( —) t) = donc = et, avec STIRLING,
P21 (1) IL0)p ) = e k+10! 2T 2K+ 1)
pak+1(t) 25 V2mk kke? donc paki1(t) 1 e® N (1 % E)l(l>k
(2k + 1)! +00 V/amk(2k) 2K M 5T (2k) (2K + 1)! +oo z\fzkkk“ KT 4o \ 2t k/k!\2t/
—tx? +0 n
c. La fonction gt : x — e~ 2 e est bien définie sur R et, comme on sait que Vx € R, e* = > X—' on a
n=o0 M
400 . —tx? +o0 n o —tx?
ge(x) = 30 *5e7Z = 3 hn(x) en posant hy 1 x — e 2
n=0 M- n=0 n.

(Hy) La série de fonctions Y h, converge simplement vers g, sur R d’apres ce qui précede.
n=0

(Hz) Les fonctions h,, qui sont paires ou impaires en fonction de la parité de n, sont continues et

intégrable sur R cat hy,(x) =0 (iz) par croissances comparées.
oo \x

(H3) La fonction g est continue sur R.

+

H4) La série hn )|dx converge car = hn(x)|dx = Zpn () par parité de |hn| et que,

!
n>0 o n:

Kk Kk
d’apres la question précédente, 2p2(t) = O(l (i) ) et 2p2ics1 (1) = O(l(l) ), alors que
(Zk)! +o0 k!'\2t (Zk—F])! +o0 k!\2t

4



k
la série exponentielle > %(—) converge (sa somme vaut e'/(2Y)). On pouvait aussi utiliser la
k=0

2pn(t) K2 Pak+2(t) _ 1

regle de D’ALEMBERT car si a,, = ,on a = = donc
& Y aze  (2k+2)(2k+ Dpa(t)  (2k+2)t
. azk+2 a2k+1 _ pak+1(t) _ 1
lim —=—= =0< 1 donc azi converge. De plus = =
k—+oo a2k kgo 2k & prus; aA2k_1 (Zk + 1)(2k)‘p2k_1 (t) (Zk + 1)’(
donc lim 22Xt — 0 < 1 donc > azk41 converge.
k—+4o00 A2k -1 k>0

X2 400 ntoo
Par le théoréme d’intégration terme & terme, g; est intégrable sur R et f e =5 eXdx = > f h,(t)dt
n=0

oo —tx? o0
donc f * T e¥ax = > mon(t) _ Z = pan(Y) car man4+1(t) = 0, ce qui donne, avec la question
—oo n=o (2n)! (2n)!
oo —tx? n 1
précédente, f, T eTI eXdx =2 th Z —(—t) =e2t 2%

d. La fonction g¢ est continue sur R, g¢(x) = o(e*) alors que x — e* est intégrable en —oo donc, par
X——00

—tx?

comparaison, g; est intégrable en —oo. De plus, comme lim e” 2 e?* =0car lim (fo—) = —00, On

X—s+00 x—+00 2

a gi(x) = o(e™™) alors que x — e™™ est intégrable en +oo donc, encore par comparaison, g¢ est intégrable

en +o0o. Par conséquent, g¢ est intégrable sur R.

. —tx? e 2 t 1N\ 1 P, .
On écrit gi(x) = e 2 e =e 2 et x— E— = —7<x — 7> + —t donc, par linéarité de I'intégrale, on

2 2 t 2

+oo  —tx? 1 +oo —t,. 142 . .
a f e 2 efdx=e2t f eZ ®~1) dx. Avec le changement de variable x = u + % = P(u) avec P qui

— 00 — 00

est une bijection strictement croissante et de classe C' de R dans R, on a 'expression déja trouvée a la

. L, +oo  —tx? +oo —tu? 1 L o
question précédente, f e 2 e¥dx = e2t f 2 du=-eZtmp(t) = e2t, /£,

o t

@ @ ® @ &

a. Il s’agit dans cette question de vérifier que la fonction g, : {O; 1— l} — R définie par gn (x) = f(x—l—l) —f(x)
n n

s’annule sur [O; — l] Or cette fonction g, est continue par opérations sur [O; — l} car f est sur [0;1].
n n

e Pour n =1, en prenant x; =0 € {0;1 - H = {0}, on a bien g1(x1) = f(1) — f(0) = 0.

e Pour n =2, g2(0) = f(1/2) — £(0) et g2(1/2) = (1) — £f(1/2) = £(0) — f(1/2) = —g2(0) ce qui montre
que g2(0)g2(1/2) = —g2(0)? < 0 et, par le fameux théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction g

s’annule en x, sur [O; — l] = [0§ l]
2 2

Dans les deux cas n =1 et n = 2, il existe bien x,, € [O; 1— l} tel que f(xn + l) = f(xn).
n n

SEIES K K"
Pour n € N*, par télescopage, on a > (f(i) ff<f)) = f(1)—f(0) = 0donc Y gn(f) = 0. Comme
k=0 k=0 n

n n

cette somme de quantités réelles est nulle, on a deux cas :



o Il existe un entier k € [0;n — 1] tel que gn(h> —0etxn =K ¢ [0;1 - l] convient.
n n n

e Tous les termes de cette somme sont non nuls, comme leur somme est nulle, il en existe deux de signes
stricts opposés, donc 3(i,j) € [0;n — 1] tel que i # 5, gn(l) <0 et gn(l) > 0. Par le théoréme des
n n

valeurs intermédiaires appliqué, Ix,, € } i; i [ C {0;1 — l], gn(xn) = 0 donc 1“(xn + l) = f(xn)
n’'n n n

Dans les deux cas, il existe bien un réel x,, € [O; — l} tel que f(xn + l) = f(xn).
n n
sin(mx/«)

2
. ) (somme d’une fonction
sin(m/o)

b. En tatonnant, pour « E]O;l[\{l ’ ne N*}, sion pose fo @ x — x— (
n

périodique et d’une fonction affine), la fonction f, est continue par opérations sur [0;1] car 5111( ) #0

puisque T n’est pas un multiple de 7 par hypothese, elle vérifie bien f,(0) = fo(1) = 1—1. Mais, bizarrement,
o

. 2 - 2
Vx € [0;1 — o, fo(x + o) — fa(x) = x + o — (%) - (x— (%) ) = o # 0 donc il
n’existe aucun réel x € [0;1 — o] tel que f(x + «) # f(x). Amazing !

a. Pour n € N, la fonction fy, : x — xsin(x) — ccos(x) est dérivable sur J, = I, = {mt; nm + %}, vérifie

1, (x) = sin(x) + x cos(x) + ¢ sin(x). Traitons deux cas :
e Si n est pair, f/| reste strictement positive sur J,, donc f,, est strictement croissante sur J, et

fa(nm) = —c < 0 et f, (nrr + %) =nmn+ th > 0 donc, par le théoréme de la bijection, f;, réalise une

bijection strictement croissante de J,, dans [— c;nm+ %} . Comme 0 est a I'intérieur de cet intervalle,

il existe un unique réel x,, E] n=In tel que fy(xn) = 0, c’est-a-dire tel que xy, sin(xn) — ccos(xn) = 0.

e Si n est impair, f} reste strictement négative sur J,, donc fy, est strictement décroissante sur J, et

fa(nm) =c¢ >0 et f (nn + g) = —nm — % < 0 donc, par le théoreme de la bijection, f,, réalise une
bijection strictement décroissante de J,, dans [—nn— %; c] . Comme 0 est a l'intérieur de cet intervalle,

il existe un unique réel x, €] n= I tel que fr(xn) = 0, c’est-a-dire tel que xy sin(xn) —ccos(xn) = 0.
Dans les deux cas, pour n € N, il existe un unique x,, € ]nn; nm+ g [ tel que xn sin(xn)ccos(xn) = 0 d’ont

Pexistence et I'unicité de la suite (xn)nen vérifiant les conditions de ’énoncé.
b. Comme x, sin(xn) — ccos(xn) = 0 et cos(xn) # 0, on a tan(xn) = S = tan(xn — nn) car tan
Xn

est m-périodique. Or x4 — nm € }O; E[ - } — g; % [ Par définition de la fonction Arctan, on a donc

2

Xn — N = Arctan (L) Mais nmt < xn, < nmw+ 721 et nm + % ~ n7 donc, par encadrement, x,, +~ nm donc
n +oo 00

lim £ =0, desorte que xy —nw ~ & ~ £ =y, oux, = nn4+ & +o(]>.
n—+400 Xqp +00 X +oo N7 +o00 nw n

c. En reprenant plus loin le développement limité précédent, x,, —nm = Arctan ( = ) = £ 3 +o0 ( )
0 Xn 3x xn
¢’ < Sl ( ! ) t, pour 1 ¢
) et, pour la méme raison, on peu

3x oo e n? P P

3
Or x, ~ nmdonc C— ﬁ qui s’écrit aussi
+oo 3x +oo n’n

3
aussi remplacer O(x] ) par o( ] ) de sorte que x, —nmw = = — — 3nc3713 + o(TJ—3>. Ainsi, on

n’ +°°n7t—|—f—|—o( )
nrt n

n



1
3

3
obtient x,, —nmt = & x c ! 1 3 3+0(
+o00 N7 14+ 24+0(4;) 3

[ C 1 3 1
— (e ro() 55 o ()
)+oo nTt( n’mn? © n? 3ndd © n’
n-7m n

2
_ ¢ c 1 3 1 _ c c“(3+¢) 1
quise xéduit en xn —nr = € (1= —£5o(h)) - 25 +o( ) =05 - S +o() on

o . _B+e)
nm 4o 33T

peut donc conclure que x,, — nmw —

a. Pour « € R, la fonction fo : RY — R définie par fo(x) = x*1In (1 + ﬁ) est continue et positive sur
X

R% car Vx € R, 1+ )(2(](74_2 > 1. Déterminons un équivalent simple de f4(x) quand x tend vers 0 :

12) 7 zetf()NTX“z: 1z-
ot +oox°‘+ +oo 2ot x &t

. 1
e Si o> 1onaXL1TNXZa+Z—Od0ncln(1+ 5

OSioc:—Lf,](x):@.

o Si o < —1, on écrit In (1 + ﬁ) =~ 2) nx) + (1 +x2%42) = —(a+2) In(x) +o(tn(x))

o0

car lim x2%t2 =0, Jm In(14+x?*2) =0et lim In(x) = +oo donc fu(x) ox —(2a+2)x* In(x).
oo

xX——+00 —+o00 X——+00
Et maintenant quand x tend vers 071 :
eSiax>—1,ona lim Z;H = 400 et In (1 + 2(1+2) = —(2a + 2) In(x) + (1 + x***+2) donc
x—0t X
In (1+ 2;+2) —(20+2) tn(x)+o(In(x)) done fa(x) v —(20+2)x* tn(x) car In(1+x2%+2) ~ o(In(x)).
eSia=—-1,f_1(x) = M
X

: 1 1 x* 1
.SI(X<_1 Xl;m 2a+2—0d0ncln<1+ 2“+2>?W etf(x(x)"s’xz‘xﬁ—xmﬁ
On peut passer a I'intégrabilité de la fonction f sur R7 :

e Si o > —1, fu(x) o %—&-2 avec o« + 2 > 1 donc fo est intégrable en 400 par RIEMANN et
o0 X

fo(x) =0 (%) par croissances comparées donc f, est intégrable en 07 par RIEMANN car l—a .
x 2
. 1‘[1(2) 5 < 5 .. , + .
e Sia=—1,f_1(x) = —=% donc, d’aprés RIEMANN, f_; n’est ni intégrable en 0%, ni en +oo.
X

eSia< —1,fu(x) = o( 11_“ ) par croissances comparées donc f,, est intégrable en 400 par RIEMANN
x 2

“+oo

1

car %‘X > 1 et fo(x) . OJ+2 avec o +2 < 1 donc f, est intégrable en 0% par RIEMANN.

Ainsi, f est intégrable sur R7 si et seulement si « # —1, et comme f, est positive, on en déduit que

+o0o
fo x% n (1 + ﬁ) dx converge si et seulement si o # —1.
X

Xa+1

o+ 1

“+oo
b. Méthode 1 : pour calculer I, = fo x*1n (1 + ﬁ) dx dans le cas ol « # —1, on pose uq : x =
X

et vy 1 x = In (1 + ﬁ) qui sont de classe C' sur R7. Traitons deux cas :
X

o Sia>—1,0n a ug(x)ve(x) ¥ —2x**1 In(x) donc 1112)1+ u(x)va(x) = 0 par croissances comparées
x—

car « +1 > 0 et e (x)va(x) o %—H donc lim ua (x)va(x) = 0. Alnsi, par intégration par parties,
00 x

+oo ax+1 _(2“_+2)X—2“—3) ~+o0 —a—=24 1 LT
x X 1
= — dx =2 = [— Arctan(x~% .
* fo oc+1( 1+x (2oF2) f 1+(*"‘+‘)2 a1 ( o
Comme lim x™ %! =400, lim x * "=0et lim Arctan(t) =2, onaly = .
x—0t xX— 400 t—+o0 2 a+4

e Sia< —1, ug(x)va(x) ol —2x**1 n(x) donc XETOO u(x)va(x) = 0 par croissances comparées car



1

FE®

at1 < 0et ug(x)va(x) N OJ—H donc lh?;+ ux (x)va(x) = 0. Par conséquent, par intégration par parties,
X X—>

+oo jatl /1 (Qx + 2)x 2% 3 +o0 —x=24 1 VTN R
— X — X X — 1
ILX = — L ( 7(20{4»2) )dX == ZfO 1_‘_72 - |:_ T_HATCtaT\(X &« ) .

o+ 1 1+ x (x= >t 0
Comme lim x~ %1 =0, lim x %" =+4ooet lim Arctan(t)=T onaly=——"—.
x—0+ Xx—400 t— 400 2 o+ 1
On peut unifier cette formule, Vo # —1, I, = ‘ 1 1R
o

1
Méthode 2 : on effectue, pour o # —1, on pose u = x*T1, ou x = @ (u) = uatT. Traitons deux cas :
e Si > —1, gy est une bijection strictement croissante et de classe C' de R% dans R%, donc, par
—+o0 [0 — X —+oo
linéarité, I, = atT 1 (1 i) (L ot )d =1 1 (1 ]—)d .
x -l;) v " +u2 ochlu v och]fO e +u2 u
e Si x < —1, @4 est une bijection strictement décroissante et de classe C' de R% dans R%, donc, par

lindarité, T = [ w&T in (142 1 o aue -1 1+ 1)a
R N R N A (R

+oo
Comme fo In (1 + ]—2) du ne dépend pas de u, se calcule facilement par le méme type d’intégration par
u

parties que ci-dessus, et vaut 7, on en déduit & nouveau que Vo # —1, I, = | 1 T
o
N ) . o +oo 1 -
Il est a noter que cette méthode montrait que, pour « # —1, 'intégrale fo x%*1n (l + m) dx était de
X

+oo
méme nature que fo n (1 + iz)du, c’est-a-dire convergente car h : u +— In (1 + iz) est continue sur
u u

R*, vérifie h(u) ol ﬁ et h(u) N —21n(u) = o<ﬁ), donc h est intégrable en 0 et en +o0o par RIEMANN.



PREPARATION ORAUX 2026 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

a. Soit x € My, 1(R) défini par xT = (x1 --- xn) tel que Ax > 0. On a donc les inégalités 2x7 — x = 0,

Vie [2;n—1], —xi—1 +2xi — xit1 = 0 et —xn_1 + 2xn > 0.

Soit un indice ig € [[1;n] tel que x;i, = M1in]](xi). Distinguons trois cas :
ie[lm

esiig=1,0naxy >x—x7 =0 par minimalité de xi,.
esiip € [2sn—1], on a (xi,—1 — xiy) + (Xig+1 — Xip) < 0 alors que xi,_1 —xi, = 0 et xiy4+1 — xi, =0
done xi,—1 — Xi, = Xig4+1 — Xi, = 0 et xj,—1 = Xi, = Xiy,+1. On continue de proche en proche pour
obtenir x; = --- = xp et on se ramene au premier ou au dernier cas pour avoir xi, = 0.
esiip=mn,onaxn =xn_1—xn =0.
Dans tous les cas, on a donc xi, = 0 donc Vk € [1;n], xx > 0 donc x > 0.
b. Six € Ker(A), Ax =0 > 0 donc x > 0 d’apres a. et A(—x) = 0 > 0 donc, de méme, —x > 0 et on en
déduit que x = 0. Ainsi, Ker(A) = {0} donc, comme A € M;,(R) est carrée, A est inversible.

c. La j-itme colonne de A~" est A~ "ej, et comme A(A~"ej) = e; > 0, par définition de la monotonie d'une

matrice, on a A~! ej > 0 donc tous les coeflicients de la matrice A~ sont positifs, ce qui s’écrit A~ > 0.

a. Posons S;, 'ensemble de toutes les permutations de [[1;n] et Dy, ensemble des dérangements de [1;n].

Méthode 1 : pour un entier i € [1;n], soit F; ’ensemble des permutations de [1;n] qui fixent I’élément 1,

c’est-a-dire F; = {0 € Sy, | o(i) = 1}. Par définition, une permutation qui n’est pas un dérangement fixe

n
au moins un entier i de [1;n] donc D,, = U Fi. Par la formule du crible (hors programme), on a donc
i=1
n
card (D) = Y card (Fi)— Y. card (FiNF)+ Y. card (FiNFjNFx)—- -+ (=1)""Teard (F1N- - -NFy).
i=1 1<ij<n 1<i<j<k<n
Pour j € [[1;n], quelle que soit la famille (iy,---,ij) telle que 1 < iy < iy < -+ < i3, il y a (n —j)!
j
permutations dans ﬂ Fi, car les éléments i7,---,i; sont fixes par une permutation de cet ensemble et

k=1

les images des n — j autres sont quelconques, ce qui fait (n — j)! maniéres de les permuter. Comme il y

a (n) facons de prendre une telle famille (i7,---,1) telle que 1 < iy < i < --- < ij car il faut juste
)

0 (1)

NgE

choisir j éléments parmi n, on a donc card (Dy,) = n! — card (D) = nl — D, =

k=
On a donc Dy, :'(n! + k)%:1(—1')k <k) m—x)! = kz_:o(—:)k (k) (n —%)! car (—1)° O)(n —0)! = nl. Mais
n _nln—Kk)! nl! _ 2 (=1)
(k) m—x)! = 7k!(n i i donc D, = n! 2



Méthode 2 : si on note DX I'ensemble des permutations de [[1;n] qui ont exactement k points fixes pour tout
n
k € [[0;n], il est clair que {DS,---, DN} est une partition de S, donc card (Sn) = n! = card (DX). Or,
k=0
DY = Dy, donc card (D) = Dy, DIt = {id [1.n]} donc card (D) = 1 =Dy en posant Do = 1 par convention

et D! = () donc card (D~ 1) =0 = (:1 D car Dy = 0. En général, pour k € [[1;n — 1], pour choisir une
permutation ¢ de DX, on choisit de (E) manieres les k éléments de [[1;n] qui vont étre fixes par . Ensuite il

. . P n
faut déranger les n—k autres, et on a D, _y fagons de le faire. Ainsi, on en déduit que card (DX) = 5 Dn_x

. n n no/n n n ,
ce qui donne n! = Y < .>D]~ => (.>D]~ en posant k = n —j car ( > = <> Par conséquent,
j=0 \* —) j=0 \J n-j )

n /i i
onaVie[o;n], il = (,)Dj, ce qui se traduit matriciellement par AX =Y avec A = (> ,
=0 \J 1)) oers
stjsn
X' = (Do Dy - Dyp)et YT = (0! 1! --- nl). La matrice AT = <<])> est triangulaire supérieure
i
o<ij<n

et “contient” le triangle de PASCAL, c’est surtout la matrice de endomorphisme f : P — P(X + 1) de

E = R, [X] dans la base canonique B = (1,X,---,X"). Comme f est un automorphisme de E avec f~! : P

PX 1), (A1) = (A-1)T = Mat5(f~1) = ((1)“@) done A~ = ((1)ii C)) .
0<i,j<n 0<ij<n

Alors, X = A™'Y donc, en regardant sur la derniere ligne de cette relation matricielle, on a la relation

3 (T S i1 n(=D*
Dn = Z(_Un](.)i! =nly (-7 — =n! > 7— en posant k =n —j.
) k=0 .

i=0 j=0 (n—j)! k

(=D

n!

n
b. D’apres a., Dn _ > ( est la somme partielle de la série numérique . Or on sait que
n

! k=0 k' n=0
o e 1 1 ; D 1 .
Vze C, e#= > 2. Pour z = -1, > %2 =e ' = . Par conséquent, lim =1 = - ~ 0,37 qui
n=o ! n=o n! e n—o4oo nl e

représente la probabilité limite qu’une permutation quelconque a d’étre un dérangement, ou la proportion

limite de dérangements parmi les permutations de [[T;n].

c. Méthode 1 : A est symétrique réelle donc, d’apres le théoreme spectral elle est diagonalisable. Comme
A+ 1In = (1)1<ij<n est de rang 1, Ker(A + 1) = E_1(A) est un hyperplan de R™ par la formule du rang,
il est d’équation x1 + -+ + xn = 0 et est ’hyperplan orthogonal au vecteur (1,---,1). Comme Tr (A) = 0,
la derniere valeur propre de A est n — 1 et elle est simple. En posant U € My 1(R) tel que u' = (1 ---1),
on a AU = (n — 1)U donc E_1(A) = Vect(U). A est donc semblable & D = diag(—1,---,—1,n — 1) donc
det(A) = det(D) = (=) T(n—1).

Méthode 2 : avec l'opération de GAUSS C, «— Cn + -+ + Cq et par linéarité par rapport a la derniere

o 1 - 11

1 0
colonne, det(A) = (n—1)|: "-. "-. 1 ‘|, puis, avec les opérations C; +— C; — Cpn, Cz +— C2 — Cqp,

o

10



—1 0 0 1
0o -1
-+, Cpno1 ¢— Cn_1 — Cp, on obtient det(A) =(n—1)| : .. . 4 l=m-1)(-1)"""
: .o =1
0 v oo 0 1
n
d. Avec la formule du déterminant clairement hors programme, on a det(A) = > e(0) [] agx),k ol Sn
oESH k=1

est Pensemble de toutes les permutations de [1;n] et ¢(o) la signature de la permutation o. Pour o € Sy, s'il
n

existe k € [1;n] tel que o(k) = k, on a ag(i),x = 0 donc [ ag(iy,; = 0. Ainsi, les seules permutations qui
=1

n
contribuent a det(A) sont les dérangements o pour lesquels J] ag(x),x = 1. Si on note Dy, les dérangements

de Sn, D les dérangements de S,, de signature +1 et D, les dérangements de Sy de signature —1, on a

det(A)= > e(o)= > 1— > 1=D} —Dj.

0€Dn ceDt oeD;
- . N U y
e. D’apres a., c. et d., Dy + D;; = Dy =n! kzo 0 t D;i — D, = (=1)""'(n —1). Par conséquent, on
1 1 & (=)* 1 & (-D)"
trouve D = f((—m— m—1)+n!'y ) et D = 7((—1)“(71— Danl S 7)
2 K=o K 2 K=o K

[ =
\]

—

N| (N |
B & EEEGEE

-

22]a. Pour (M,M’) € M, (R)?, on écrit M = A + Al, et M’ = B + NI, avec (A,B) € F? et (A\,\') € R? puisque
Mn(R) = F @ Vect(In), alors p(M) = Al et p(M') = NI, et MM’ = (AB 4+ AB + MA) + A\'I,. Comme
AB-+AB-+A A € F car F est un sous-espace de M;, (R) stable par produit matriciel, on obtient p(MM’) = AN'T;,,
done p(MM’) = p(M)p(M’).

b. De méme, pour M € M,,(R), si on écrit M = A +Al, avec A € Fet A € R, alors M? = (A% +2)\A) +A%1,,
avec A2 4+ 2AA € F. Si M2 € F, alors p(M?) = A1, =0 donc A =0 et M € F.
c. D’aprés le cours, V(1,j,k, ) € [1;n]%, EijEx,e = 8),kEi,e.

d. Pour (i,j) € [1;n]%, traitons deux cas :

Sii#i, Ef‘j = Ei,jEi,j = §j,iEij = 0 donc Eiz’j € F car 0 € F donc, d’apres la question précédente, E;; € F.
Sii=j ,aveck e [I;n]\{i} (n >2), By kEx,i = Ei,s € Fcar By € Fet Ey; € F et d’aprés le premier cas.

Ainsi, toutes les matrices élémentaires sont dans F, ce qui montre que Vect(Eq; | (,j) € [1;n]]?) = M (R) CF
donc que F = M, (R). Mais ceci contredit le fait que F soit un hyperplan de E.
Il n’existe donc aucun hyperplan de M, (R) stable par produit dont Vect(I,,) soit un supplémentaire.

Pour n =1, un tel hyperplan existerait bien et ce serait F = {0}, mais ¢a n’a que peu d’intérét.

11



12



N

PREPARATION ORAUX 2026 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

[\
w

24

25

N
=]

7

28

29

w
=]

w

~

1

32

33

34

35

a. Posons un, = Hp —In(n) pour n € N*. OnaVvVn > 2, up —up_1 = — + In (l — l) donc, avec
n n

les développements limités, u, — un_1 = 1 ( 2) ( ) donc, par comparaison, la série
n

> (un —un—1) converge. Par dualité suite-série, la suite (un)nen+ converge. Si on note y sa limite, on a

n>2

donc lim (Hn — In(n)) =, ce qui s’écrit aussi Hn = ln( )+v+o0(1).
n—-+oo

b. D’aprés a., Hon — Hyp = In(2n) + v — In(n) — vy + o(1) donc Hyyy — Hy = In(2) 4 o(1) et on a donc
o0

—+o0
2n 1 n 1
lim (H2n —Hn) = In(2). On pouvait aussi, comme Hyy, —Hp = >, - = > en posant k =n +j,
n—-4oo k=n-+1 k. j: +
mn
obtenir cette limite avec les sommes de RIEMANN. En effet, Hy, — H,, = b a Z (a + ku> en
— n
posant a = 0, b = T et f: t— 1 qui est continue sr le segment [0;1]. Par theoreme7 on a donc

1+t
1
1 — = = 1 = o 1
111_1}1_1100(H2TL Hn) fo f(t)dt = [In(1 +t)]y = In(2) avec la méme conclusion.
1
2X7 +3X% + X
% comme poles simples car 2X3 + 3X% + X = 2X (X2 + %X + %) = 2X(X + 1)<X - %) En écrivant donc

c. La fraction rationnelle est de degré —3, est écrite sous forme irréductible, et admet 0, —1

et

13



36

37

38

39

1 _a,_b c
2X3 +3X% + X X Tx+1 T X+
1 1 4

identification, de sorte que 1 1, 1 .
M a4 X X TX41 X4

, on obtient a =1, b =1 et ¢ = —4 par des méthodes usuelles ou par

d. La série ). 1 converge par critere de RIEMANN car Vn € N° a, # 0 et que l'on a la formule classique

n>1 dn
o 1)(2n+1) 3 1 1 . LA R
. U d ~ et L —o()) s e Sy = 3 L, :
an k2:31 c onc an ~ et - = O3 i on pose Sy ‘;::1 o dapres c.,
n 6 6 24 .l 211+11 n _l
il vient Sp = (— _6 __ ):6H 6(H 771)724(71 1_ 7) d
il vient Sy, kZ::1 k+k—|—l T n+ n+n+1 +k¥1k k§12k, onc
1 1 H 6 24
S, = 6H 6(H 7—1)—24(—1 H _7n>:1g_24H —H a
n nte(Mnt o LI B (Man = Ho) + 29 = 30
+oo
En passant & la limite avec b., on a 1 — tim Sn =18 —241n(2) ~ 1,36.
n=1 an n—-+oo

(7] )nefnx

n

a. Pour x € R et n € N*, posons u, = . Traitons trois cas :

(="

e Six=0,u, = et, comme (un )nen+ est alternée, que la suite (Jun|)nen- est décroissante et

n
tend vers 0, la série > u, converge par le critére spécial des séries alternées.

nxl

. e X /s . J

e Six >0, |un| = = o((e™™)") et la série géométrique > (e )™ converge car |e”*| < 1 donc,

n too n>1

=
par comparaison, la série > uy converge absolument donc converge.
n>1
e Six <0, liT [un| = 400 donc > u, diverge grossiérement.
n——+0oo

n>1
Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R;.

. . o _(=N)Te ™
b. Pour n € N*, soit f, : Ry — R définie par f(x) = ————.
n

(H1) la série de fonctions Y f, converge simplement sur R, d’apres a..
n>l

(H2) les fonctions f,, sont toutes continues sur R, par opérations.

(H3) Pour x € Ry et n € N*, comme (|fn,(x)|)nen= est décroissante et tend vers 0, par le critére spécial

des séries alternées, si R Jff R ()] < [frss (x)] = &1 1 Ainsi
es séries alternées, si Rp(x) = x), on a x x)| = . Alinsi,
n() S k() | n() X [Th+1 ) n \nJr]
Rn est bornée sur Ry et [[Ry|co,r, < % donc ) f, converge uniformément sur R par
n n>1
encadrement car lim —— =0.

n—+oon + 1
Ainsi, par le théoreme de continuité des séries de fonctions, S est continue sur R, .

c. S est continue sur [0; +0o] et, comme la série > f(x) converge par le critére spécial des séries alternées
n>1

car la suite (|fn(x)|)nen- est décroissante et tend vers 0 pour tout x € R, on sait majorer le reste et avoir,

pour x € Ry, [S(x)| = [Ro(x)] < |f1(x)] = e™™. Comme S(x) = O(e™™), par comparaison & une intégrale de
oo

référence, S est intégrable en +oo.

14



40

41

42

43

d. Utilisons cette fois-ci le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

(H1) la série de fonctions }° f, converge simplement sur R} C R,.
n>l

(H2) les fonctions f,, sont toutes de classe C' sur R par opérations et ) (x) = (—=1)"Flex,

(H3) pour @ > 0, x € [a;4+oo][ et n € N*, [fi(x)] = e ™ < e ™ = (e )" = |fl(a)]. Ainsi,
[t l[oofastoo[ = (7)™ et, comme la série géométrique ) (e™*)™ converge, _ f;, converge nor-
nxl n>1

malement sur tout segment de R’ on peut remplacer [a; +oo[ par [a;b] sans rien changer.

Par ce théoreme, la fonction S est de classe C' sur R7.

+oo +oo —x
e. Pour x > 0,on a8 (x) = > fi(x) = > (=1)"Fle ™ = 1—7—7_7( car [e7*| < 1. Comme R est un
n=1 n=1 e
—X
intervalle et que x — —In(1 4+ e~*) est une primitive de x — 1—|e-77x’ il existe une constante C € R telle
e

que ¥x >0, S(x) =C—1In(1+e™ ).
Par convergence uniforme de > f,, sur Ry, comme Yn € N* lim f,(x) = 0 = {y, le théoréme de la
n>1 X—+00
“+oo
double limite permet de conclure que lim S(x) = > &, = 0. Ainsi, comme lim In(14+e %) =0, on
x—+00 e X—+00

1
conclut que C = 0 donc que Vx € R, S(x) = —In(1 4+ e7*). Mais comme S et x — —1In(1 + e~ ) sont

continues en 0 d’apres b., on a donc Vx € Ry, S(x) = —In(1 + e~ ). C’était direct avec les séries entieres

400 (_])nJr]un
car on sait que Vu €] — 1;1[, In(1 +u) = >, ~—~+—

n=1

. Restait a prolonger en 0.
n

f. Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) la série de fonctions »_ f, converge simplement sur Ry d’apres a..
n>l

(H2) les fonctions fy, sont toutes continues et intégrables sur Ry car Vn € N*, f(x) = O(e™™).

(Hz) la fonction S est continue sur Ry d’apres b..

H N [ e olax = L[ — €] 2 1 ot la série de R !
(H4) pour n € N*, fo [fn(x)]dx = - [ - T} , = oz et lasérie de RIEMANN n§1 —7 converge.
. o R +oo £ ptoo L (-n"
Alnsi, S est intégrable sur R (on le savait déja) et L/; S(x)dx = > fo fn(x)dx = > ~——. Posons
n=1 n=1 N
Th = i m et S, = i 1 pour n € N*. Comme m = O(i> ar comparaison, la série
n — = kz n — = kz p . k2 +_oo kz 9 p p )
(7])k+1 . n 1 S
> ~—%— converge donc la suite (Tn)nen+ converge. Pour n € N* Toy = Spnn —2 > >Son — 21
1k k=1 (2k) 2
- -y _ 1y e [T __n
donc nBTOO Tnh = nE;Too Ton = 2 X e =17 Ainsi, fo S(x)dx = T

a. Pour n € N, posons P = “0 < unqz <2™2 0 <upgr <2 0 < up <207

Initialisation : O<u2:3<4:22,0<u1 =2<2=21 et 0<upy=0<1 =29 donc Py est vraie.
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Hérédité : soit n € N tel que Py, est vraie, on a déja 0 < unyr < 2™2, 0 < unyr < 2™ De plus,
0=0+0< Uns3 =unys1 +up <2 42™ =32 <273 car 3 < 8. Ainsi, P41 est vraie.

Par principe de récurrence, on a bien Vn € N, P, est vraie donc Vn € N, 0 < u,, <2™.

b. Pour x € R, d’apres a., [unx™| < |2x|™ donc (unx™)ne N est bornée si |x| < % ce qui prouve, par définition

du rayon de convergence de > un,x™, que R > % On a donc bien R > 0.

e +o0 +o0
c. Pour x €] —R;R[,on a x3f(x) = Y unx™3 = 3 (uni3 —unp1)x™ 3 ce qui s’éerit aussi, en rajoutant les
termes manquants x>f(x) = [f(x) —niz —upx — uzr;;j) —x?[f(x) —uo] ou encore (1 —x? —x3)f(x) = 2x + 3x%.
Si on avait 1 —x? —x3 = 0, alors on aurait aussi 2x + 3x> = 0 donc x = 0 ou x = —%. Or ni 0, ni —% ne sont
racines du polynéme P = X3 +X% —1 car P(0) = —1 # 0 et P<f§> = f% 371 = % = 7% # 0.

2
Ainsi, Vx €] — R;R[, 1 —x? —x3 # 0 donc f(x) = fx—k%
—x° —x

d. Le polynéme P admet trois racines complexes r1, 72,73 d’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS. La
fonction polynomiale P vérifie P/(x) = 3x? + 2x = x(3x +2) donc P est strictement croissante sur ] — o0; —;} )

3
;):_zg
3 27<Oet

strictement croissante sur {— %;O} et strictement croissante sur Ry. Comme P( —

P(0) = —1 < 0, P ne s’annule qu’une seule fois sur R en un réel o €]0;1[ (e« ~ 0,755) car P(1) =1 > 0.
Prenons r1 = «, les deux autres racines de P sont donc complexes conjuguées car P est un polynome a

coefficients réels, donc r3 = ;. Comme 111272 = 1 avec les relations coefficients-racines, on a |rz\2 -1 > 1
T

donc |rz2| > |r1] = r1. P est donc scindé a racines simples sur C et P = (X —11)(X — 12)(X — 72).

D’apres la question c., Vx €] — R;R[, P(x) # 0 donc 1 ¢] — R; R[ ce qui prouve que R < 17.

2
En posant A = 2X + 3X?, la fraction rationnelle F = _A D<+73X3 est mise sous forme irréductible car

P 1-x2-X

les racines de A, 0 et fé ne sont pas racines de P. F est de degré —1 strictement négatif et n’a que des poles
simples donc on sait qu’il existe des constantes «1, x2, «3 telles que F= —%1— 4 %2 %3 (j] g’y 4
X—7 X—1 X—r3
pas de partie entiere). On sait d’apres le cours que o = —]';\,((ri)) donc, comme A = P’, on a a; = —1. Par
Ti
4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
consequent, F = + + = —. + 4 4 1 )
4 ’ T —X ) — X r3 — X 1 1 —(X/T]) Ty 1 —(X/T‘z) T 1 —(X/H)
] +oo n -I +o00 n
Soitxe]fn;m[,comme’l’<1, Xl<tlet |2 <1, 0na - = > X, « = >, X et
T T2 1—— n=0T1 1-— n=0 2
T T2
+oo n 2 +oo
1 _ X d 2X+3X ( 1 1 ] ) n 1At A : b
= = donc = + + x™. Par unicité des coefficients d’une
1— é nz::() Tzn 1 — XZ . X3 nX::O T,n-H T‘;—H ﬁ‘n-i—]
T2

A S o . _ 1 1 1 1 )
série entiére sur | —R;R[,onavVn € N, u, = = + s + T donc uy, fodier=a s et, par D’ ALEMBERT,
1 2 1
. u . . . .
R=r; car lim -l = 1 Cest général, le rayon du convergence d’une fraction rationnelle qui n’admet
n—+4oo Up T

pas 0 comme pole est le plus petit module de ses racines.

—nx

a. Pour x € R et n € N*, posons u, = & . Traitons trois cas :
n
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n

n

Limite en 0% : pour n € N*, en notant Sy, : x — >
k=1

e Six=0,u, =+ et la séric harmonique de RIEMANN > L diverge.
n n}]n
. e X s ’ s
e Six >0, un = = o((e™™)") et la série géométrique Y (e~
n oo n>1

)™ converge car |e”*| < 1 donc,
par comparaison, la série & termes positifs > u, converge aussi.
n>l
e Six <0, UWm up=+oco0donc Y u, diverge grossiérement.
n—-4oo n>1

Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R7.
—nx

b. Pour n € N*, soit f, : Ry — R définie par f,(x) = £
n

Limite en +00 :

(H1) la série de fonctions ) f, converge simplement sur R d’apres a..
n>l
(Hz2) les fonctions f,, admettent des limites finies en +00 qui sont lhll fn(x) =0 =1{,.
X— 100
-n
(Hz) Pour n € N* on a ||fn||00‘“;+oo[ = [fa(1)| = eT+:ooo(#) par croissances comparées donc,
1

comme la série de RIEMANN )" —5 converge, la série ) f, converge normalement sur [1;4o0].
n>1mn n>1

. +o00
M S0 = & =0

eka

k

Ainsi, par le théoréeme de double limite,

,onaVx € RY, 0 < Sp(x) < S(x) car on ne

somme que des quantités positives. Comme toutes les f;, sont décroissantes sur R, S est aussi décroissante

sur R% . Par le théoreme de la limite monotone, S admet une limite ¢, finie ou +oo, en 07. En passant a la

n
limite quand x tend vers 07 dans I'inégalité 0 < Sn(x) < S(x), on obtient > %
k=1
¢ = +400). Or on sait que la série harmonique diverge donc que 11111 Hn = +o0o. En faisant tendre n vers

n—+oo

= Hy < { (valable méme si

+oo dans l'inégalité précédente, on a £ = +00. Ainsi, li%1+ S(x) = +o0.
X—

“+o0o
c. Pour x € RY, comme [e™*| <1 et que Vt €] —1;1], In(1 —t) = — > ﬁ, onaS(x)=—1n(1—e¥).
n=1 "N

d. Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme.

(H1) la série de fonctions »° f, converge simplement sur R* d’apres a..
n>1

(Hz2) les fonctions f, sont toutes continues et intégrables sur R car Vn € N*, f(x) = O(e™™) et f,

se prolonge par continuité en 0 en posant f;,(0) = l.
n

(H3) la fonction S est continue sur R car toutes les fonctions f;,, le sont et que, comme en c., on a

convergence normale de ) fn sur tout segment de R .
n>l1

I 14 pOllI 1 Ii IT\ X d et la Serie de I: IEMANN E converge

400 400 At oo +oo 2
Alnsi, fo S(x)dx = 21 fo fn(x)dx = 2_31 ﬁ =(2) = %
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

D’abord, pour P € E, f(P) est bien un polynome & coefficients réels donc f(P) € E. Pour (P,Q) € E> et A € R,

00 00 Hor+01(5) <07 0 (-4)) -1 (3) r(55) - (o() -0 55)

ce qui donne f(AP + Q) = Af(P) + f(Q) donc f est en endomorphisme de E.

a. Pour Pc Eet a € R, f2(P)(a) = f(f(P))(a) = l(f(P)(%) +f(P)<aT+1>> et, par définition de f(P), on a

2
2(P)( 7% %( ( ) (ajl))Jr%(P(aIZ)er(ai—S)) ce qui donne l'initialisation suivante :
= J(5) o(531)  o52) o (e32)

P
Soit n > 1 tel que VP € E, Va € R, f*(P)(a) = € > P(m). Par définition, comme ™! = f" o f,

1 & K
on a f**1(P)(a) = f*(f(P))(a) = i 3 f(P)(a; ) par hypothese de récurrence puis, par définition de f,
k=0
2m 1 2m 1
1 _ 1 k k42" _ 1 k k42"
PPN = gt B (PSR +P(SHEEE)) = it X p(Se) + g z p(atka?)
2" K4 o 2“+‘—1 ati
En posant j = k 4+ 2™ dans la seconde somme, on a kzo P(a'znij{) = kZZ:“ P(ZnH]) donc, en
- 2ntT
changeant j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien & f**+1(P)(x) = Z’Jﬁ kX_:O P((lej})

2n—1
Par principe de récurrence, VP € E, Vn € N, Va € R, f*(P)(x) = 1 > P<a + k), cette formule étant

20_
méme valable quand n = 0 car f°(P)(a) = P(a) = ]—O E ( ) puisque 0 =idg.

b. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN R (g) = 1=0 Z g(O + kﬂ) associée a g : [0;1] =& R
n k=0 n

1
continue. D’aprés un théoréme du cours, uT Rn(g) = j;) g(t)dt. D’apres a., f™(P)(0) = Ran (P). Comme
n—

oo

1
(R2n (P))nen est une suite extraite de (Ry(P))nen+, on a donc uT f*(P)(0) = fo P(t)dt
n—+oo

2n—1
. n _m — X+k k s ez
c. Pour x € [0;1] et n € N, f*(P)(x) — f*(P)(0) = 2“ kZ::O ( ( ) P<—2n>) donc, par inégalité

triangulaire, [f™(P)(x) — f™(P)(0)| < 2n Z ‘ (X + k) P(zlﬁl) ’ Par inégalité des accroissements finis, en
k=0

posant M = ||P/| oo, [0;2) qui existe puisque la P’ est continue sur le segment [0; 2] d’apres le théoréme des bornes

atteintes, ’P(Xzink) —P(zin)‘ < % car (thk, 2%) € [0;2)2. Ainsi, [f™(P)(x) — f(P)(0)| < ZZMX < zM“

1
S n n _ 1o . . n _ -
Alnsi, nHToo(f (P)(x) —f™(P)(0)) = 0 dont on déduit que Vx € [0;1], ngToo f*(P)(x) fo P(t)dt en écrivant

f(P)(x) = (f*(P)(x) — f™(P)(0)) 4+ f™(P)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (polynomiales)

(f™(P))nen converge simplement vers la fonction constante c : x — f t)dt sur [0;1]. D’ailleurs, avec ce
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qui précede, [f*(P)(x) —c(x)| = [f™(P) (x) =™ (P)(0) +™(P)(0) —c(x)| < [T (P)(x) =™ (P)(0) |+ [f™ (P)(0) —c(x)]
1

donc [ (P)(x) — ()] < M4 | (p)(0) ~ [ P(v)at]- Aimsi, 1 (P) —cl|oc o < B+ | (P)(0) - [[ P(v)a]

1
et lim <2Mn + ‘f“(P)(O) - fo P(t)dtD = 0 donc (f™(P))nen converge uniformément vers c sur [0;1].

n—-+oo
d. Comme f(1) =1 et que 1 # 0, 1 est valeur propre de f. Soit P € E;(T), alors f(P) = P donc, par une
1
récurrence simple, on a Vn € N, f*(P) = P. Ainsi, Vx € [0;1], P(x) = lm f*(P)(x) = f P(t)dt ce qui
n—-+oo 0
prouve que P est constant. Ainsi, Eq(f) = Vect(1).
e. Soit k € R tel que [k| > 1. Supposons qu’il existe P € E telle que f(P) = kP. Par une autre récurrence
simple, il vient Vn € N, f*(P) = k™P. Pour x € [0;1], comme (f"(P)(x))nen converge d’apres c. et que
(K™)nen diverge, ceci impose que P(x) = 0 pour tout x € [0;1]. Seule la fonction nulle est dans Ey(f) donc

k n’est pas valeur propre de f si |k| > 1. Par le méme argument, comme ((—1)")ncn diverge, on en déduit

aussi que E_1(f) = {0} donc que —1 n’est pas valeur propre de T.

/
f. Pour P € E, on a f(P) = l(P’(%) + P'(X+])) = f(P). Soit P € Ej/2(f), alors f(P) = g donc

4 2 2

/ !/
% =f(P) = f(zi) et f(P’) = P’ ce qui, d’apres e., montre que P’ € Rp[X] d’ott P € R¢[X]. Réciproquement,
si on pose P = aX + b, alors P € E et f(P)z%(a%—«—b—i—axT"H—kb) = %+%+b:%:%siet

seulement si a +2b = 0 ce qui montre que P = b(1 — 2X). Ainsi, Eq/,(f) = Vect(1 — 2X) et % € Sp(f).

a. Images des multiples : U(0g) = U (0g + 0g) = ¥(0g) + ¥ (0g) donc ¥(0g) = Og. Ainsi, pour x € E, on a

P(0.x) = U(0g) = 0 = 0.¥(x) mais aussi U(1.x) = 1.¥(x). Si, pour un entier n € N*, on a ¥(n.x) = n.¥(x),
alors U((n 4+ 1)x) = ¥(nx +x) = ¥(nx) + ¥(x) = n.¥(x) + ¥(x) par hypothése de récurrence donc
T((n+1)x) =(n+1).¥(x). On a établi par récurrence que Vn € N, ¥(n.x) = n.U(x).

Continuité en O¢ : soit ¢ > 0, il existe un entier n € N* tel que M < e. Alors, en posant o« = LS 0, on a
n n

Vx 2 E, ||| K a=|Inx|]| <1 = ||T(nX)|]| <M <= n||[¥H)|]| < M <= ||T(x)]| < M < ¢. La fonction
n

¥ est bien continue en Og.

Continuité sur E : soit xo € E, d’apres I’équation fonctionnelle vérifiée par ¥, ¥(x) — ¥(xo) = ¥(x —x0) pour

x € E. Par continuité de ¥ en 0, on a lim ¥(x —x¢) = lim ¥(h) = 0g donc lim (¥(x) — ¥(xo)) = O
X—X0 h—0¢ X—Xo

ce qui montre lim W(x) = ¥(xp) et la continuité de ¥ en xo.
X—Xo0

La fonction ¥ est donc continue sur E.

b. Pour tout vecteur x € E, on sait déja d’aprés la question a. que Vn € N, ¥(n.x) = n.¥(x) donc

U(0g) =0 = I(nx+ (—n).x) = ¥(n.x) + U((—n).x) puis ¥((—n).x) = =¥(n.x) = —n.¥(x) = (—n).V(x).
Ainsi, ¥n € Z, Vx € E, ¥(n.x) = n.¥(x). Pour q € N*, en posant y = i.x, on a ¥(q.y) = q¥(y) donc

I1)=1 Py = 1 — 1 —P ¢
\Il(q.x) q.\Il(x) et, pour p € Z, on a \Il<q .x) W(p.(q x)) p.(\I/(q x)) q .U (x). Par conséquent,
onaVvre Q ¥(rx)=r"T(x). Reste a passer des rationnels aux réels.

Pour tout réel A, si on pose o, = [na] pour n € N*, par définition de la partie entiere, nA —1 < [nA| < nA
n
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doncA—1 < ay <Aetona lim an = A par encadrement. Comme [lanx —Ax|| = |an —Al||x||, on a aussi
n n—-+oo

im  an.x = A.x puis, par continuité de ¥, on en déduit que lim ¥(an.x) = T(A.x). Or ¥(an.x) = an.¥(x)
n—-+oo n—-+oo

car a, est un rationnel donc liT U(an.x) = A¥(x). Par unicité de la limite, il vient ¥ (A.x) = A.¥(x). Ceci
n——+o00

étant valable pour tout réel A et tout vecteur x € E, et comme on a déja V(x,y) € E2, U(x+y) = ¥(x) +¥(y)

par hypothese, on peut conclure que ¥ est un endomorphisme de E.

a. Soit f: E — R définie par f(x) =< u(x),x >. On peut décomposer f = g o h avec h : E — E? définie par
h(x) = (u(x),x) qui est linéaire donc continue en dimension finie et g : E2 — R définie par g(x,y) =< x,y >
qui est bilinéaire en dimension finie donc continue. Par composition, f est donc continue sur E. Comme la
spheére unité S = {x € E | ||x|| = 1} est un fermé borné de E en dimension finie, la fonction f étant continue
sur S, elle y est bornée et y atteint ses bornes par le théoreme des bornes atteintes. Par conséquent, il existe
un vecteur unitaire xo € S tel que Vx € S, f(x) =< u(x),x >=> < u(xp),xo >= f(xo).

b. Pourt € R, ||y(t)||? = || cos(t)xo +sin(t)yol|* = || cos(t)xo||* +|| sin(t)yo||* par PYTHAGORE car xo L yo
et, comme xg et yo sont unitaires, on a ||y(t)||* = cos?(t) + sin?(t) = 1 donc ||y(t)|| = 1.

c. Vt € R, ¢(t) = cos?(t) < u(xo),xo > +2cos(t)sin(t) < u(xo),yo > +sin?(t) < u(yo),yo > par
linéarité de u, bilinéarité du produit scalaire et car u est autoadjoint donc ¢ est de classe C' sur R ot
elle est m-périodique. De plus, Vt € R, ¢(t) =< u(y(t)),v(t) >=< u(xo),xo > d’aprés a. et b. donc
vt e R, ¢(t) > ¢(0). Comme ¢ est dérivable en 0 ol elle admet un minimum absolu, ¢'(0) = 0.

d. D’apres lexpression de c., ¢'(t) = sin(2t)(< w(yo),yo > — < u(xp),x0 >) + 2cos(2t) < u(xp),yo > pour
tout t réel donc ¢'(0) =2 < u(xp),yo >= 0. On a bien montré que yo L u(xo).

e. Soit 'hyperplan H = Vect(xo)" et soit yo un vecteur unitaire quelconque de H, alors u(xo) L yo d’apreés
la question d. donc u(xp) € HY = Vect(xo), ce qui signifie qu'il existe A € R tel que u(xg) = Axo, donc que
xo est un vecteur propre de u.

f. Soit x € FX et y € F, alors < u(x),y >=< x,u(y) > car u est autoadjoint donc, comme u(y) € F car F est

stable par u et que x € F*, on a < u(x),y >= 0. Comme ceci est vrai pour tout vecteur y € F, on a bien
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u(x) € F*, donc F* est aussi stable par wu.

g. On démontre le théoreme spectral par récurrence sur la dimension n de E, et sous la forme suivante :

pour tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n, il existe une base orthonormale

de E formée de vecteurs propres de u.

Initialisation : soit E un espace euclidien de dimension 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E, alors u

est une homothétie de E comme tout endomorphisme en dimension 1 ; toute base orthonormale de E est une

base de E formée de vecteurs propres de u.

Hérédité : soit n € N*, supposons le résultat prouvé pour des espaces euclidiens de dimension k € [[1;n].

Soit E un espace euclidien de dimension n+ 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E. D’apres e., il existe

un vecteur propre xo de u associé a une valeur propre réelle A. Posons F = Ex(u). On sait que dim(F) > 1.

Traitons deux cas :
e Si F=E, u= Aid g donc toute base orthonormale de E est une base formée de vecteurs propres de wu.
e Si F#E, on a dim(F) < n, comme F est stable par u, G = F' est aussi stable par u d’apres f. et
dim(G) = n+ 1 —dim(F) > 1. Or u induit dans G un endomorphisme autoadjoint de G d’ol, par
hypothese de récurrence, il existe une base orthonormale Bg de G formée de vecteurs propres de ug,
donc de u. En prenant une base orthonormale B¢ de F, ses vecteurs sont des vecteurs propres de u donc
B = Bf Il Bg est une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Par principe de récurrence forte, pour tout endomorphisme autoadjoint u sur un espace euclidien E, il

existe une base orthonormale B de E formée de vecteurs propres de u. On vient de montrer, d’une maniere

totalement différente de celle du cours, le fameux théoreme spectral.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 5
REDUCTION

a. Par hypothése, il existe X # 0 € My 1(R) tel que MX = AX. Or M2X = M(MX) = M(AX) = AMX = A2X

=)

(=2
N

(=]
~

=]
ot

BEEEEEE
w -

400 400
et, par une récurrence classique, Yk € N, M*X = A*X. Si on écrit P = Y axX*, P(M) = Y. axM* donc
k=0 k=0
+oo +o0o
P(M)X = 3 axM*X = ( > ak}\k)X = P(A)X. Ainsi, comme X # 0, P(A) est valeur propre de P(M).
k=0 k=0
b. Avecb = _]%\/5’ p2 =1 —Zf—i—S = 3_2\/5 =1 —b donc b est racine du polynéme P = X2 4+ X — 1

qui est bien a coefficients dans Z. Ainsi, b est algébrique.

2

c. Les quatre coordonnées de X sont 1,b,z,bz et z.1 = z, z.b = bz, z.z = z© = —bz — 1 car z est racine de

X2 4+ bX +1et z(bz) = bz? =b(~bz—1) = —(1 —=b)z — b = —b — z + bz. Ainsi, si on définit la matrice
0 0 1 0
0 0 0 1 .

M = 1 0 o —1 | on a MX = z.X, ce qui prouve, comme X #* 0, que z est valeur propre de M
o -1 -1 1

avec pour vecteur propre associé le vecteur X. On sait que z est alors racine de xp et un calcul direct donne

M =X = X34+ X2 —X+1 qui est a coefficients dans Z donc z est un nombre algébrique.

X 3 0
d.xm=]0 X —1 |=X*X+2)+3+X avec SARRUS donc xm = X3 + 2X? + X + 3. Par hypothese,
-1 1 X+2

a est donc une racine (éventuellement complexe) de xpm donc a est une valeur propre de M. D’apres

la question a., en posant Q = X?> + X — 1, Q(a) est valeur propre de Q(M) = M? + M — I3. Apres

-1 -3 -3
calculs, on a Q(M) = 1 —2 —1 ] et, a nouveau avec la formule de SARRUS, on parvient & la relation
-1 =2 0
X+1 3 3
P=xom) =] -1 X+2 1| =XX+1)X+2)+3-6—-2(X+1)—3(X+2)+3X qui se simplifie en
1 2 X

P = X3 4+ 3x% — 11 donc P(a? + a — 1) = 0, ce qui prouve que a? + a — 1 est aussi algébrique car P € Z[X].
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0
X, — A —A X1 —A
1] a. Apres I'opérati A 1 — . = n )
71)a. Apres Uopération de GAUSS par blocs C1 «— C1 — C2, xB ‘ CA XI,, — A’ ’—Xln XI, — A
. XIn —A N . . .
Puis I, «— Lo + L7 et xg = 0 XI oAl = X"x2a car cette matrice est triangulaire par blocs.
-
Or x2a = det(XI,, — 2A) = Z“det(§ — ) = ZTLXA(%) donc xg = Z“X“XA(§) ce qui montre que
Sp(B) = {0} U(2Sp(A)), que l'on parle du spectre réel ou du spectre complexe. Traitons deux cas en prenant
X
X = (X;) IS Msz(R) avec (X],Xz) S (MTLJ(R))Z :

e SiA=0,BX=2AX=0<= (AX] + AXs = 0) <= A(X; + X3) = 0 <= (X; + X3 € Ker(A)) donc
BX = 0 <= (3Y € Ker(A), Xz = Y — X;) ce qui donne une écriture paramétrique du noyau de B,
a savoir Ker(B) = Eo(B) = {(X1,Y —X1) | (,;X1) € Ker(A) x My, 1(R)}. Ainsi, comme 'application
@ : Ker(A) X My, 1(R) — Ker(B) définie par ¢(Y,X7) = (X7,Y — X7) est linéaire et bijective d’apres ce
qui précede, on a dim(Eo(B)) = dim (Ker(A) x Mp,1(R)) =n + dim(Eo(A)).
e Si A #£ 0, BX = AX < (AX5 + AX2 = AX; = AX2) < (X5 = X2, AXy = %X1) ce qui donne
BX = AX <= (X7 = Xz et X7 € Ej/2(A)). Comme l'application py : Ex/2(A) — Ex(B) définie par
P(X7) = (X1,X1) est linéaire et bijective d’apres ce qui précede, dim(Ex(B)) = dim(E,/2(A)).

b. B est diagonalisable dans M,y (R) (on suppose que c’est la question) si et seulement si R*™ = @ EA(B)

AESP(B)
par définition. En passant aux dimensions, la matrice B est diagonalisable dans Mz, (R) si et seulement
sizn= Y. dim(Ex(B)) = dim(Eo(B)) + > dim(Ex(B)). D’apres la question précédente, B est

AESP(B) AESP(B),A#0
diagonalisable dans M;n (R) si et seulement si 2n = n + dim(Eo(A)) + > dim(E, (A)) en posant
HESP(A), 170
o= % Comme on a 2n = n + dim(Eo(A)) + > dim(Eu(A)) <= > dim(E.(A)) =mn, on
HESP(A),n#0 neSp(A)
trouve finalement que B est diagonalisable dans Mz (R) si et seulement si A est diagonalisable dans M, (R).

a. Par linéarité de la trace, Tr (AB — BA) = Tr (AB) — Tr (BA) = Tr (B) = 0 car Tr (AB) = Tr (BA) d’apres
le cours. Si B était inversible, on aurait A — BAB~! = I,, en multipliant AB — BA = B par B~ a droite. On
aurait donc Tr (A —BAB™') = Tr (A) — Tr (BAB~') = n ce qui est impossible car BAB~! étant semblable &
A,on aTr (BAB~') = Tr (A). Ainsi, B n’est pas inversible.

b. Initialisation : pour k = 0, AB® —B°A = 0.B® car B =1,,. Pourk =1, AB' —=B'A = AB—BA =B = 1.B'.
Hérédité : soit k > 1, supposons que ABX — BKA = kB¥, alors AB**! = AB¥ x B = (BXA + kB*) x B par

hypotheése de récurrence donc AB**! = AB* x B = (BXA + kB¥) x B = B* x AB + kB**'. Mais comme
AB = BA + B, en reportant, on a AB¥t! = BX x (BA + B) + kB**! = B*TTA 4 (k + 1)B*H! qui s’écrit aussi
ABk+1 _ Bk+1A — (k + 1)Bk+1 .

Par principe de récurrence, on a montré que Yk € N, AB¥ — BKA = kBk.

c. Soit L : Mn(C) — My (C) définie par L(M) = AM — MA. Il est clair que L est un endomorphisme de
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M, (C). Or la question précédente montre que Vk € N, L(B¥) = kB* ce qui prouve que k est une valeur
propre de L si B¥ # 0. Comme il est impossible qu’un endomorphisme en dimension finie (dim (M ( C)) = n?)
ait une infinité de valeurs propres, il existe forcément une valeur k € N* telle que B* = 0. Par conséquent,

B est bien nilpotente.

X =1 — 0

a. Oncalcule xa, =| 0 X—1 =1 |=X-12?X+1)—a=X>—-X?—-X+1—« par SARRUS. La

—1 0 X+1

fonction f : t > t3 —t2 —t + 1 — « est dérivable sur R et f/(t) = 3t> — 2t — 1 = (3t + 1)(t — 1) donc f est
croissante sur } — 00; —ﬂ, décroissante sur [— %; 1} et croissante sur [1 ; +oo[.

Comme f( - %) = —% - % + % +1—a= % —a et f(1) = —«, d’apres le tableau de variations de f :

e Si a < 0, f s’annule une seule fois sur R, en x1 € } — 00; —% [ Alors Sp(Ay) = {x1}.

eSia=0,f:t— (t—1)%(t+1) sannule en 1 et —1 donc Sp(Ag) = {—1,1}.

eSixe }0; %[, f ’annule en x7 € ] —oo;—l{, Xy € ] —%;1 [et x3 €]1; 400 et Sp(Ay) = {x1,%x2,%3}.

3
2
eSio = %, fit— t3—t2—t—% = (t—l—%) (t—%) s’annule en —% et g donc Sp(A32/27) = {—%, %}
o Sia> %, f ’annule une seule fois sur R, en x; €]1; +00[. Alors Sp(Ay) = {x1}.
b. Avec le spectre trouvé a la question a, on considere cinq cas :
® Si <0, xa, D'est pas scindé sur R car x; est simple donc Ay n’est pas diagonalisable.
0 0 0
e Siax=0,xa, est scindé sur Ret Ap—I3 =0 0 1 est de rang 2 donc, avec la formule du
1 0 -2

rang, dim(Ej(Ao)) =1 # 2 = m1(Ao) donc Ap n'est pas diagonalisable.

e Sine }O; % {, XA, est scindé a racines simples sur R donc, d’apres le cours, A, est diagonalisable.

4/3 32/27 0

o Sia=32 XAs,,,, €st scindé sur R et A32/27 + L o a3 1 est de rang 2 donc
27 32/ 3
1 0 -2/3
dim(E_1/3(A32/27)) =1 7& 2= m_i/3 (A32/27) donc A32/27 n’est pas diagonalisable.

o Si o> %, XA, D’est pas scindé sur R car x7 est simple donc A, n’est pas diagonalisable.

2f

Ainsi, A, est diagonalisable si et seulement si « € ]O; >

24



PREPARATION ORAUX 2026 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

a. Pour A € R* | la fonction gj : t — f(t) sin(At) est continue sur R par opérations et Vt € R, |ga(t)| < [f(t)]

alors que f est intégrable sur R par hypothese. Ainsi, par comparaison, g, est intégrable sur R ce qui montre
—+oo

que f f(t) sin(At)dt est absolument convergente donc convergente et L(A) existe.
—0oo

cos(At)
A

b. Soit @ >0 et A >0, en posant u:t+— f(t) et v:t+— — , les fonctions u et v sont de classe C' sur

a /
—a; a] donc, par intégration par parties, ¢ f(t) sin(At)dt = | — f(t cos(At) + ¢ Mdt. Par
A
—a a

—a

A
“ ) sinna < “(Ai“)' + “&7“)' +1 [ 1 wla

inégalité triangulaire sur les réels et les intégrales,

a a
donc f f(t) sin(At)dt = O (l) ce qui prouve que hm f(t) sin(At)dt = 0.
—a +oo A

—+ocoJ —a

—+o0
Soit € > 0, comme f est intégrable sur R, elle 'est sur Ry et sur R_ donc liT [f(t)|dt = 0 et
X—+00 X

+
im [ [f(t)]dt = 0. Ainsi, il existe b € Ry tel que ¥x > b, 0 < f ~ [f(t)]dt < § et ¢ € R_ tel
—00 X

X——00

x e +oo e

que Vx < ¢, 0 < f [f(t)]dt < £. En prenant a = Max(—c,b) > 0, on a donc 0 < f [f(t)]at < £

—o 3 a 3

et f (t)]dat < § D’apres ce qui précede, il existe Ao € R% tel que VA > Ao, fa f(t) sin(?\t)dt’ < £
—a

Ainsi, dés que A > Ag, on a |[L(A)| = ’ f ) sin(At) dt+f t) sin(At) dt+f sm()\t)dt’ donc, par

+
inégalité triangulaire, [L()| < [ [f(1)] | sin(At) at + ’ [ sin()\t)dt‘ + [T )] [ sin(ar)]dt < € car
— —a a

| sin(At)] < 1. On a bien établi que lim L(A) =0.

A—+o0

sin(x)

c. La fonction g : x — est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1 car

' L de [ g équivant donc a celle de [
sln(x)r;x. a convergence de fo g équivaut donc a celle de f1 g.
Posons u : x — —cos(x) et v : x — 1 alors u et v sont de classe C! sur [1; +00[ et liT u(x)v(x) = 0
X X——400

L, . . +o0 too . 400 ,
donc, par 1ntegrat10n par parties, la nature de f1 g= f1 u'v est la méme que celle de ‘f] w’ donc

cos(x)
2

de f COS dx Or la fonction h : x est continue sur [1;+oo[ et h(x) = O(iz) donc, par
X

oo

. _ o Foo ..o ftoo
comparaison aux intégrales de RIEMANN, h est intégrable sur [1;+oo[ donc f1 h converge. Ainsi, f1 g
o sin(x)
X
sin((2n 4 1)x) ot 1 x stn((%n—l— 1)x)

x sin(x)

prolongent par continuité en 0 en posant gn(0) = hn(0) = 2n+1 car sin((2n 4+ 1)x) rg(Zn +1)x et sin(x) T

7’ + .
converge et le réel I = fo dx existe.

d. Pourn € N, g, : x — sont continues sur }O; %} et se

Ainsi, g, et hy ainsi prolongées sont continues sur le segment [O; %} donc I, et J,, existent.

dx or on a

5 3 s o
e. On calcule Jo = fon/ ldx = % Sine N, Jpt1 —Jn = foﬁ/ sin((2n + 3)Xs)in(i;n((2n +1)x)
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sin(a)—sin(b) = 2sin (¢ ; b) cos (& er b) donc Jpa1—Jn = fﬂ/z 2cos((2n+42)x)dx =2 [M} /2

n+2 0
d’0l Jn41 — Jn = 0. La suite (Jn)nen étant constante, on a Vn € N, J,, =Jo = g
Y L2 /2 . 1 , . T
Par linéarité de I'intégrale, on a I, —J,, = f sin((2n+1)x )(f— - )dx. Définissons f : ]0; f} — R par
0 x  sin(x) 2
f(x) = 1_ - 1( y La fonction f est de classe C! sur }0; %} par opérations. De plus, avec le développement
x  sin(x
limité de sin en 0 a 'ordre 3, on a f(x) = 1_ ] =1 (1 — ] ) En composant
st S (x3/6) +0(x3) 0 x\'  1— (x2/6) + o(x2) P

2
avec le développement limité 1 1 =T+u+ o(u), on obtient f(x) S 1 (1 - (1 + % +o(x2))> =0- % +o0(x).
u x

L’existence d’'un développement limité a ’ordre 1 de f montre qu’elle se prolonge par continuité en 0 en
posant f(0) = 0 car elle vérifie f (x) =0+o0(1) (& Vordre 0 par troncature) et que cette fonction ainsi prolongée

est dérivable en 0 avec f'(0) = Mals ceci ne montre pas 'aspect C! de la fonction f sur [O 721]

m\—‘

2 _in2
Comme Vx € ]O;E}» f'(x) = —7 COSZX) =X COSZ(X)_ L (x) Comme x? sin?(x) ~x*, cherchons
2 x sin”(x) x“ sin”(x) 0

par un développement limité & 1’ordre 4 en 0 un équivalent du numérateur de f’ ( ) en 0. Classiquement,

2 3 2 4

x? cos(x)—sinz(x)zxz<1 —X——i-o(xz)) - (X—X—+o(x3)> :xz—x——xz( ) ce qui donne
0 2 6 0 2

L

2 2

4
x% cos(x) — sin?(x) =X —% + o(x*) donc x? cos(x) — snlz(x) ~

L - =

2 3 0 0o 6

Par conséquent, f'(x) N —% donc lin}) f'(x) = —% ce qui montre, par le théoreme de prolongement C', que f
X—

est dérivable en 0 (on le savait), que f'(0) = —]g et que f’ est continue en 0. Ainsi, f est C' sur [0; %}

/2

D’apres la question b. avec [O; ﬂ a la place de [—a;a], on a AHT o sin(At)f(t)dt = 0 donc, comme
—+00

. . /2 . . _
nl_1>1_1~_100(2n + 1) = 400, en composant, on a nl—l>Too o sin((2n 4+ 1)t)f(t)dt = nEToo(In —Jn) = 0. Comme
In=1In —Jn+Jn, il vient tim I, =72Z.
n—+o00 2

t
2n+1

. L. 2n+1)m/2
croissante de classe C! de ]O; W} dans } 0; 721} ,ainsi [ = fo Su}[( )dt D’apres c., on sait que

Dans I,,, effectuons le changement de variable x = = @n(t) avec @y qui est une bijection strictement

nl_igroo O(ZTH_UH/Z %dt = f:oo @dt par convergence de cette intégrale (intégrale de DIRICHLET).
Comme on sait que hm f(an)H/Z Snl( )d = 5, par unicité de la limite, on a f;— Su}[( )dt 2
a. Pour x € R, la fonction hy : t > e~ t sh iXt) est continue sur R?, prolongeable par continuité en 0 en
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posant hy(0) = x car sh (xt) =xt+ o(t) et et = 14 o(1) donc hy(t) =x+ o(1).
Comme h_, = —h,, il suffit de traiter le cas x > 0.

Six =0 ,il est clair que ho = 0 donc hg est intégrable sur R et f(0) existe, on a méme f(0) = 0.

xt _ —xt xt (x=T1)t
Six>0,sh(xt) = % ol eT donc hy(t) ol £ o

donc hy est intégrable sur RY si et seulement

six—1 < 0 par comparaison de fonctions de référence. En effet, si x < 1, on a hy(t) = o(e=(1T=X)t),
o0

hy(t) ~ Loet lim hx(t) = 00 si x > 1. hy est donc intégrable si et seulement si x €]0; 1] donc,
+o0 2t t—+4o0

+oo
comme h, est positive, fo h,(t)dt converge si et seulement si x €]0;1].

Ainsi, le domaine de définition D de f vaut D =] — 1; 1] et f est impaire sur D.

b. Soit I'application g :] — 1;1[x R} — R définie par g(x,t) = e_tw.
(H1) Pour tout t > 0, x > g(x,t) est de classe C' sur | —1;1[.
H,) Pour tout x €] — 1;1[, hy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir) et
g g +

t= %%(X» t) = ch (xt)e™ " est continue RY.

(Hz) Soit a €]0;1[, alors V(x,t) € [~a;a] x R,

%}%(x, t)’ =ch(xt)e™" < ch(at)e™ = @q(t) car ch est

croissante sur Ry et ¢, est continue et intégrable sur R% car elle se prolonge par continuité en 0

(a—T1)t
£ avec a — 1 < 0.

en posant @q(0) =1 et @qft) o
o0

Par le théoréeme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur | — 1;1[ et, avec la formule de

. / +oo —t
LEIBNIZ, on a la relation f'(x) = fo ch (xt)e~tdt.

+ +
c. Pour x €] — 151, comme les deux intégrales convergent, f'(x) = %fo T elx=Dtgy 4 % fo T el=x=Dtgy
(x—1)t7+00 (—x—1)t7+00
donc f :1[7e } 1[76 } = 1 - _1, ¢ — 151 est
one 00 =[5 ], Tal=x=7; 0 —x) 2w — o2 Comme ] - Tifest un
intervalle, il existe C € R tel que Vx € R, f(x) = %m(] +x) — %ln(] —x)+C= 1Eln (%) +C. Or
—x
#(0) = 0 done C = 0 et ¥x €] = 1, f(x) = 1 1n (]ﬂ) = Argth (x).
—x
D’abord, pour tout entier n € N, les fonctions i, : [0;1] = R et gn : [0;1] = R définies par f,,(t) = ] Jr]t“

et gn(t) = In(1 4+ t™) sont continues sur le segment [0; 1] done I, te J,, sont bien définis.

a. Méthode 1: pourt € [0;1], 1—t™ < f(t) < 1 car 1—t?™ < 1 donc, par croissance de l'intégrale, on obtient

. s < s 1 n+1 1 [ORES .
I'inégalité J; (1T—th)dat=1- [$+1]0 =1- %_H < I, < 1 d’on, par encadrement, nl—l)Too Ih=1=1
C Vx>0, 0 < In(1+x) < i de l'intégral o< n < [Memar= [ o 1
> s ’ s t t = =
omme Vx > 0, 0 < In(1+4x) < x, par croissance de 'intégrale, on a 0 < Jn, < fo {n n 1]0 -

donc, par encadrement, lim Jn =0.
n—-+4oo

Méthode 2 : on utilise le théoréeme de convergence dominée :
, . _ ) _ ) 1 _
(Hy) Pour tout t € [0;1], ng‘rjrmoofn(t) =1, nBToo gn(t) =0et ngToofn“) =3 nE;Too gn(1) = In(2)
donc la suite de fonctions (fn)n>o converge simplement sur [0; 1] vers la fonction f : [0;1] — R telle
que f(1) = % et Vt € [0;1], f(t) =1 et la suite de fonctions (gn)n>o0 converge simplement sur [0;1]
vers la fonction g : [0;1] — R telle que g(1) = In(2) et ¥t € [0;1], g(t) =0

(Hz) Toutes les fonctions f;,, gn sont continues et f, g sont continues par morceaux sur [0;1].
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(H3) Vn > 1, Vt € [0;1], 0 < fr(t) <Tet 0 < gn(t) <In(2) et @ :t—Tet P :t— In(2) sont continues

et intégrables sur [0;1].
1 1 1 1
. . - _ _ _ . _ _ !/
Ainsi, nEToo-fO fn = fo f=1donc lim I,=1={et Um o In = fo g = 0 donc nl_l}TOO Jan=0=10.

n—-+oo n—-4oo
1 n 1 n—1
tdt 1 nt
dt = = - tX dt
1+t“) fo 14t nfo T4+t

on pose upn : t — In(1 +t") et v:t— t quisont de classe C' sur [0;1] de sorte que, par intégration par
. 1! 1 Yo 1 !
parties, ona 1-1n = L ["w) (v(t)at = [un )v(t)}o—gfo un(V(t)dt = E(‘”(z)_fo 1n(1—|—t“)dt>.

_ In@2)
400 Mm

1
c. Méthode 1: pour n € N*, dans l'intégrale 1 —1,, = fo (1 -

Comme n(1 —I,) =In(2) — Jn,on a lim n(1 —1Iy) =1n(2) d’apres a. donc 1 — I,
n—-+oo

1 n
Méthode 2 : dans 1 —1,, = fo tdt o, pose t = pn(u) = ul/™ avec @n bijection strictement croissante

T+t
1 1/n
de classe C' de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a 1—1,, = 1 fo ]u+ du. Soit, pour n > 1,
. - W
la fonction an :]0;1] — R définie par an(u) = T
u
(Hy) Comme lim u'/™ =1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (an)n>1 converge simplement

n—+oo

1

sur ]0; 1] vers a :]0;1] — R telle que a(u) = oo
u

(H2) Toutes les fonctions a,, et la fonction a sont continues sur |0; 1].

(H3) ¥n > 1, Yu €)0;1], u!/™ <1 donc 0 < an(u) < a(u) <1 ettt 1 est intégrable sur ]0; 1].

1 1
On peut conclure avec le théoréeme de convergence dominée que lim f an = f a, c’est-a-dire que
n—+oo J 0 0
L n(2)
i ) = =) oul—1I, ~ =&,
nEToonU n) -[0 “ ln( )OU. TL+o<> n
. In(1+u) . o
c. La fonction g : u — ———— est continue sur |0; 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1
u
1 4oo (_q\yn—1. 1
car In(14u) T Ainsi, fo Mdu converge. On sait que Vu € [0;1], In(T4+u) = > (=1) donc
u n=1 n

(_1)n—1un—1

n

+oo (=1)PuP
guw) = > Z
n=1 p=0 P +1
cette série entiere est R = 1 donc on ne peut pas intégrer terme a terme par le théoréme du cours puisqu’on
(—=1)PuP
p+1

IV llos, 0511 = ﬁ donc on ne peut pas non plus utiliser la convergence normale sur un intervalle borné. Tl

reste le théoreme d’intégration terme a terme.

(ceci est aussi valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de

n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence. Posons v, : u , alors

(Hy) La série ) vp converge simplement vers g sur [0; 1] (on en vient).
p>0

(H2) Les fonctions vy, sont continues et intégrables sur [0; 1] et g est continue sur [0;1].

(H3) f1 [vp (u)]d [ uP™! T 1 et la série de RIEMANN > 1 converge
3 vp (u)|du = = i ———— converge.
o !'P o (p+1)? pSo(p+1)°

(P+1)°
+oo (,])P

1 oo n1
Ainsi, g est intégrable sur [0; 1] (on le savait déja) et I= | g(u)du= > vp = Y, L
fo p=0 fo P =0 (P + 1)2

1
d. Pour n € N*, dans l'intégrale j; In(1 4 t™)dt, on pose t = @n(u) = u'/™ avec @, bijection strictement

1 (1wt
u

croissante de classe C' de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a J,, = du.
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1/n
Soit, pour n > 1, la fonction hy :]0; 1] — R définie par h,(u) = w

u
(H1) Comme 1111 u!/™ =1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (hy )n>1 converge simplement
n——+oo
sur |0; 1] vers h :]0;1] — R telle que h(u) = M
u

(H2) Toutes les fonctions hy, et la fonction h sont continues sur ]0; 1].
. 1/n _ -+ Inté < .
= b ’ Y ~X ~X n ~X - ) N
(H3) ¥n > 1, Yu €]0;1], u'/™ <1 donc 0 < hp(u) < h(u) et h = g est intégrable sur ]0; 1]

1 1
On peut conclure avec le théoreme de convergence dominée que 1111 L/;) h, = j;) h, c’est-a-dire que
n——+oo

1 1
liT njn = fo g. Par définition, et comme fo g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur ]0; 1], on
n——+o0o

1 1 ' In(0+uw)
en déduit que J,, o fo — du.

P s i 1 5 i (_])k+1 Al 5 2n (_])k+1 ni:1 1 i 1
osons, = — et = A ors S5, = A = — en
= v R R = 2k—1)" I (k)7
/ “i‘ 1 1 1 S
séparant indices pairs et impairs. Ensuite, S, = + -2 =Sy — =2, Or
S (k=1 &S (29 TS (k)7 o2
on sait que lim Sy, = Um Sy, = s ce qui prouve que lim S5 = s Ainsi, I = lim S, = s et
notoo T modeo T 6 notoo 2N 127 ’ nofoo 2N 12
2
d’apres la question précédente, on a donc J,, ~ -L—.
+oo 121
R . . < In(2) 2 1
On peut conclure a un développement asymptotique a trois termes de I, : Iy, = 1——=+ o +0(—5 ).
[e’e} n n
D’abord, pour tout entier n € N, la fonction f,, : [0;1] — R définie par f,,(t) = ﬁ est continue sur le

segment [0; 1] donc I, est bien défini.

a. A écrire. On conjecture que ¢ = 1 avec les premiers termes de cette suite.

b. Méthode 1: pourt € [0;1], 1—t™ < f,,(t) < 1 car 1—t?™ < 1 donc, par croissance de l'intégrale, on obtient

I'inégalité f1(1—t”)dt=1—[tn+1}1 =1- —1— <1, <1 don, par encadrement, lim I, =1=¢
0 TL+]O Tl+]\n\ bl 7n_>+ooﬂ .

Méthode 2 : on utilise le théoreme de convergence dominée :

(H1) Pourtoutt € [0;1], Um fp(t)=Tet Um fu(1)= 1 donc la suite de fonctions (fn)n>o0 converge
n—+o00 n—+oo 2 ~
simplement sur [0; 1] vers la fonction f: [0;1] — R telle que f(1) = % et Vt € [0;1], f(t) =1.
(Hz) Toutes les fonctions f;,, sont continues et f est continue par morceaux sur [0;1].
(H3) Vn > 1, Vt€[0;1], 0 < fr(t) < T1et @ :t— 1 est continue et intégrable sur [0;1].

1 1
On en déduit que nl_l}]r.oo j;) fn = fo f =1 donc nl_l)g_loo In=1=01¢

1 1 n 1 n—1
c. Pour n € N*, dans l'intégrale 1 — I, = fo (1 ~ 1 _:tn)dt = fo 1t+dttn = %fo tx 711:_ e dt, on pose

Un :t = n(14+t") et vt t quisont de classe C! sur [0;1] de sorte que, par intégration par parties, on a
S Ry 1 }‘_1' ar=1( (! m)at)
T-L=1 fo wp (vt = Tun(ov()| —1 fo un (e (B)at = L (1n(2) fo (1 4 t")dt).
tﬂ+1 1 1
n+ 1]0 n+1

donc, par encadrement, lim J, =0. Ainsi, lim n(1 —1I)=1n(2) donc 1 — 1, ~ M
n—-+oo n—-+oo +oo N

1
Comme Vx > 0, 0 < In(1 4 x) < x, par croissance de l'intégrale, on a 0 < J, < fo thdt = [

In(1 4+ u)
u

d. La fonction g : u +— est continue sur |0; 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1
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n—-1_n

1 too (L
car In(1+u) T Ainsi, fo Mdu converge. On sait que Vu € [0; 1], In(T+u) = > (Gl e T donc
u n=1 n

400 (7 )n 1un 1 400 (7])pup ) )
g(u) = Z => (ceci est aussi valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de
n=1 p=0 P +1
cette série entiere est R = 1 donc on ne peut pas intégrer terme a terme par le théoreme du cours puisqu’on
“1)PuP
n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence. Posons vp : u %7 alors
P
|[Vpllos,0;1] = = donc on ne peut pas non plus utiliser la convergence normale sur un intervalle borné. 11

+ 1
reste le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) La série > vy, converge simplement vers g sur [0; 1] (on en vient).
p>0

(H2) Les fonctions v, sont continues et intégrables sur [0; 1] et g est continue sur [0;1].

1 +1 1
(H3) j; |vp(u)|du=[ u? ) } :( 1 > et la série de RIEMANN > % converge.

(p+1)° p+1) pso (p+1)
Ainsi t intégrabl 0;1 1 it déja) et I 1 au=>5 [ bl
insi, g est intégrable sur [0; 1] (on le savait déja) et I = fo glu)du = pZ::O fo vp = pZ::o e

1
e. Pour n € N*, dans l'intégrale fo In(1 4 t")dt, on pose t = @, (u) = u'/™ avec ¢, bijection strictement

u)ul /n

1
croissante de classe C! de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a J, = 1 f n{l +
n u

1/n
Soit, pour n > 1, la fonction hy :]0; 1] — R définie par h,(u) = L@—!—u)

u
(H1) Comme liT u!/™ =1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (hyn)n>1 converge simplement
n——+oo
sur ]0; 1] vers h:]0;1] — R telle que h(u) = M
u

(H2) Toutes les fonctions hy, et la fonction h sont continues sur ]0; 1].
(H3) Vn > 1, Yu €]0;1], u'/™ <1 donc 0 < hy(u) < h(u) et h = g est intégrable sur ]0;1].

1 1
On peut conclure avec le théoréeme de convergence dominée que 1111 fo h, = j; h, c’est-a-dire que
n—+oo

1 1
Uum nj, = f g. Par définition, et comme f g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur |0; 1], on
n—+o0o 0 0

en déduit que ]n 1 f wdu.

P s i 1 5 f: (_1)k+1 Al 5 Zn (_1)k+1 n—1 1 i 1
osons, = — et = e, ors = — en
= = G o 2k—1)7 (= (20)°
n—1 n
séparant indices pairs et impairs. Ensuite, S, = + 1 — sy — Sn, Or
P P P m= 2 (Zk— 1)? Z (Zk) Il @ TS
2 2
on sait que nE;Too Sn = nE;Too Son = ¢ ¢ qui prouve que nE;Too Shn ]2. Ainsi, I nBTOO SHn 12 et,
2
d’apres la question précédente, on a donc ]n
+o0o ]ZTL

On peut conclure a un développement asymptotique a trois termes de I, : I, = 1— n(2) + 1; ~+0 (%)
S n n
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

88 a. Par définition du produit des polynomes, P%(X) = apXP.agX9 = apaqXPT9. Ainsi, par
p poly P q pQq p
0<p,qsn 0<p,q<n
1 1
linéarité de l'intégrale de fonctions continues sur un segment, fo PX(t)dt = >  apaq fo tPT9dt donc
o<p,qsn
1
P2(t)dt = — 9294 > 0 car t —» P2(t) est positive sur [0;1].
0

o<pgq<n PHq+1

. . ikt in
b. Pour k =0, foﬂ etktdt = f:].dt = 7 et, pour k € Z*, foﬂ etktdt = [%} = elT_] et on traite deux
ik o i
: . ikt qs : . . T ikt 2
cas, sl k est pair, fo e'**dt = 0 et si k est impair, fo e'"tdt = e
En écrivant |P(e't)|? = P(e't)P(elt) = P(elt)P(e™™), par linéarité de Iintégrale et d’aprés les calculs
précédents, |P(ett)|]? = ( i apeipt)( i _“‘t) = Y apaqet® Dt ce qui donne la relation
p=0 q=0 o<p,q<n
s . n s apa
P(ett)|?dt = a? dt + apaqe®"Vtat = Y al — —P=4_ Or, si
J et = . PR T E I DR sy
p— q unpalr p— q (11mpa1r @ a
(p,q) € [0;n]? vérifie p — q impair, on aussi (q,p) € [0;n]? et q — p impair et —224_ = —_249P _ qonc

i(p—q) i(q—p)

7T . n
les termes de cette seconde somme se simplifient deux & deux, et on a enfin fo [P(e')[2dt =m Y af.
p=0

c. Comme on ne peut pas faire le changement de variable complexe x = e'' car premi¢rement ce n’est pas

au programme et deuxiemement ¢ : t — e'' ne crée pas une bijection entre [0;7] et [—1;1], on va faire le

m
calcul des deux intégrales et comparer. Prenons Q = Y. qiX* € C[X], les deux fonctions x — Q(x) et
k=0
t — Q(elt)elt étant continues sur les segments [—1;1] et [O 7], tous les calculs qui suivent sont valides.
] d S ' xka 3 g [ X L On sé les t t
° f71 Q(x)dx = kZ::oqk j;1 xKdx = kz::oqk{ o J Zoq 1 n sépare les termes e
1 m/2 )
i i t dx = 92k .
impairs et on a fi1 Q(x)ax zo et
. (k+1) 2 2
o —i Q(et)eltdt = —i > qx Dt = 4 > QZk( — 7) d’apres b. donc on trouve
f K=0 f K=0 i(2k+1)

le méme résultat —i fo Q(e')ettdt = Z %%

On peut donc conclure que pour Q € C[X], on a f Q(x)dx = —lf Q(et)ettdt.
XiXj T~

ogi,jsn i+ ] +1

e. Ainsi, X"THnaX > 0 ce qui permet déja de conclure que Hy, € S

d. Par un calcul matriciel classique, X THp,X = = fo X(t)?dt d’aprés la question a..

n-H(R)' De plus, si on suppose que

XTH X = 0 pour X € MHH‘](R ,on a fo X(t) 24t = 0 et la fonction t — i(t)2 est continue et positive
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sur le segment [0; 1], on sait par théoréme qu’alors cette fonction est nulle, donc le polynéme X admet une

infinité de racines, il est donc nul donc X = 0. On a bien établi que Hy,, € S} (R).

Les valeurs propres de Hy, sont donc, d’apres le cours, des réels strictement positifs. Soit A € Sp(Hy, ), il existe

n
donc X # 0 € Mn41,1(R) tel que HyoX = AX. Alors XTH,X = AXTX = A[|X||? = A Y x£ mais on a aussi,

T ~
avec la question d., XTH,X = fo X(t)?dt. Comme la fonction t —+ X(t)? est positive et non nulle sur [—1;1],
1. 1T - T~ . . ~
on a j;) X(t)?dt < f ! X(t)2dt = —i fo X(elt)ze”dt d’apres c. appliquée avec Q = X2. De tout ceci, par
7 1. ’ . . ’ . T~ T ~ it\2 o n 2 o 2
inégalité triangulaire, on déduit que o X(t)2dt < )2|dt = |X(e )oldt =7 > xi = n||X]||” avec
k=0

la question b.. Comme ||X|| > 0 car X # 0, I'inégalité XTH,X = 7\||XH2 < m||X||? devient A < 7. La plus

grande des valeurs propres de Hy,, est aussi strictement inférieure & 7, et Sp(Hyn) CJ0; 7]

a. La fonction Tr est une forme linéaire non nulle sur My (R) car Tr (In) = n # 0. Ainsi, d’apres le cours,
H = Ker(Tr ) est un hyperplan de M, (R) donc dim(H) =n? — 1.

b. Par définition de H, pour M € Mn(R), on a M € H <= Tr (M) = 0 <= (M|I,,) = 0. Ainsi, I,, € H* ce
qui, comme H* est une droite, prouve que H+ = Vect(1I,,).

c. Comme I, € H*, si py est la projection orthogonale sur H, on a py(In) = 0. Or, d’aprés le cours, on

dispose de la relation d(In,H) = ||In — pr(In)|| donc d(In, H) = ||In]|| = /Tr (In) =n

d. Pour (i,j) € [1;n]?, par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, puisque ci j = ai kbi,j, on a la majoration
k
2 N2 N 12 i 2 2 S n 2 N 12
et < (X ki) (X bEy) Amsi B2 = il = ¥ ey < 2 2 (X adi) (X 0d) ) o
k=1 k=1 1<4,i< i=1 \j=1 ‘k=1 k=1
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Zni a%,k) X (

n
> bE,) = AIP[BIP. En
1k=1 j

1 k=1

. 5 n no n on 5
qui donne ||AB||* < ( > ai,k) ( > > bk,j) = (
i=1 k=1 j=1k=1 i

n
= i=

n

passant & la racine, on a bien ||AB]|| < ||A]|||[B]]-

a. D’aprés la formule du rang, comme E est de dimension finie et que f —idg € £L(E), on a 1’égalité
dim(Ker(f —idg)) = dim(E) —rang (f —id g)) = dim(E) — dim(Im (f —id g)) = dim(Im (f —id ¢)*). De plus,
soit x € Ker(f — id g), alors f(x) = x. Pour y € Im (f — id ¢), il existe un vecteur z € E tel que y = f(z) — z
donc (x|y) = (x[f(z) — z) = (x|f(z)) — (x|z) = (f(x)|f(z)) — (x|z) car f(x) = x donc (x|y) = 0 car f est une
isométrie donc qu’elle conserve le produit scalaire. On vient de montrer que Ker(f —id¢) C Im (f — id g)+,
et on conclut Ker(f —idg) = Im (f — id g ) avec 1’égalité des dimensions.
b. Comme (f —idg)? = (f —idg) o (f —idg) = 0, on a Im(f — idg) C Ker(f — idg) donc, avec a.,
Im (f —idg) € Im (f —idg)*. Six € Im (f —idg), on a donc (x|x) = ||x||> = 0 donc x = O ce qui prouve
que Im (f — idg) = {0} donc que f =id .
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

104

a. L’énoncé identifie sans vergogne R™ et My 1(R) car b défini dans I’énoncé est un vecteur colonne.

Méthode 1 : soit A une valeur propre de M telle que dim(Ex(M)) > 2, il existe donc deux vecteurs propres

a=(ay, - -,ant1) et b= (b1, --,bnr1) de M associés a A tels que (a,b) est libre. Traitons deux cas :

e Siany1 =0, le vecteur v = a répond a la question.

e Siantq # 0, le vecteur v = bpp1a — ang1b est encore dans Ex(M) car Ex(M) est un sous-espace

vectoriel de R™*1 il est non nul car (a,b) est libre et que (an41,bny1) # (0,0) et sa (n + 1)-ieme

coordonnée dans la base canonique est nulle par construction donc v convient.

Méthode 2 : soit I'hyperplan H = {v = (vi,---,vn,0) | (vi,---,vn) € R™} = Vect(ey,---,en) de R™T et

A une valeur propre de M telle que dim(Ex(M)) > 2. On a donc dim(H) = n+1—1 = n. Grace a la

formule de GRASSMANN, dim(HNEA(M)) = dim(Ex(M)) + dim(H) —dim(H+Ex(M)) > 24+n—(n+1) =1

car H + Ex(M) € R™ donc il existe un vecteur non nul v € H N Ey(M), c’est-a-dire un vecteur propre

v=(vi, ", Vn,vnt+1) de M tel que v, 41 = 0.

Avec un tel vecteur propre v qu’on écrit par blocs v = (‘g) avec w € My 1(R)“ ="R", 'équation Mv = Av

se traduit par bTw = 0 et Aw = Aw. Ainsi, comme w # 0 car v # 0 et que Aw = Aw, w est un vecteur

propre de A associé a la méme valeur propre A.

b. L’équation b'w = 0 se traduit aussi (bjw) = 0 avec le produit scalaire canonique de R™ donc il existe

bien un vecteur propre de A orthogonal a b si M n’est pas simple, par exemple le vecteur w.

2 0 0 A T X1
c. NotonsA = |0 1 X5 |, comme N = (b c ) est symétrique avec b = | X, | et ¢ = Xy, si on note
0 X5 -1 X3

C l’événement C = “il existe un vecteur propre de A orthogonal b”, on a B C C donc P(B) = 1— P(B) < P(C)

ce qui montre que P(B) > 1 — P(C). Comme Xs5(w) = {0,1}, par la formule des probabilités totales, on a

P(C) = P(Xs = 0)P(C|X5 =0) + P(X5 =1)P(C|X5 = 1).
20 0

SiXs=0, A=|0 1 0 | estdiagonaledonc Sp(A)={2,1,—1}, E2(A) = Vect(e1), E1(A) = Vect(ez)

0o 0 -1
et E_1(A) = Vect(e3) donc C est réalisé si et seulement si (e; L b) ou (e2 L b) ou (e3 L b
Avec la formule du crible, il vient P(C|Xs = 0) = P(X3 = 0) + P(X2 = 0) + P(X3 =

—P(X; =Xz =0)— P(X; = X3 =0)— P(X = X3 = 0) + P(X; = Xz = X3 = 0) donc

P(C|X5 =0) =3(1 —p) — 3(1 —p)? + (1 — p)? par indépendance de X7, X2, X3.
2 0 0

Sixs=1, A= [0 1
o 1 -1
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1 et on a facilement xa = (X — 2)(X — v2)(X + v/2). 1l est clair que



0
1 |, onak 5(A)=Vect((1+v2)ez +e3)
—1
et, de méme, on a E_ 5(A) = Vect((1 — V2)ez + e3). Ainsi, comme e; L b <= X; = 0,

(1++v2)ex+e3 Lb<= (1+v2)Xa+X3 =0 <= X = X3 = 0 car /2 est irrationnel et

E2(A) = Vect(ey) et, comme A — /213 =

o o N
—_ - o

(1—v2)ez+e3 L b <= (1—v/2)X2+X3 = 0 <= X3 = X3 = 0 pour la méme raison, C est réalisé

si et seulement si (X3 = 0) ou (X2 = X3 = 0) done, toujours par indépendance de Xj, X2, X3,

P(CIXs =1)=P(X1 =0)+P(Xa =X3 =0)—P(X; =Xa =X3 =0) = (1-p)+(1—p)2—(1—p)3.
Avec tout ceci, on conclut que P(C) = (1—p)[3(1—=p)=3(1—=p)2+(1=p)*| +p[(1—=p)+ (1 —p)? = (1 —p)?]
qui se simplifie bien en P(C) =1 — 3p3 +2p*. Au final, P(B) > 3p3 — 2p*.

a. Pour t € [-1;1], comme Vn € N, |P(X = n)t"| < P(X = n) et que >, P(X = n) converge, par

n=0
comparaison, la série Y P(X = n)t™ converge aussi donc la domaine de convergence de la série entiere
n=0
> P(X = n)t™ contient [—1;1] et le rayon de convergence R de cette série vérifie bien R > 1. En posant
n=>0
Un tt= P(X=n)t", on a |[un|o,(=1;1] = P(X = n) donc la série ) u, converge normalement sur [—1;1]

n=0
donc, comme toutes les fonctions wu, sont continues sur [—1;1], la fonction Gx est continue sur [—1;1].

b. Soit g : [0;1] — R définie par g(t) = Gx(t) —t qui existe et est continue sur [0; 1] d’apres a.. Une fonction

somme d’une série entiere est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence donc, d’apres a., Gx est au

+oo
moins dérivable sur [0; 1] donc g est dérivable sur [0; 1] et Vt € [0;1[, ¢/(t) = =1+ > nP(X = n)t"~" donc
n=1

gt) < -1+ Jrfjo nP(X =n)= -1+ E(X) <0 car Vn € N*, t"~! < 1. Ainsi, g est strictement décroissante
et continue SL;LI"ZFO; 1[ donc, comme g(0) = P(X =0) > 0 et tlﬁianf g(t) =g(1) = Gx(1) — 1 =0, lapplication g
réalise une bijection de [0; 1] dans ]0; P(X = 0)] € R* donc g ne s’annule pas sur [0; 1] : I’équation Gx(x) = x
n’admet pas de solution sur [0;1].

c. On pose & nouveau g : [0;1] — R définie par g(t) = Gx(t) —t qui est continue sur [0; 1] et de classe C? sur

+oo
[0;1[ car R > 1. De plus, Vt € [0;1], g”(t) = 3. n(n —1)P(X = n)t""2 > 0 car ¥n > 2, t"~2 > 0. Mieux,
n=2
si on avait Yn > 2, P(X =n) = 0, on aurait E(X) = P(X =1) < 1, ce qui est contraire & ’énoncé, ainsi,
+oo
vt €]o;1], ¢”(t) = > n(n—1)P(X = n)t" % > 0 car Vn > 2, t"~2 > 0. Ainsi, g est strictement convexe sur
n=2

[0;1] et g’ strictement croissante sur [0;1][. Comme ¢'(0) = P(X=1)—1<0et g’'(1) = G4(1) = E(X)—1 >0,
que g(0) = 0 et g(1) = 0, on a forcément g’(0) < 0 sinon g’ serait positive donc g croissante donc nulle
sur [0;1] ce qui est absurde car g’(1) > 0. Ainsi, g’ réalise une bijection strictement croissante de ]0;1|
dans ]g’(0), g’(1)[ donc il existe un unique o €]0;1] tel que g’(«) = 0. La fonction g est donc strictement
décroissante de [0; ] et strictement croissante sur [e;1]. Comme g(1) = 0, on a forcément g(«) < 0, et
puisque g(0) > 0 et g(x) < 0, il existe un unique x € [0; x[C [0;1] et g(x) = 0 et I’équation g(x) = x n’a pas

de solution dans [«; 1[. Au final, I’équation Gx(x) = x admet une unique solution sur [0;1].

d. Pour n > 2, puisque X1, -, X, sont indépendantes et suivent toutes la loi de BERNOULLI de parametre
n n

Pn, on sait d’apres le cours que Vt € R, Gy, (t) = [] Gx,(t) = [T (0 —pn +tpn) = (1 +pa(t—1))™.
k=1 k=1
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Ainsi, Gy, (1) = (14 2(c - 1))“ = exp (nin (14 2= 1)), Comme n (142t = 1) ~ 2—1), 0n

a UWm nln (1 + A(t - 1)) = A(t — 1) donc, par continuité de exp, lim Gy, (t) = e**~1). On sait que
n n—+oo

n—+oo
t — eMt=1) est la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de POISSON de paramétre A.
On a montré dans le cours que la suite (Yy)nen+ convergeait en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi

de PoI1ssoN de parametre A. En effet, soit k € N et n > k, comme Y, suit d’apres le cours la loi binomiale de

Ak n—1). . (n—k+1
parametre n et p, P(Y, = k) = (Z) KA —p) k= ol X (1T—pn) ¥ x n(n zn ..(.nn ) X (T—p)™.

Or lim (1 —pp)™ = e comme avant, lim (1 —pn) %=1, lim nm—1. o (n k1)
n—+4oo n—-4oo n—+o00 nmn.---.n

=1 donc

e Mk
lim P(Y, =k)= comme attendu.
n—+oo k!

e. Pour t € [0; 1] par exemple (plus généralement pour t tel que la série converge absolument), par définition,

—+oo
Gz(t) = E(t4) = Y. t*P(Z = k). Pour k € N, (Z =k) = |_| (Z = %, Y = n) donc, par c-additivité, on
keN n=k
+o0
a la relation P(Z = k) = Y, P(Z = k,Y = n) donc Gz(t) = > t*P(Z = k,Y = n) qui s’écrit
n=k (k,n)e N2
n=>k
aussi Gz(t) = Y, t*P(Y = n,Xy + - + Xn = k). Puis, par indépendance de Y et des Xi, on arrive

(k,m)e N2
n>k

n
AGz(t) = Y P(Y=n) S t"P(Xg + -+ Xn = k) = X P(Y = n)Gx, +...4x,(t) ce qui donne, par
nen k=0 nen

indépendance des variables aléatoires X1, -+, Xn, la relation Gz(t) = > P(Y =n)Gx, (t)" = Gy(Gx, (t)).
neN

f. On suppose implicitement dans cette question que les variables aléatoires Y et X; admettent des espérances
finies, donc qu’elles sont dérivables en 1 d’apres le cours, ce qui montre par composition que Gz est elle-méme
dérivable en 1 et, d’apres le cours, que la variable aléatoire Z est d’espérance finie.

On sait aussi que E(Z) = G%(1) = G4, (1)G{(Gx, (1)) = E(X1)E(Y) : c’est la formule de WALD.

g. En notant Y le nombres d’ceufs pondus, on a Y ~ P(A), et si on note X; = 1 si 'ceuf numéro i éclot et

Xi = 0 sinon, on a Xi; ~ B(«). On peut supposer les ceufs indépendants entre eux et indépendants de Y

Y

donc, en notant Z le nombres d’ceufs éclos, on a Z = > X; donc Vt € R, Gz(t) = Gy(Gx, (t)) d’apres e.
i=1

donc Gz(t) = eMUI=PH+PY=1) — AP(t=1) {onc, comme la fonction génératrice donne la loi, Z suit la loi de

PoIssoN de parametre oA > 0.

107

108

109

110

111

112

36



113

114

115

116

117

118

119

120)a. On a det(M) = X2 — Y2 = (X = Y)(X+Y) et X +Y # 0 car X(R) = Y(Q) = N* par hypothese donc

121

—+o0
X+4+Y > 2. Ainsi, M inversible <= X # Y. Or (X =Y) = |_| (X = n,Y = n) (réunion d’événements

n=1

&)
incompatibles) donc, par o-additivité, on a P(X =Y) = Y} P(X=n,Y =n). Or, X et Y ont été supposées
=1

X

n

+
“+ o0 “+ o0

indépendantes ce qui donne la relation P(X =Y) = 3. P(X =n)P(Y=n) = > p(1 —p)" "p(1 —p)™~".
n=1 n=1

Comme 0 < (1 —p)? < 1, on peut calculer avec les séries géométriques : P(X =Y) = ] (? 72 =3 P
—\=p - P

La probabilité que M soit inversible est donc 1 — P(X =Y) = %

b. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M, (R) et les valeurs propres « et 8
vérifient a+p = Tr (M) = X+Y et ap = det(M) = X>—Y? = (X—Y)(X+Y). Ainsi, les deux valeurs propres de
M sont X+Y et X—Y. Par conséquent, comme Y > 0,onal =X+Y >2et V=X—-Y € Z. D’apres le cours,
Cov(lU, V) = E(UV)— E(U)E(V). Or E(V) = E(X—Y) = E(X)— E(Y) = 0 par linéarité de ’espérance et que
X et Y suivent la méme loi. Ainsi, Cov(UV) = E(UV) = E((X+Y)(X-Y)) = E(X?—Y?%) = E(X?)— E(Y?) = 0.
c.Or(U=2v=0)=U=2)=(X=Y=1)donc PU=2,V=0)=PX=1,Y=1)=P(X=1)P(Y=1)

car X,Y indépendantes donc P(U =2) = P(U =2,V = 0) = p2.
+oo +o0
Par contre, (V=0)=(X=Y) = U (X = Y =n) (réunion incompatible) donc P(V =0) = > P(X =n)?
n=1

n=1

par o-additivité, indépendance de X et Y qui suivent la méme loi. Comme P(U =2,V =0) # P(U=2)(V =0)

“+o00 2
car P(V=0)= > p?(1 —p)2(-1 = P 5 = E <1, U et V ne sont pas indépendantes.
n=1 1—(1—p) 2—p

+oo
d. Comme Z(Q2) = N* € N, on a E(Z) = > P(Z > n) d’apres le cours. Pour tout entier n € N*
n=1

(Z <n) = (X<n)N(Y<n) donc, par indépendance de X et Y, P(Z < n) = P(X < n)? = (1 — P(X > n))?

car X et Y suivent la méme loi. Ainsi, P(Z >n)=1—-P(Z<n)=1—(1—(1—-p)"1)? (classique). On en

déduit donc que P(Z > n) =2(1—p)*~" — (1 —p)2("=1. On sait sommer les séries géométriques, et comme
1 3-2p

. : 2
|1 —p| <1, Z admet une espérance finie et E(Z) = - = .
’ 1-(1-p) 1-(0-p?* p2-p)
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

127
128
n
a. La fonction f est de classe C' sur R™ par opérations car les fonctions polynomiales (x1,---,xn) = > Xk
k=1
n
et (X1, *,xn) — > x& et méme exp sont de classe C'. Pour (x1,--+,xn) € R™, on calcule le gradient
k=1
n n n
grad f(x1,--+,xn) = exp (— > xi>(1 —2%1 Y Xkytr oty 1 — 2% D Xk).
k=1 k=1 k=1
n
Analyse : si (x1,--+,xn) est un point critique de f, alors Vj € [1;n], 1 —2x; > xx = 0 donc xj # 0 et
k=1
n
1 , . 1
xx = — donc x; = --- = x,, = A et en reportant dans les équations, 1 — 2A(nA) = 0 donc A = +——.
kZ::] k 2x; 1 n p q (nA) Von
n
Synthese : réciproquement, si (x1,---,xn) = i(L L), comme Xk = An x = =+ [Nt
oynthese proq (1) ) n) \/Ziny v\/27n k;] k m 2

—
x%:nxi:%,Onagradf(x1,~-~,xn):exp(—%><1—iﬁ %’.“’]_iﬁ E) = (0,---,0).

Ainsi, il y a deux points critiques de f sur R™ qui sont a, = (L, e L) et —an.
, LYy p q q n \/an \/an n

)

NgE]

k

—_

b. De méme, la fonction f est de classe C? sur R™ et, pour tout (x1,---,xn) € R™ et tout j € [1;n],
2 n n n

on calcule ai—é()q ity Xn) = ( —2xj — Zkzl XKk — 2%j (1 — 2% kz1 xk)) exp ( -3 xﬁ) ce qui montre que
j = = =

k=1
o%f _( ] n ] ( 1 n)) —1/2 _ 2 (i 72 s
an)=1[-2 -2 |==2 1-2 = ])e =—(n+1 . Si(i,j) € [1;n]“ avec i # 5,
(e Ly [Eo L (1-2-L B (n+1), /281 (1)) € [1m]? avee 1 4
_o%f (X1, yxn) = [ —2%—2x4 [ 1-2x; ; X exp | — En x2) = (—2xi—2x;+4xix; ; Xk ) exp | — En X2
axian Ty yAn) — j i j k P x) — i j i ]k:1 k P k

k=1 k=1 k=1
2
donc %aij(an) = (— 4\/% + ﬁ /%)e‘l/z = — i. Ainsi, la matrice hessienne de f en a, vaut
nHl T e T
H=— |Z ] R : . Soit la matrice symétrique réelle M = 1 R : )
: . . 1 : . . 1
1 T n+1 1 e 1T n41
1 e e
M —nl, = est de rang 1, d’apres la formule du rang, dim(Ker(M —nl,)) =n—1 doncn
1 e e
est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité supérieure & n — 1. De plus, en notant v=(1,---,1), on a

Mv = 2nv avec v # 0 donc 2n € Sp(M) de sorte que Sp(M) = {n,2n} C R% (avec xp = (X—n)" (X —2n)).

Ainsi, M est symétrique définie positive donc H est symétrique définie négative ce qui montre que f admet
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1

3

0

131

132

133

1

3

en a, un maximum local.
c. Comme f(—x1, -+, —xn) = —f(x1,*+,%n), puisque f admet en a, un minimum local, la fonction f admet

un maximum local en —ay, car si Vx € B(an,t), f(x) = f(an), alors V —x € B(—an, 1), f(—x) < f(—an).

n n
d. Pour x = (x1,---,xn) € R™, [f(x)] < ( S |xk|) eX‘p(f S xﬁ) et on sait que |[x||1 < va|jx||2 (par
k=1

CAUCHY-SCHWARZ) done [f(x)| < g(|[x||2) avec g : v — \/Hre_rz. Comme lizl g(r) par croissances
r—+o00

comparées, on a bien  lim  f(x) = 0 par encadrement.
[1x[|2 =00

e. Posons oy, = f(an) > 0, il existe r, > 0 tel que ¥x € R™, ||x]]2 = . = [f(x)] < cxz—“ d’apres la question
précédente. La fonction f étant continue sur le fermé borné K, = B¢(0, 1y, ), comme on est en dimension finie,

N RS . . e . N
d’apres le théoreme des bornes atteintes, f admet un maximum absolu sur K. Comme f est inférieure a 7“

sur la frontiere de K, et que f(an) = o > %, le maximum de f sur K;, est atteint dans 'intérieur de K,

c’est-a-dire dans 'ouvert KC;I = B(0, 1) donc en un point critique, donc en a,, ou en —ay, avec les calculs de
la question a.. Mais f(an) > 0 et f(—an) < 0 donc m,, = Né(:x(f) = f(an).
Pour x € R™, on a deux possibilités :

e Six € Ky, alors f(x) < my, = f(an)-

e Si x & Ky, alors f(x) < 2 < f(ay).

2
Ainsi, ¥x € R™, f(x) < f(an) = my, donc M%x f(x) = f(an) et f admet bien en an un maximum absolu.
xeR™

4)a. Le couple (a,b) € R? est fixé. Les solutions sur R de 1’équation homogene (Eo) : y” — 4y = 0 sont,
p q g £ Y

d’apres le cours, les fonctions y : t — Ae?t +Be 2t avec (A, B) € R? car I’équation caractéristique associée a
(Eo) est zZ—4 = 0 donc les solutions sont +2. Il est clair que les fonctions fq : t — _atT—&—b et fy:t— at47—b
sont respectivement solutions particulieres de I’équation (E) sur R et R*.

Analyse : soit y : R — R une solution de (E) sur R, il existe d’aprés ce qui précede quatre scalaires réels

A1,A2,B1, B3 tels que Vt > 0, y(t) = Aje?t + Bre 2t — ‘“T“’ et Vt < 0, y(t) = Age?t + Bye 2t 4 At=D

4
Par continuité de y en 0, y(0) = lim y(x) =A;+B1—2 = lim y(x) = A2+B,—2: A +B; = A, +B, (1).
x—0+ 4 x—0— 4
Par continuité de y’ en 0, on a y’(0) = lim y’(x) = 2A; —2B7 — € = lim y/(x) = 2A; — 2B, + & donc
x—0+ 4 x—0~ 4
A; —By=A,—By+ % (2). En additionnant et en soustrayant (1) et (2) : Ay = Ay — % et B, =By + %.

Synthése : soit (A7,B7) € R? et la fonction y : R — R définie par y(0) = Ay + By — 3 et aussi par

Vx > 0, y(x) = A1e?* + Bre 2 — QXT% et Vx < 0, y(x) = (A] - %)ezX + (31 + %)672" + QXT_b. Ce

qui précede prouve que y est une solution de classe C* de (E) sur R% et R*. De plus, comme il vient
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lim y(x) = lim y(x) =y(0) = Aj+B; f% : y est continue en 0. lim y'(x) = lim y'(x) = 2A7 —2B; —

x—0t x—0— x—0t x—0—

donc y est de classe C! sur R avec y'(0) = 2A; — 2By — %. Enfin, Vx > 0, y”(x) = 4A1e?* + 4Bje 2%

et Vx < 0, y"’(x) = 4<A1 - Q)ezx +4(B1 + Q)e*ZX donc lim y”(x) = lim y”(x) = 4A7 + 4By et y est
8 8 x—0t x—0—

donc deux fois dérivable en 0 (théoréme de prolongement C' appliqué a y’) avec y”(0) = 4A1 4 4B;. Ainsi

y”(0) —4y(0) = 4A; +4B; — 4(A1 + By — 2) =b = a|0| + b. Finalement, y est bien solution de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y : R — R définie par (A7,B7) € R, y(0) = A7 +B7 — %,

Vx>0, y(x) = A1e?* + Bre 2% — axT—l—b et Vx <0, y(x) = (A] — %)ezx + (81 + %)6_2" + aXT_b.

b. Si une solution y de (E) sur R a l'expression ci-dessus, pour que y admette une asymptote en +oo, il

est clair qu’il est nécessaire et suffisant qu'on ait A; = 0 et pour que y admette une asymptote en —oo, il

est nécessaire et suffisant qu’on ait By + % = 0. Ainsi, la fonction y : R — R définie par y(0) = —% — %,
Vx >0, y(x) = 7§e72x ax:— D et vx < 0, y(x) = §e2x+a"T_b est 'unique solution de (E) sur R dont le

ax+b ety = ax —b

graphe possede des asymptotes en +0o, respectivement les droites d’équations y = — 2 1

a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C>) sur ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme
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2., .2
V(x,y) €D, |f(x,y)] < |xy|:f::—_1j—2 = [x|lyl <||(xy)l|5 et que  lim ||(x,y)||2 = 0, par encadrement, on

(x,y)—(0,0)
trouve ( l)im(o 0 f(x,y) = 0 = £(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R?.
xX,y)—
b. (O 0)=1u w = af (0 0)=1u M = 0 en revenant a la définition et, par
t—+0 t t—+0 t
of y(x* +4Xy —y*) %( y) = — x(y? +4x*y? —x*)

un calcul brutal, on a 5 (x,y) = . Le second calcul

¢ +y?)? (¢ +y?)?
n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc %(x,y) = —g—f(y,x) en dérivant (1) par rapport

«

a x avec la regle de la chaine.

c. De méme, les fonctions rationnelles % et % sont continues sur l'ouvert D par opérations. De plus,

2 4
Y(x,y) € D, gi(x y)‘ < [yl(2x” + 4 y —I-Zy ) — =2ly| < 2||(x,y)||2 et, comme en a., Of est aussi continue

(< +y?)? ox
n (0,0). Comme af(x )= af( x) 9t st aussi continue en (0,0)
) . ox Yy ay Y 9 ay ) .
Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.
of of of of
~—(t,0) = ==(0,0) ~—(0,t) = =—(0,0)
o%f — im oY dy — lmt = %f Cm T x
d. X3y (0,0) = E% " = lﬂ)t =1et aan(O,O) = lg% " = —1. On
of of of of
82 —(t,0) — —(0,0) 52¢ a—(o,t) - a—(o,o)
peut aussi calculer —(O 0) = lim 0x 0x =0et 25(0,0) = 1im Y = 0. Par
ox* t—0 t oy t—0 t

2
contraposée du théoréme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C2 sur R? car O?cafy (0,0) ;ﬁ ay ax (0,0).
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