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� �
PRÉPARATION ORAUX 2026 THÈME 1

INTÉGRALE ET ANALYSE� �� �
1� �a. Pour t > 0 et n ∈ N, la fonction gn,t : x 7→ xne

−tx2

2 est continue sur R et elle est paire si n est pair

et impaire si n est impair. Par conséquent, gn,t est intégrable sur R si et seulement si elle l’est sur R+.

Comme gn,t(x) =
+∞

o

(
1

x2

)
par croissances comparées car t > 0 et lim

x→+∞
xn+2e

−tx2

2 = 0, la fonction gn,t est

intégrable sur R+ et mn(t) existe. Ainsi, la suite (mn(t))n∈N est bien définie.

b. Comme la fonction g2n+1,t est impaire, on a ∀n ∈ N, m2n+1(t) = 0. Posons, pour la suite de l’exercice,

pn(t) =
∫ +∞

0
xne

−tx2

2 dx qui existe d’après a.. Comme on connâıt l’intégrale deGauss
∫ +∞

0
e−u2

du =

√
π

2
,

en effectuant le changement de variable x =

√
2 u√
t

= φ(u) avec φ qui est une bijection strictement croissante

de R+ dans R+ et de classe C1, il vient p0(t) =
∫ +∞

0
e
−tx2

2 dx =

√
2√
t

∫ +∞

0
e−u2

du =
√
π

2t
. De plus, on a

directement p1(t) =
∫ +∞

0
xe

−tx2

2 dx =
[
− 1

t
e
−tx2

2

]+∞

0
= 1

t
.

Pour n ∈ N et t > 0, on pose un : x 7→ xn+1

n+ 1
et v : x 7→ e

−tx2

2 dans pn(t) =
∫ +∞

0
xne

−tx2

2 dx avec un et v

qui sont de classe C1 sur R+ et telles que un(0)v(0) = lim
x→+∞

un(x)v(x) = 0 par croissances comparées. Ainsi,

par intégration par parties, pn(t) = 0−
∫ +∞

0
v′(t)un(t)dt =

t

n+ 1

∫ +∞

0
xn+2e

−tx2

2 dx = t

n+ 1
pn+2(t).

Pour l’expression de pn(t) en fonction de n, traitons deux cas :

• Si n = 2k est pair avec k ∈ N, pn(t) = p2k(t) =
2k− 1
t

p2k−2(t) puis, par une récurrence classique,

il vient p2k(t) =
( k∏

i=1

2i− 1
t

)
p0(t) =

(2k)!

2k k!tk

√
π

2t
donc

p2k(t)
(2k)!

∼ 1

k!

(
1

2t

)k√
π

2t
.

• Si n = 2k + 1 est impair avec k ∈ N, pn(t) = p2k+1(t) = 2k

t
p2k−1(t) puis, par récurrence,

on a p2k+1(t) =
( k∏

i=1

2i

t

)
p1(t) = 2k k!

tk+1 donc
p2k+1(t)
(2k+ 1)!

= 2k k!
(2k)!tk+1(2k+ 1)

et, avec Stirling,

p2k+1(t)
(2k+ 1)!

∼
+∞

2k
√
2πk kke2k√

4πk(2k)2kektk+1(2k)
donc

p2k+1(t)
(2k+ 1)!

∼
+∞

1

2
√
2

ek

2kkk+1tk+1 ∼+∞

(
1

2t
×
√
π

k

)
1

k!

(
1

2t

)k
.

c. La fonction gt : x 7→ e
−tx2

2 ex est bien définie sur R et, comme on sait que ∀x ∈ R, ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
, on a

gt(x) =
+∞∑
n=0

xn

n!
e
−tx2

2 =
+∞∑
n=0

hn(x) en posant hn : x 7→ xn

n!
e
−tx2

2 :

(H1) La série de fonctions
∑
n>0

hn converge simplement vers gt sur R d’après ce qui précède.

(H2) Les fonctions hn, qui sont paires ou impaires en fonction de la parité de n, sont continues et

intégrable sur R cat hn(x) =
+∞

o

(
1

x2

)
par croissances comparées.

(H3) La fonction gt est continue sur R.

(H4) La série
∑
n>0

∫ +∞

−∞
|hn(x)|dx converge car

∫ +∞

−∞
|hn(x)|dx =

2pn(t)
n!

par parité de |hn| et que,

d’après la question précédente,
2p2k(t)
(2k)!

=
+∞

O

(
1

k!

(
1

2t

)k)
et
2p2k+1(t)
(2k+ 1)!

=
+∞

O

(
1

k!

(
1

2t

)k)
, alors que
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la série exponentielle
∑
k>0

1

k!

(
1

2t

)k
converge (sa somme vaut e1/(2t)). On pouvait aussi utiliser la

règle de d’Alembert car si an =
2pn(t)
n!

, on a
a2k+2

a2k
=

p2k+2(t)
(2k+ 2)(2k+ 1)p2k(t)

= 1

(2k+ 2)t
donc

lim
k→+∞

a2k+2

a2k
= 0 < 1 donc

∑
k>0

a2k converge. De plus,
a2k+1

a2k−1

=
p2k+1(t)

(2k+ 1)(2k)p2k−1(t)
= 1

(2k+ 1)t

donc lim
k→+∞

a2k+1

a2k−1

= 0 < 1 donc
∑
k>0

a2k+1 converge.

Par le théorème d’intégration terme à terme, gt est intégrable sur R et
∫ +∞

−∞
e
−tx2

2 exdx =
+∞∑
n=0

∫ +∞

−∞
hn(t)dt

donc
∫ +∞

−∞
e
−tx2

2 exdx =
+∞∑
n=0

m2n(t)
(2n)!

= 2
+∞∑
n=0

p2n(t)
(2n)!

car m2n+1(t) = 0, ce qui donne, avec la question

précédente,
∫ +∞

−∞
e
−tx2

2 exdx = 2

√
π

2t

+∞∑
n=0

1

n!

(
1

2t

)n
= e

1
2t

√
2π

t
.

d. La fonction gt est continue sur R, gt(x) =
x→−∞

o(ex) alors que x 7→ ex est intégrable en −∞ donc, par

comparaison, gt est intégrable en −∞. De plus, comme lim
x→+∞

e
−tx2

2 e2x = 0 car lim
x→+∞

(
2x− tx

2

2

)
= −∞, on

a gt(x) =
+∞

o(e−x) alors que x 7→ e−x est intégrable en +∞ donc, encore par comparaison, gt est intégrable

en +∞. Par conséquent, gt est intégrable sur R.

On écrit gt(x) = e
−tx2

2 ex = e
x+−tx2

2 et x − tx2

2
= − t

2

(
x − 1

t

)2
+ 1

2
t donc, par linéarité de l’intégrale, on

a
∫ +∞

−∞
e
−tx2

2 exdx = e
1
2t

∫ +∞

−∞
e
−t
2

(x−1
t
)2
dx. Avec le changement de variable x = u+ 1

t
= ψ(u) avec ψ qui

est une bijection strictement croissante et de classe C1 de R dans R, on a l’expression déjà trouvée à la

question précédente,
∫ +∞

−∞
e
−tx2

2 exdx = e
1
2t

∫ +∞

−∞
e
−tu2

2 du = e
1
2tm0(t) = e

1
2t

√
2π

t
.� �

2� �� �
3� �� �
4� �� �
5� �� �
6� �a. Il s’agit dans cette question de vérifier que la fonction gn :

[
0; 1− 1

n

]
→ R définie par gn(x) = f

(
x+ 1

n

)
−f(x)

s’annule sur
[
0; 1− 1

n

]
. Or cette fonction gn est continue par opérations sur

[
0; 1− 1

n

]
car f l’est sur [0; 1].

• Pour n = 1, en prenant x1 = 0 ∈
[
0; 1− 1

1

]
= {0}, on a bien g1(x1) = f(1)− f(0) = 0.

• Pour n = 2, g2(0) = f(1/2) − f(0) et g2(1/2) = f(1) − f(1/2) = f(0) − f(1/2) = −g2(0) ce qui montre

que g2(0)g2(1/2) = −g2(0)2 6 0 et, par le fameux théorème des valeurs intermédiaires, la fonction g2

s’annule en x2 sur
[
0; 1− 1

2

]
=
[
0; 1
2

]
.

Dans les deux cas n = 1 et n = 2, il existe bien xn ∈
[
0; 1− 1

n

]
tel que f

(
xn + 1

n

)
= f(xn).

Pour n ∈ N∗, par télescopage, on a
n−1∑
k=0

(
f

(
k+ 1

n

)
− f
(
k

n

))
= f(1)− f(0) = 0 donc

n−1∑
k=0

gn

(
k

n

)
= 0. Comme

cette somme de quantités réelles est nulle, on a deux cas :
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• Il existe un entier k ∈ [[0;n− 1]] tel que gn
(
k

n

)
= 0 et xn = k

n
∈
[
0; 1− 1

n

]
convient.

• Tous les termes de cette somme sont non nuls, comme leur somme est nulle, il en existe deux de signes

stricts opposés, donc ∃(i, j) ∈ [[0;n− 1]] tel que i ̸= j, gn

(
i

n

)
< 0 et gn

(
j

n

)
> 0. Par le théorème des

valeurs intermédiaires appliqué, ∃xn ∈
]̃
i

n
; j
n

[
⊂
[
0; 1− 1

n

]
, gn(xn) = 0 donc f

(
xn + 1

n

)
= f(xn)

Dans les deux cas, il existe bien un réel xn ∈
[
0; 1− 1

n

]
tel que f

(
xn + 1

n

)
= f(xn).

b. En tâtonnant, pour α ∈]0; 1[ \
{
1

n

∣∣∣ n ∈ N∗
}
, si on pose fα : x 7→ x−

(
sin(πx/α)
sin(π/α)

)2
(somme d’une fonction

périodique et d’une fonction affine), la fonction fα est continue par opérations sur [0; 1] car sin
(
π

α

)
̸= 0

puisque π
α
n’est pas un multiple de π par hypothèse, elle vérifie bien fα(0) = fα(1) = 1−1. Mais, bizarrement,

∀x ∈ [0; 1 − α], fα(x + α) − fα(x) = x + α −
(
sin(π(x/α) + π)

sin(π/α)

)2
−
(
x −

(
sin(πx/α)
sin(π/α)

)2)
= α ̸= 0 donc il

n’existe aucun réel x ∈ [0; 1− α] tel que f(x+ α) ̸= f(x). Amazing !� �
7� �a. Pour n ∈ N, la fonction fn : x 7→ x sin(x) − c cos(x) est dérivable sur Jn = In =

[
nπ;nπ + π

2

]
, vérifie

f′n(x) = sin(x) + x cos(x) + c sin(x). Traitons deux cas :

• Si n est pair, f′n reste strictement positive sur Jn donc fn est strictement croissante sur Jn et

fn(nπ) = −c < 0 et fn

(
nπ + π

2

)
= nπ + π

2
> 0 donc, par le théorème de la bijection, fn réalise une

bijection strictement croissante de Jn dans
[
− c;nπ+ π

2

]
. Comme 0 est à l’intérieur de cet intervalle,

il existe un unique réel xn ∈
◦
Jn= In tel que fn(xn) = 0, c’est-à-dire tel que xn sin(xn)− c cos(xn) = 0.

• Si n est impair, f′n reste strictement négative sur Jn donc fn est strictement décroissante sur Jn et

fn(nπ) = c > 0 et fn

(
nπ + π

2

)
= −nπ − π

2
< 0 donc, par le théorème de la bijection, fn réalise une

bijection strictement décroissante de Jn dans
[
−nπ− π

2
; c
]
. Comme 0 est à l’intérieur de cet intervalle,

il existe un unique réel xn ∈
◦
Jn= In tel que fn(xn) = 0, c’est-à-dire tel que xn sin(xn)− c cos(xn) = 0.

Dans les deux cas, pour n ∈ N, il existe un unique xn ∈
]
nπ;nπ+ π

2

[
tel que xn sin(xn)c cos(xn) = 0 d’où

l’existence et l’unicité de la suite (xn)n∈N vérifiant les conditions de l’énoncé.

b. Comme xn sin(xn) − c cos(xn) = 0 et cos(xn) ̸= 0, on a tan(xn) = c

xn
= tan(xn − nπ) car tan

est π-périodique. Or xn − nπ ∈
]
0; π
2

[
⊂
]
− π

2
; π
2

[
. Par définition de la fonction Arctan, on a donc

xn − nπ = Arctan

(
c

xn

)
. Mais nπ < xn < nπ+

π

2
et nπ+ π

2
∼
+∞

nπ donc, par encadrement, xn ∼
+∞

nπ donc

lim
n→+∞

c

xn
= 0, de sorte que xn − nπ ∼

+∞
c

xn
∼
+∞

c

nπ
= yn ou xn =

+∞
nπ+ c

nπ
+ o

(
1

n

)
.

c. En reprenant plus loin le développement limité précédent, xn−nπ = Arctan

(
c

xn

)
=
+∞

c

xn
− c3

3x3n
+o
(
1

x3n

)
.

Or xn ∼
+∞

nπ donc c3

3x3n
∼
+∞

c3

3n3π3
qui s’écrit aussi c3

3x3n
=
+∞

c3

3n3π3
+ o
(
1

n3

)
et, pour la même raison, on peut

aussi remplacer o
(
1

x3n

)
par o

(
1

n3

)
de sorte que xn − nπ =

+∞
c

nπ+
c

nπ
+ o(

1

n
)
− c3

3n3π3
+ o

(
1

n3

)
. Ainsi, on
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obtient xn−nπ =
+∞

c

nπ
× 1

1+
c

n2π2
+ o(

1

n2
)
− c3

3n3π3
+o
(
1

n3

)
=
+∞

c

nπ

(
1− c

n2π2
+o
(
1

n2

))
− c3

3n3π3
+o
(
1

n3

)
qui se réduit en xn − nπ =

+∞
c

nπ

(
1 − c

n2π2
+ o

(
1

n2

))
− c3

3n3π3
+ o

(
1

n3

)
=
+∞

c

nπ
− c2(3+ c)

3n3π3
+ o

(
1

n3

)
. On

peut donc conclure que xn − nπ− c

nπ
∼
+∞
−c

2(3+ c)

3n3π3
.� �

8� �a. Pour α ∈ R, la fonction fα : R∗
+ → R définie par fα(x) = xα ln

(
1 + 1

x2α+2

)
est continue et positive sur

R∗
+ car ∀x ∈ R∗

+, 1+
1

x2α+2 > 1. Déterminons un équivalent simple de fα(x) quand x tend vers 0 :

• Si α > −1, on a lim
x→+∞

1

x2α+2 = 0 donc ln
(
1+ 1

x2α+2

)
∼
+∞

1

x2α+2 et fα(x) ∼
+∞

xα

x2α+2 = 1

xα+2 .

• Si α = −1, f−1(x) =
ln(2)
x

.

• Si α < −1, on écrit ln
(
1+ 1

x2α+2

)
= −(2α+ 2) ln(x) + ln(1+ x2α+2) =

+∞
−(2α+ 2) ln(x) + o(ln(x))

car lim
x→+∞

x2α+2 = 0, lim
x→+∞

ln(1+ x2α+2) = 0 et lim
x→+∞

ln(x) = +∞ donc fα(x) ∼
+∞
−(2α+ 2)xα ln(x).

Et maintenant quand x tend vers 0+ :

• Si α > −1, on a lim
x→0+

1

x2α+2 = +∞ et ln
(
1 + 1

x2α+2

)
= −(2α + 2) ln(x) + ln(1 + x2α+2) donc

ln

(
1+ 1

x2α+2

)
=
0
−(2α+2) ln(x)+o(ln(x)) donc fα(x)∼

0
−(2α+2)xα ln(x) car ln(1+x2α+2)∼

0
o(ln(x)).

• Si α = −1, f−1(x) =
ln(2)
x

.

• Si α < −1, lim
x→0+

1

x2α+2 = 0 donc ln
(
1+ 1

x2α+2

)
∼
0

1

x2α+2 et fα(x)∼
0

xα

x2α+2 = 1

xα+2 .

On peut passer à l’intégrabilité de la fonction fα sur R∗
+ :

• Si α > −1, fα(x) ∼
+∞

1

xα+2 avec α + 2 > 1 donc fα est intégrable en +∞ par Riemann et

fα(x)=
0
o

(
1

x
1−α
2

)
par croissances comparées donc fα est intégrable en 0+ par Riemann car 1− α

2
< 1.

• Si α = −1, f−1(x) =
ln(2)
x

donc, d’après Riemann, f−1 n’est ni intégrable en 0+, ni en +∞.

• Si α < −1, fα(x) =
+∞

o

(
1

x
1−α
2

)
par croissances comparées donc fα est intégrable en +∞ parRiemann

car 1− α
2

> 1 et fα(x)∼
0

1

xα+2 avec α+ 2 < 1 donc fα est intégrable en 0+ par Riemann.

Ainsi, fα est intégrable sur R∗
+ si et seulement si α ̸= −1, et comme fα est positive, on en déduit que∫ +∞

0
xα ln

(
1+ 1

x2α+2

)
dx converge si et seulement si α ̸= −1.

b. Méthode 1 : pour calculer Iα =
∫ +∞

0
xα ln

(
1+ 1

x2α+2

)
dx dans le cas où α ̸= −1, on pose uα : x 7→ xα+1

α+ 1

et vα : x 7→ ln

(
1+ 1

x2α+2

)
qui sont de classe C1 sur R∗

+. Traitons deux cas :

• Si α > −1, on a uα(x)vα(x)∼
0
−2xα+1 ln(x) donc lim

x→0+
uα(x)vα(x) = 0 par croissances comparées

car α + 1 > 0 et uα(x)vα(x) ∼
+∞

1

xα+1 donc lim
x→+∞

uα(x)vα(x) = 0. Ainsi, par intégration par parties,

Iα = −
∫ +∞

0

xα+1

α+ 1

(−(2α+ 2)x−2α−3

1+ x−(2α+2)

)
dx = 2

∫ +∞

0

x−α−2dx

1+ (x−α+1)2
=
[
− 1

α+ 1
Arctan(x−α−1)

]+∞

0
.

Comme lim
x→0+

x−α−1 = +∞, lim
x→+∞

x−α−1 = 0 et lim
t→+∞

Arctan(t) = π

2
, on a Iα = π

α+ 1
.

• Si α < −1, uα(x)vα(x) ∼
+∞
−2xα+1 ln(x) donc lim

x→+∞
uα(x)vα(x) = 0 par croissances comparées car
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α+1 < 0 et uα(x)vα(x)∼
0

1

xα+1 donc lim
x→0+

uα(x)vα(x) = 0. Par conséquent, par intégration par parties,

Iα = −
∫ +∞

0

xα+1

α+ 1

(−(2α+ 2)x−2α−3

1+ x−(2α+2)

)
dx = 2

∫ +∞

0

x−α−2dx

1+ (x−α+1)2
=
[
− 1

α+ 1
Arctan(x−α−1)

]+∞

0
.

Comme lim
x→0+

x−α−1 = 0, lim
x→+∞

x−α−1 = +∞ et lim
t→+∞

Arctan(t) = π

2
, on a Iα = − π

α+ 1
.

On peut unifier cette formule, ∀α ̸= −1, Iα = π

|α+ 1| .

Méthode 2 : on effectue, pour α ̸= −1, on pose u = xα+1, ou x = φα(u) = u
1

α+1 . Traitons deux cas :

• Si α > −1, φα est une bijection strictement croissante et de classe C1 de R∗
+ dans R∗

+, donc, par

linéarité, Iα =
∫ +∞

0
u

α
α+1 ln

(
1+ 1

u2

)(
1

α+ 1
u

−α
α+1

)
du = 1

α+ 1

∫ +∞

0
ln

(
1+ 1

u2

)
du.

• Si α < −1, φα est une bijection strictement décroissante et de classe C1 de R∗
+ dans R∗

+, donc, par

linéarité, Iα =
∫ 0

+∞
u

α
α+1 ln

(
1+ 1

u2

)(
1

α+ 1
u

−α
α+1

)
du = − 1

α+ 1

∫ +∞

0
ln

(
1+ 1

u2

)
du.

Comme
∫ +∞

0
ln

(
1+ 1

u2

)
du ne dépend pas de u, se calcule facilement par le même type d’intégration par

parties que ci-dessus, et vaut π, on en déduit à nouveau que ∀α ̸= −1, Iα = π

|α+ 1| .

Il est à noter que cette méthode montrait que, pour α ̸= −1, l’intégrale
∫ +∞

0
xα ln

(
1+ 1

x2α+2

)
dx était de

même nature que
∫ +∞

0
ln

(
1 + 1

u2

)
du, c’est-à-dire convergente car h : u 7→ ln

(
1 + 1

u2

)
est continue sur

R∗
+, vérifie h(u) ∼

+∞
1

u2
et h(u)∼

0
−2 ln(u)=

0
o

(
1√
u

)
, donc h est intégrable en 0 et en +∞ par Riemann.� �

9� �� �
10� �� �
11� �
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� �
PRÉPARATION ORAUX 2026 THÈME 2

ALGÈBRE LINÉAIRE ET GÉNÉRALE� �� �
12� �a. Soit x ∈ Mn,1(R) défini par xT = (x1 · · · xn) tel que Ax > 0. On a donc les inégalités 2x1 − x2 > 0,

∀i ∈ [[2;n− 1]], −xi−1 + 2xi − xi+1 > 0 et −xn−1 + 2xn > 0.

Soit un indice i0 ∈ [[1;n]] tel que xi0 = Min
i∈[[1;n]]

(xi). Distinguons trois cas :

• si i0 = 1, on a x1 > x2 − x1 > 0 par minimalité de xi0 .

• si i0 ∈ [[2;n− 1]], on a (xi0−1 − xi0) + (xi0+1 − xi0) 6 0 alors que xi0−1 − xi0 > 0 et xi0+1 − xi0 > 0

donc xi0−1 − xi0 = xi0+1 − xi0 = 0 et xi0−1 = xi0 = xi0+1. On continue de proche en proche pour

obtenir x1 = · · · = xn et on se ramène au premier ou au dernier cas pour avoir xi0 > 0.

• si i0 = n, on a xn > xn−1 − xn > 0.

Dans tous les cas, on a donc xi0 > 0 donc ∀k ∈ [[1;n]], xk > 0 donc x > 0.

b. Si x ∈ Ker(A), Ax = 0 > 0 donc x > 0 d’après a. et A(−x) = 0 > 0 donc, de même, −x > 0 et on en

déduit que x = 0. Ainsi, Ker(A) = {0} donc, comme A ∈ Mn(R) est carrée, A est inversible.

c. La j-ième colonne de A−1 est A−1ej, et comme A(A−1ej) = ej > 0, par définition de la monotonie d’une

matrice, on a A−1ej > 0 donc tous les coefficients de la matrice A−1 sont positifs, ce qui s’écrit A−1 > 0.� �
13� �� �
14� �� �
15� �a. Posons Sn l’ensemble de toutes les permutations de [[1;n]] et Dn l’ensemble des dérangements de [[1;n]].

Méthode 1 : pour un entier i ∈ [[1;n]], soit Fi l’ensemble des permutations de [[1;n]] qui fixent l’élément i,

c’est-à-dire Fi = {σ ∈ Sn | σ(i) = 1}. Par définition, une permutation qui n’est pas un dérangement fixe

au moins un entier i de [[1;n]] donc Dn =

n∪
i=1

Fi. Par la formule du crible (hors programme), on a donc

card (Dn) =
n∑

i=1

card (Fi)−
∑

16i,j6n

card (Fi∩Fj)+
∑

16i<j<k6n

card (Fi∩Fj∩Fk)−· · ·+(−1)n−1card (F1∩· · ·∩Fn).

Pour j ∈ [[1;n]], quelle que soit la famille (i1, · · · , ij) telle que 1 6 i1 < i2 < · · · < ij, il y a (n − j)!

permutations dans

j∩
k=1

Fik car les éléments i1, · · · , ij sont fixes par une permutation de cet ensemble et

les images des n − j autres sont quelconques, ce qui fait (n − j)! manières de les permuter. Comme il y

a

(
n

j

)
façons de prendre une telle famille (i1, · · · , ij) telle que 1 6 i1 < i2 < · · · < ij car il faut juste

choisir j éléments parmi n, on a donc card (Dn) = n! − card (Dn) = n! − Dn =
n∑

k=1

(−1)k−1

(
n

k

)
(n − k)!.

On a donc Dn = n! +
n∑

k=1

(−1)k
(
n

k

)
(n − k)! =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n − k)! car (−1)0

(
n

0

)
(n − 0)! = n!. Mais(

n

k

)
(n− k)! = n!(n− k)!

k!(n− k)!
=
n!

k!
donc Dn = n!

n∑
k=0

(−1)k
k!

.
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Méthode 2 : si on note Dk
n l’ensemble des permutations de [[1;n]] qui ont exactement k points fixes pour tout

k ∈ [[0;n]], il est clair que {D0
n, · · · ,Dn

n} est une partition de Sn donc card (Sn) = n! =
n∑

k=0

card (Dk
n). Or,

D0
n = Dn donc card (D0

n) = Dn, D
n
n = {id [[1;n]]} donc card (Dn

n) = 1 = D0 en posant D0 = 1 par convention

et Dn−1
n = ∅ donc card (Dn−1

n ) = 0 =

(
n

1

)
D1 car D1 = 0. En général, pour k ∈ [[1;n− 1]], pour choisir une

permutation σ de Dk
n, on choisit de

(
n

k

)
manières les k éléments de [[1;n]] qui vont être fixes par σ. Ensuite il

faut déranger les n−k autres, et on a Dn−k façons de le faire. Ainsi, on en déduit que card (Dk
n) =

(
n

k

)
Dn−k

ce qui donne n! =
n∑

j=0

(
n

n− j

)
Dj =

n∑
j=0

(
n

j

)
Dj en posant k = n − j car

(
n

n− j

)
=

(
n

j

)
. Par conséquent,

on a ∀i ∈ [[0;n]], i! =
n∑

j=0

(
i

j

)
Dj, ce qui se traduit matriciellement par AX = Y avec A =

((
i

j

))
06i,j6n

,

XT = (D0 D1 · · · Dn) et YT = (0! 1! · · · n!). La matrice AT =

((
j

i

))
06i,j6n

est triangulaire supérieure

et “contient” le triangle de Pascal, c’est surtout la matrice de l’endomorphisme f : P 7→ P(X + 1) de

E = Rn[X] dans la base canonique B = (1, X, · · · , Xn). Comme f est un automorphisme de E avec f−1 : P 7→

P(X − 1), (AT )−1 = (A−1)T = MatB(f
−1) =

(
(−1)j−i

(
j

i

))
06i,j6n

donc A−1 =

(
(−1)i−j

(
i

j

))
06i,j6n

.

Alors, X = A−1Y donc, en regardant sur la dernière ligne de cette relation matricielle, on a la relation

Dn =
n∑

j=0

(−1)n−j

(
n

j

)
j! = n!

n∑
j=0

(−1)n−j 1

(n− j)! = n!
n∑

k=0

(−1)k
k!

en posant k = n− j.

b. D’après a., Dn

n!
=

n∑
k=0

(−1)k
k!

est la somme partielle de la série numérique
∑
n>0

(−1)n
n!

. Or on sait que

∀z ∈ C, ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
. Pour z = −1,

+∞∑
n=0

zn

n!
= e−1 = 1

e
. Par conséquent, lim

n→+∞
Dn

n!
= 1

e
∼ 0, 37 qui

représente la probabilité limite qu’une permutation quelconque a d’être un dérangement, ou la proportion

limite de dérangements parmi les permutations de [[1;n]].

c. Méthode 1 : A est symétrique réelle donc, d’après le théorème spectral elle est diagonalisable. Comme

A + In = (1)16i,j6n est de rang 1, Ker(A + In) = E−1(A) est un hyperplan de Rn par la formule du rang,

il est d’équation x1 + · · · + xn = 0 et est l’hyperplan orthogonal au vecteur (1, · · · , 1). Comme Tr (A) = 0,

la dernière valeur propre de A est n− 1 et elle est simple. En posant U ∈ Mn,1(R) tel que UT = (1 · · · 1),

on a AU = (n − 1)U donc En−1(A) = Vect(U). A est donc semblable à D = diag(−1, · · · ,−1, n − 1) donc

det(A) = det(D) = (−1)n−1(n− 1).

Méthode 2 : avec l’opération de Gauss Cn ←− Cn + · · · + C1 et par linéarité par rapport à la dernière

colonne, det(A) = (n − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1 1

1 0
. . .

...
...

...
. . .

. . . 1
...

...
. . . 0

...
1 · · · · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, puis, avec les opérations C1 ←− C1 − Cn, C2 ←− C2 − Cn,
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· · · , Cn−1 ←− Cn−1 − Cn, on obtient det(A) = (n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 · · · 0 1

0 −1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
...

...
. . . −1

...
0 · · · · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (n− 1)(−1)n−1.

d. Avec la formule du déterminant clairement hors programme, on a det(A) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

aσ(k),k où Sn

est l’ensemble de toutes les permutations de [[1;n]] et ε(σ) la signature de la permutation σ. Pour σ ∈ Sn, s’il

existe k ∈ [[1;n]] tel que σ(k) = k, on a aσ(k),k = 0 donc
n∏

i=1

aσ(i),i = 0. Ainsi, les seules permutations qui

contribuent à det(A) sont les dérangements σ pour lesquels
n∏

k=1

aσ(k),k = 1. Si on note Dn les dérangements

de Sn, D+
n les dérangements de Sn de signature +1 et D−

n les dérangements de Sn de signature −1, on a

det(A) =
∑

σ∈Dn

ε(σ) =
∑

σ∈D+
n

1−
∑

σ∈D−
n

1 = D+
n −D−

n .

e. D’après a., c. et d., D+
n +D−

n = Dn = n!
n∑

k=0

(−1)k
k!

et D+
n −D−

n = (−1)n−1(n− 1). Par conséquent, on

trouve D+
n = 1

2

(
(−1)n−1(n− 1) + n!

n∑
k=0

(−1)k
k!

)
et D−

n = 1

2

(
(−1)n(n− 1) + n!

n∑
k=0

(−1)k
k!

)
.� �

16� �� �
17� �� �
18� �� �
19� �� �
20� �� �
21� �� �
22� �a. Pour (M,M′) ∈ Mn(R)2, on écrit M = A+ λIn et M′ = B+ λ′In avec (A, B) ∈ F2 et (λ, λ′) ∈ R2 puisque

Mn(R) = F ⊕ Vect(In), alors p(M) = λIn et p(M′) = λ′In et MM′ = (AB + λB + λ′A) + λλ′In. Comme

AB+λB+λ′A ∈ F car F est un sous-espace de Mn(R) stable par produit matriciel, on obtient p(MM′) = λλ′In

donc p(MM′) = p(M)p(M′).

b. De même, pour M ∈ Mn(R), si on écrit M = A+ λIn avec A ∈ F et λ ∈ R, alors M2 = (A2+ 2λA)+ λ2In

avec A2 + 2λA ∈ F. Si M2 ∈ F, alors p(M2) = λ2In = 0 donc λ = 0 et M ∈ F.

c. D’après le cours, ∀(i, j, k, ℓ) ∈ [[1;n]]2, Ei,jEk,ℓ = δj,kEi,ℓ.

d. Pour (i, j) ∈ [[1;n]]2, traitons deux cas :

Si i ̸= j , E2i,j = Ei,jEi,j = δj,iEi,j = 0 donc E2i,j ∈ F car 0 ∈ F donc, d’après la question précédente, Ei,j ∈ F.

Si i = j , avec k ∈ [[1;n]] \ {i} (n > 2), Ei,kEk,i = Ei,i ∈ F car Ei,k ∈ F et Ek,i ∈ F et d’après le premier cas.

Ainsi, toutes les matrices élémentaires sont dans F, ce qui montre que Vect(Ei,j | (i, j) ∈ [[1;n]]2) = Mn(R) ⊂ F

donc que F = Mn(R). Mais ceci contredit le fait que F soit un hyperplan de E.

Il n’existe donc aucun hyperplan de Mn(R) stable par produit dont Vect(In) soit un supplémentaire.

Pour n = 1, un tel hyperplan existerait bien et ce serait F = {0}, mais ça n’a que peu d’intérêt.
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� �
PRÉPARATION ORAUX 2026 THÈME 3

SÉRIES NUMÉRIQUES, SÉRIES DE

FONCTIONS ET SÉRIES ENTIÈRES� �� �
23� �� �
24� �� �
25� �� �
26� �� �
27� �� �
28� �� �
29� �� �
30� �� �
31� �� �
32� �� �
33� �� �
34� �� �
35� �a. Posons un = Hn − ln(n) pour n ∈ N∗. On a ∀n > 2, un − un−1 = 1

n
+ ln

(
1 − 1

n

)
donc, avec

les développements limités, un − un−1 =
+∞

1

n
− 1

n
+ O

(
1

n2

)
=
+∞

O

(
1

n2

)
donc, par comparaison, la série∑

n>2

(un − un−1) converge. Par dualité suite-série, la suite (un)n∈N∗ converge. Si on note γ sa limite, on a

donc lim
n→+∞

(Hn − ln(n)) = γ, ce qui s’écrit aussi Hn =
+∞

ln(n) + γ+ o(1).

b. D’après a., H2n − Hn =
+∞

ln(2n) + γ − ln(n) − γ + o(1) donc H2n − Hn =
+∞

ln(2) + o(1) et on a donc

lim
n→+∞

(H2n −Hn) = ln(2). On pouvait aussi, comme H2n −Hn =
2n∑

k=n+1

1

k
=

n∑
j=1

1

n+ j
en posant k = n+ j,

obtenir cette limite avec les sommes de Riemann. En effet, H2n − Hn = b− a
n

n∑
k=1

f

(
a + kb− a

n

)
en

posant a = 0, b = 1 et f : t 7→ 1

1+ t
qui est continue sr le segment [0; 1]. Par théorème, on a donc

lim
n→+∞

(H2n − Hn) =
∫ 1

0
f(t)dt = [ln(1+ t)]10 = ln(2) avec la même conclusion.

c. La fraction rationnelle 1

2X3 + 3X2 + X
est de degré −3, est écrite sous forme irréductible, et admet 0, −1

et 1
2
comme pôles simples car 2X3 + 3X2 + X = 2X

(
X2 + 3

2
X + 1

2

)
= 2X(X + 1)

(
X − 1

2

)
. En écrivant donc

13



1

2X3 + 3X2 + X
= a

X
+ b

X+ 1
+ c

2X+ 1
, on obtient a = 1, b = 1 et c = −4 par des méthodes usuelles ou par

identification, de sorte que 1

2X3 + 3X2 + X
= 1

X
+ 1

X+ 1
− 4

2X+ 1
.

d. La série
∑
n>1

1

an
converge par critère de Riemann car ∀n ∈ N, an ̸= 0 et que l’on a la formule classique

an =
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
donc an ∼

+∞
n3

3
et 1

an
=
+∞

O

(
1

n3

)
. Si on pose Sn =

n∑
k=1

1

ak
, d’après c.,

il vient Sn =
n∑

k=1

(
6

k
+ 6

k+ 1
− 24

2k+ 1

)
= 6Hn + 6

(
Hn + 1

n+ 1
− 1
)
− 24

(
− 1 +

2n+1∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

2k

)
, donc

Sn = 6Hn + 6

(
Hn + 1

n+ 1
− 1
)
− 24

(
− 1+ H2n + 1

2n+ 1
− Hn

2

)
= 18− 24(H2n − Hn) +

6

n+ 1
− 24

2n+ 1
.

En passant à la limite avec b., on a
+∞∑
n=1

1

an
= lim

n→+∞
Sn = 18− 24 ln(2) ∼ 1, 36.� �

36� �� �
37� �� �
38� �� �
39� �a. Pour x ∈ R et n ∈ N∗, posons un =

(−1)ne−nx

n
. Traitons trois cas :

• Si x = 0, un =
(−1)n
n

et, comme (un)n∈N∗ est alternée, que la suite (|un|)n∈N∗ est décroissante et

tend vers 0, la série
∑
n>1

un converge par le critère spécial des séries alternées.

• Si x > 0, |un| = e−nx

n
=
+∞

o((e−x)n) et la série géométrique
∑
n>1

(e−x)n converge car |e−x| < 1 donc,

par comparaison, la série
∑
n>1

un converge absolument donc converge.

• Si x < 0, lim
n→+∞

|un| = +∞ donc
∑
n>1

un diverge grossièrement.

Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R+.

b. Pour n ∈ N∗, soit fn : R+ → R définie par fn(x) =
(−1)ne−nx

n
.

(H1) la série de fonctions
∑
n>1

fn converge simplement sur R+ d’après a..

(H2) les fonctions fn sont toutes continues sur R+ par opérations.

(H3) Pour x ∈ R+ et n ∈ N∗, comme (|fn(x)|)n∈N∗ est décroissante et tend vers 0, par le critère spécial

des séries alternées, si Rn(x) =
+∞∑

k=n+1

fk(x), on a |Rn(x)| 6 |fn+1(x)| = e−(n+1)x

n+ 1
6 1

n+ 1
. Ainsi,

Rn est bornée sur R+ et ||Rn||∞,R+
6 1

n+ 1
donc

∑
n>1

fn converge uniformément sur R+ par

encadrement car lim
n→+∞

1

n+ 1
= 0.

Ainsi, par le théorème de continuité des séries de fonctions, S est continue sur R+.

c. S est continue sur [0; +∞[ et, comme la série
∑
n>1

fn(x) converge par le critère spécial des séries alternées

car la suite (|fn(x)|)n∈N∗ est décroissante et tend vers 0 pour tout x ∈ R+, on sait majorer le reste et avoir,

pour x ∈ R+, |S(x)| = |R0(x)| 6 |f1(x)| = e−x. Comme S(x) =
+∞

O(e−x), par comparaison à une intégrale de

référence, S est intégrable en +∞.
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d. Utilisons cette fois-ci le théorème de dérivation des séries de fonctions :

(H1) la série de fonctions
∑
n>1

fn converge simplement sur R∗
+ ⊂ R+.

(H2) les fonctions fn sont toutes de classe C1 sur R∗
+ par opérations et f′n(x) = (−1)n+1e−nx.

(H3) pour a > 0, x ∈ [a; +∞[ et n ∈ N∗, |f′n(x)| = e−nx 6 e−na = (e−a)n = |f′n(a)|. Ainsi,

||f′n||∞[a;+∞[ = (e−a)n et, comme la série géométrique
∑
n>1

(e−a)n converge,
∑
n>1

f′n converge nor-

malement sur tout segment de R∗
+ on peut remplacer [a; +∞[ par [a; b] sans rien changer.

Par ce théorème, la fonction S est de classe C1 sur R∗
+.

e. Pour x > 0, on a S′(x) =
+∞∑
n=1

f′n(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1e−nx = e−x

1+ e−x car |e−x| < 1. Comme R∗
+ est un

intervalle et que x 7→ − ln(1 + e−x) est une primitive de x 7→ e−x

1+ e−x , il existe une constante C ∈ R telle

que ∀x > 0, S(x) = C− ln(1+ e−x).

Par convergence uniforme de
∑
n>1

fn sur R+, comme ∀n ∈ N∗, lim
x→+∞

fn(x) = 0 = ℓn, le théorème de la

double limite permet de conclure que lim
x→+∞

S(x) =
+∞∑
n=1

ℓn = 0. Ainsi, comme lim
x→+∞

ln(1 + e−x) = 0, on

conclut que C = 0 donc que ∀x ∈ R∗
+, S(x) = − ln(1 + e−x). Mais comme S et x 7→ − ln(1 + e−x) sont

continues en 0 d’après b., on a donc ∀x ∈ R+, S(x) = − ln(1 + e−x). C’était direct avec les séries entières

car on sait que ∀u ∈]− 1; 1[, ln(1+ u) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1un

n
. Restait à prolonger en 0.

f. Utilisons le théorème d’intégration terme à terme.

(H1) la série de fonctions
∑
n>1

fn converge simplement sur R+ d’après a..

(H2) les fonctions fn sont toutes continues et intégrables sur R+ car ∀n ∈ N∗, fn(x) =
+∞

O(e−x).

(H3) la fonction S est continue sur R+ d’après b..

(H4) pour n ∈ N∗,
∫ +∞

0
|fn(x)|dx = 1

n

[
− e−nx

n

]+∞

0
= 1

n2 et la série de Riemann
∑
n>1

1

n2 converge.

Ainsi, S est intégrable sur R+ (on le savait déjà) et
∫ +∞

0
S(x)dx =

+∞∑
n=1

∫ +∞

0
fn(x)dx =

+∞∑
n=1

(−1)n
n2 . Posons

Tn =
n∑

k=1

(−1)k+1

k2
et Sn =

n∑
k=1

1

k2
pour n ∈ N∗. Comme

(−1)k+1

k2
=
+∞

O

(
1

k2

)
, par comparaison, la série∑

k>1

(−1)k+1

k2
converge donc la suite (Tn)n∈N∗ converge. Pour n ∈ N∗, T2n = S2n − 2

n∑
k=1

1

(2k)2
S2n − Sn

2

donc lim
n→+∞

Tn = lim
n→+∞

T2n = 1

2
× π2

6
= π2

12
. Ainsi,

∫ +∞

0
S(x)dx = −π

2

12
.� �

40� �� �
41� �� �
42� �� �
43� �a. Pour n ∈ N, posons Pn = “0 6 un+2 6 2n+2, 0 6 un+1 6 2n+1, 0 6 un 6 2n”.

Initialisation : 0 6 u2 = 3 6 4 = 22, 0 6 u1 = 2 6 2 = 21 et 0 6 u0 = 0 6 1 = 20 donc P0 est vraie.
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Hérédité : soit n ∈ N tel que Pn est vraie, on a déjà 0 6 un+2 6 2n+2, 0 6 un+1 6 2n+1. De plus,

0 = 0+ 0 6 un+3 = un+1 + un 6 2n+1 + 2n = 3.2n 6 2n+3 car 3 6 8. Ainsi, Pn+1 est vraie.

Par principe de récurrence, on a bien ∀n ∈ N, Pn est vraie donc ∀n ∈ N, 0 6 un 6 2n.

b. Pour x ∈ R, d’après a., |unxn| 6 |2x|n donc (unx
n)n∈N est bornée si |x| 6 1

2
ce qui prouve, par définition

du rayon de convergence de
∑
n>0

unx
n, que R > 1

2
. On a donc bien R > 0.

c. Pour x ∈]−R;R[, on a x3f(x) =
+∞∑
n=0

unx
n+3 =

+∞∑
n=0

(un+3−un+1)x
n+3 ce qui s’écrit aussi, en rajoutant les

termes manquants x3f(x) =
[
f(x)− u0 − u1x− u2x2

]
− x2

[
f(x)− u0

]
ou encore (1− x2 − x3)f(x) = 2x+ 3x2.

Si on avait 1− x2 − x3 = 0, alors on aurait aussi 2x+ 3x2 = 0 donc x = 0 ou x = −2
3
. Or ni 0, ni −2

3
ne sont

racines du polynôme P = X3+X2−1 car P(0) = −1 ̸= 0 et P
(
− 2
3

)
= − 8

27
+ 4
9
−1 = −8+ 12− 27

27
= −23

27
̸= 0.

Ainsi, ∀x ∈]− R;R[, 1− x2 − x3 ̸= 0 donc f(x) = 2x+ 3x2

1− x2 − x3
.

d. Le polynôme P admet trois racines complexes r1, r2, r3 d’après le théorème de d’Alembert-Gauss. La

fonction polynomiale P vérifie P′(x) = 3x2+ 2x = x(3x+ 2) donc P est strictement croissante sur
]
−∞;−2

3

]
,

strictement croissante sur
[
− 2

3
; 0
]
et strictement croissante sur R+. Comme P

(
− 2

3

)
= −23

27
< 0 et

P(0) = −1 < 0, P ne s’annule qu’une seule fois sur R en un réel α ∈]0; 1[ (α ∼ 0, 755) car P(1) = 1 > 0.

Prenons r1 = α, les deux autres racines de P sont donc complexes conjuguées car P est un polynôme à

coefficients réels, donc r3 = r2. Comme r1r2r2 = 1 avec les relations coefficients-racines, on a |r2|2 = 1

r1
> 1

donc |r2| > |r1| = r1. P est donc scindé à racines simples sur C et P = (X− r1)(X− r2)(X− r2).

D’après la question c., ∀x ∈]− R;R[, P(x) ̸= 0 donc r1 /∈]− R;R[ ce qui prouve que R 6 r1.

En posant A = 2X+ 3X2, la fraction rationnelle F = −A
P

= 2X+ 3X2

1− X2 − X3 est mise sous forme irréductible car

les racines de A, 0 et −2
3
, ne sont pas racines de P. F est de degré −1 strictement négatif et n’a que des pôles

simples donc on sait qu’il existe des constantes α1, α2, α3 telles que F = α1

X− r1
+ α2

X− r2
+ α3

X− r3
(il n’y a

pas de partie entière). On sait d’après le cours que αi = −
A(ri)
P′(ri)

donc, comme A = P′, on a αi = −1. Par

conséquent, F = 1

r1 − X
+ 1

r2 − X
+ 1

r3 − X
= 1

r1
. 1

1− (X/r1)
+ 1

r2
. 1

1− (X/r2)
+ 1

r2
. 1

1− (X/r2)
.

Soit x ∈] − r1; r1[, comme
∣∣∣ x
r1

∣∣∣ < 1,
∣∣∣ x
r2

∣∣∣ < 1 et
∣∣∣ x
r2

∣∣∣ < 1, on a 1

1− x

r1

=
+∞∑
n=0

xn

rn1
, 1

1− x

r2

=
+∞∑
n=0

xn

rn2
et

1

1− x

r2

=
+∞∑
n=0

xn

r2
n donc 2x+ 3x2

1− x2 − x3
=

+∞∑
n=0

(
1

r
n+1
1

+ 1

r
n+1
2

+ 1

r2
n+1

)
xn. Par unicité des coefficients d’une

série entière sur ]− R;R[, on a ∀n ∈ N, un = 1

r
n+1
1

+ 1

r
n+1
2

+ 1

r2
n+1 donc un ∼

+∞
1

r
n+1
1

et, par d’Alembert,

R = r1 car lim
n→+∞

un+1

un
= 1

r1
. C’est général, le rayon du convergence d’une fraction rationnelle qui n’admet

pas 0 comme pôle est le plus petit module de ses racines.� �
44� �a. Pour x ∈ R et n ∈ N∗, posons un = e−nx

n
. Traitons trois cas :

16



• Si x = 0, un = 1

n
et la série harmonique de Riemann

∑
n>1

1

n
diverge.

• Si x > 0, un = e−nx

n
=
+∞

o((e−x)n) et la série géométrique
∑
n>1

(e−x)n converge car |e−x| < 1 donc,

par comparaison, la série à termes positifs
∑
n>1

un converge aussi.

• Si x < 0, lim
n→+∞

un = +∞ donc
∑
n>1

un diverge grossièrement.

Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R∗
+.

b. Pour n ∈ N∗, soit fn : R+ → R définie par fn(x) =
e−nx

n
.

Limite en +∞ :
(H1) la série de fonctions

∑
n>1

fn converge simplement sur R+ d’après a..

(H2) les fonctions fn admettent des limites finies en +∞ qui sont lim
x→+∞

fn(x) = 0 = ℓn.

(H3) Pour n ∈ N∗, on a ||fn||∞,[1;+∞[ = |fn(1)| = e−n

n
=
+∞

o

(
1

n2

)
par croissances comparées donc,

comme la série de Riemann
∑
n>1

1

n2 converge, la série
∑
n>1

fn converge normalement sur [1; +∞[.

Ainsi, par le théorème de double limite, lim
x→+∞

S(x) =
+∞∑
n=1

ℓn = 0.

Limite en 0+ : pour n ∈ N∗, en notant Sn : x 7→
n∑

k=1

e−kx

k
, on a ∀x ∈ R∗

+, 0 6 Sn(x) 6 S(x) car on ne

somme que des quantités positives. Comme toutes les fn sont décroissantes sur R∗
+, S est aussi décroissante

sur R∗
+. Par le théorème de la limite monotone, S admet une limite ℓ, finie ou +∞, en 0+. En passant à la

limite quand x tend vers 0+ dans l’inégalité 0 6 Sn(x) 6 S(x), on obtient
n∑

k=1

1

k
= Hn 6 ℓ (valable même si

ℓ = +∞). Or on sait que la série harmonique diverge donc que lim
n→+∞

Hn = +∞. En faisant tendre n vers

+∞ dans l’inégalité précédente, on a ℓ = +∞. Ainsi, lim
x→0+

S(x) = +∞.

c. Pour x ∈ R∗
+, comme |e−x| < 1 et que ∀t ∈]− 1; 1[, ln(1− t) = −

+∞∑
n=1

tn

n
, on a S(x) = − ln(1− e−x).

d. Utilisons le théorème d’intégration terme à terme.

(H1) la série de fonctions
∑
n>1

fn converge simplement sur R∗
+ d’après a..

(H2) les fonctions fn sont toutes continues et intégrables sur R∗
+ car ∀n ∈ N∗, fn(x) =

+∞
O(e−x) et fn

se prolonge par continuité en 0 en posant fn(0) =
1

n
.

(H3) la fonction S est continue sur R∗
+ car toutes les fonctions fn le sont et que, comme en c., on a

convergence normale de
∑
n>1

fn sur tout segment de R∗
+.

(H4) pour n ∈ N∗,
∫ +∞

0
|fn(x)|dx = 1

n

[
− e−nx

n

]+∞

0
= 1

n2 et la série de Riemann
∑
n>1

1

n2 converge.

Ainsi,
∫ +∞

0
S(x)dx =

+∞∑
n=1

∫ +∞

0
fn(x)dx =

+∞∑
n=1

1

n2 = ζ(2) = π2

6
.� �

45� �� �
46� �
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� �
PRÉPARATION ORAUX 2026 THÈME 4

ESPACES VECTORIELS NORMÉS� �� �
47� �D’abord, pour P ∈ E, f(P) est bien un polynôme à coefficients réels donc f(P) ∈ E. Pour (P,Q) ∈ E2 et λ ∈ R,

on a f(λP+Q) = 1

2

(
(λP+Q)

(
X

2

)
+ (λP+Q)

(
X+ 1

2

))
= λ

2

(
P

(
X

2

)
+ P
(
X+ 1

2

))
+ 1

2

(
Q

(
X

2

)
+Q

(
X+ 1

2

))
ce qui donne f(λP +Q) = λf(P) + f(Q) donc f est en endomorphisme de E.

a. Pour P ∈ E et a ∈ R, f2(P)(a) = f(f(P))(a) = 1

2

(
f(P)

(
a

2

)
+ f(P)

(
a+ 1

2

))
et, par définition de f(P), on a

f2(P)(a) = 1

2

(
1

2

(
P

(
a

4

)
+ P

(
a+ 1

4

))
+ 1

2

(
P

(
a+ 2

4

)
+ P

(
a+ 3

4

)))
ce qui donne l’initialisation suivante :

f2(P)(a) = 1

4

(
P

(
a

4

)
+ P

(
a+ 1

4

)
+ P

(
a+ 2

4

)
+ P

(
a+ 3

4

))
.

Soit n > 1 tel que ∀P ∈ E, ∀a ∈ R, fn(P)(a) = 1

2n

2n−1∑
k=0

P

(
a+ k

2n

)
. Par définition, comme fn+1 = fn ◦ f,

on a fn+1(P)(a) = fn(f(P))(a) = 1

2n

2n−1∑
k=0

f(P)
(
a+ k

2n

)
par hypothèse de récurrence puis, par définition de f,

fn+1(P)(a) = 1

2n+1

2n−1∑
k=0

(
P

(
a+ k

2n+1

)
+P
(
a+ k+ 2n

2n+1

))
= 1

2n+1

2n−1∑
k=0

P

(
a+ k

2n+1

)
+ 1

2n+1

2n−1∑
k=0

P

(
a+ k+ 2n

2n+1

)
.

En posant j = k + 2n dans la seconde somme, on a
2n−1∑
k=0

P

(
a+ k+ 2n

2n+1

)
=

2n+1−1∑
k=2n

P

(
a+ j

2n+1

)
donc, en

changeant j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien à fn+1(P)(x) = 1

2n+1

2n+1−1∑
k=0

P

(
a+ k

2n+1

)
.

Par principe de récurrence, ∀P ∈ E, ∀n ∈ N, ∀a ∈ R, fn(P)(x) = 1

2n

2n−1∑
k=0

P

(
a+ k

2n

)
, cette formule étant

même valable quand n = 0 car f0(P)(a) = P(a) = 1

20

20−1∑
k=0

P

(
a+ k

20

)
puisque f0 = id E.

b. Pour n ∈ N∗, posons la somme de Riemann Rn(g) =
1− 0
n

n−1∑
k=0

g

(
0 + k1− 0

n

)
associée à g : [0; 1] → R

continue. D’après un théorème du cours, lim
n→+∞

Rn(g) =
∫ 1

0
g(t)dt. D’après a., fn(P)(0) = R2n(P). Comme

(R2n(P))n∈N est une suite extraite de (Rn(P))n∈N∗ , on a donc lim
n→+∞

fn(P)(0) =
∫ 1

0
P(t)dt.

c. Pour x ∈ [0; 1] et n ∈ N, fn(P)(x) − fn(P)(0) = 1

2n

2n−1∑
k=0

(
P

(
x+ k

2n

)
− P

(
k

2n

))
donc, par inégalité

triangulaire, |fn(P)(x)− fn(P)(0)| 6 1

2n

2n−1∑
k=0

∣∣∣P(x+ k

2n

)
− P
(
k

2n

)∣∣∣. Par inégalité des accroissements finis, en

posantM = ||P′||∞,[0;2] qui existe puisque la P
′ est continue sur le segment [0; 2] d’après le théorème des bornes

atteintes,
∣∣∣P(x+ k

2n

)
− P
(
k

2n

)∣∣∣ 6 Mx

2n
car

(
x+ k

2n
, k

2n

)
∈ [0; 2]2. Ainsi, |fn(P)(x)− fn(P)(0)| 6 2nMx

22n
6 M

2n
.

Ainsi, lim
n→+∞

(fn(P)(x)−fn(P)(0)) = 0 dont on déduit que ∀x ∈ [0; 1], lim
n→+∞

fn(P)(x) =
∫ 1

0
P(t)dt en écrivant

fn(P)(x) =
(
fn(P)(x)− fn(P)(0)

)
+ fn(P)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (polynomiales)

(fn(P))n∈N converge simplement vers la fonction constante c : x 7→
∫ 1

0
P(t)dt sur [0; 1]. D’ailleurs, avec ce
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qui précède, |fn(P)(x)−c(x)| = |fn(P)(x)−fn(P)(0)+fn(P)(0)−c(x)| 6 |fn(P)(x)−fn(P)(0)|+|fn(P)(0)−c(x)|

donc |fn(P)(x)−c(x)| 6 M

2n
+
∣∣∣fn(P)(0)−∫ 1

0
P(t)dt

∣∣∣. Ainsi, ||fn(P)−c||∞,[0;1] 6 M

2n
+
∣∣∣fn(P)(0)−∫ 1

0
P(t)dt

∣∣∣
et lim

n→+∞

(
M

2n
+
∣∣∣fn(P)(0)− ∫ 1

0
P(t)dt

∣∣∣) = 0 donc (fn(P))n∈N converge uniformément vers c sur [0; 1].

d. Comme f(1) = 1 et que 1 ̸= 0, 1 est valeur propre de f. Soit P ∈ E1(T), alors f(P) = P donc, par une

récurrence simple, on a ∀n ∈ N, fn(P) = P. Ainsi, ∀x ∈ [0; 1], P(x) = lim
n→+∞

fn(P)(x) =
∫ 1

0
P(t)dt ce qui

prouve que P est constant. Ainsi, E1(f) = Vect(1).

e. Soit k ∈ R tel que |k| > 1. Supposons qu’il existe P ∈ E telle que f(P) = kP. Par une autre récurrence

simple, il vient ∀n ∈ N, fn(P) = knP. Pour x ∈ [0; 1], comme (fn(P)(x))n∈N converge d’après c. et que

(kn)n∈N diverge, ceci impose que P(x) = 0 pour tout x ∈ [0; 1]. Seule la fonction nulle est dans Ek(f) donc

k n’est pas valeur propre de f si |k| > 1. Par le même argument, comme ((−1)n)n∈N diverge, on en déduit

aussi que E−1(f) = {0} donc que −1 n’est pas valeur propre de T .

f. Pour P ∈ E, on a f(P)′ = 1

4

(
P′
(
X

2

)
+ P′

(
X+ 1

2

))
=

f(P′)
2

. Soit P ∈ E1/2(f), alors f(P) = P

2
donc

P′

2
= f(P)′ =

f(P′)
2

et f(P′) = P′ ce qui, d’après e., montre que P′ ∈ R0[X] d’où P ∈ R1[X]. Réciproquement,

si on pose P = aX + b, alors P ∈ E et f(P) = 1

2

(
aX

2
+ b + aX+ 1

2
+ b

)
= aX

2
+ a

4
+ b = aX+ b

2
= P

2
si et

seulement si a+ 2b = 0 ce qui montre que P = b(1− 2X). Ainsi, E1/2(f) = Vect(1− 2X) et 1
2
∈ Sp(f).� �

48� �a. Images des multiples : Ψ(0E) = Ψ(0E + 0E) = Ψ(0E) + Ψ(0E) donc Ψ(0E) = 0E. Ainsi, pour x ∈ E, on a

Ψ(0.x) = Ψ(0E) = 0E = 0.Ψ(x) mais aussi Ψ(1.x) = 1.Ψ(x). Si, pour un entier n ∈ N∗, on a Ψ(n.x) = n.Ψ(x),

alors Ψ((n + 1).x) = Ψ(n.x + x) = Ψ(n.x) + Ψ(x) = n.Ψ(x) + Ψ(x) par hypothèse de récurrence donc

Ψ((n+ 1).x) = (n+ 1).Ψ(x). On a établi par récurrence que ∀n ∈ N, Ψ(n.x) = n.Ψ(x).

Continuité en 0E : soit ε > 0, il existe un entier n ∈ N∗ tel que M
n

6 ε. Alors, en posant α = 1

n
> 0, on a

∀x > E, ||x|| 6 α =⇒ ||n.x|| 6 1 =⇒ ||Ψ(n.x)|| 6 M ⇐⇒ n||Ψ(x)|| 6 M ⇐⇒ ||Ψ(x)|| 6 M

n
6 ε. La fonction

Ψ est bien continue en 0E.

Continuité sur E : soit x0 ∈ E, d’après l’équation fonctionnelle vérifiée par Ψ, Ψ(x)−Ψ(x0) = Ψ(x−x0) pour
x ∈ E. Par continuité de Ψ en 0E, on a lim

x→x0

Ψ(x − x0) = lim
h→0E

Ψ(h) = 0E donc lim
x→x0

(
Ψ(x) − Ψ(x0)

)
= 0E

ce qui montre lim
x→x0

Ψ(x) = Ψ(x0) et la continuité de Ψ en x0.

La fonction Ψ est donc continue sur E.

b. Pour tout vecteur x ∈ E, on sait déjà d’après la question a. que ∀n ∈ N, Ψ(n.x) = n.Ψ(x) donc

Ψ(0E) = 0E = Ψ(n.x + (−n).x) = Ψ(n.x) + Ψ((−n).x) puis Ψ((−n).x) = −Ψ(n.x) = −n.Ψ(x) = (−n).Ψ(x).

Ainsi, ∀n ∈ Z, ∀x ∈ E, Ψ(n.x) = n.Ψ(x). Pour q ∈ N∗, en posant y = 1

q
.x, on a Ψ(q.y) = qΨ(y) donc

Ψ
(
1

q
.x

)
= 1

q
.Ψ(x) et, pour p ∈ Z, on a Ψ

(
p

q
.x

)
= Ψ

(
p.

(
1

q
.x

))
= p.

(
Ψ
(
1

q
.x

))
= p

q
.Ψ(x). Par conséquent,

on a ∀r ∈ Q, Ψ(r.x) = r.Ψ(x). Reste à passer des rationnels aux réels.

Pour tout réel λ, si on pose αn =
⌊nλ⌋
n

pour n ∈ N∗, par définition de la partie entière, nλ− 1 < ⌊nλ⌋ 6 nλ
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donc λ− 1

n
< an 6 λ et on a lim

n→+∞
an = λ par encadrement. Comme ||an.x−λ.x|| = |an−λ| ||x||, on a aussi

lim
n→+∞

an.x = λ.x puis, par continuité de Ψ, on en déduit que lim
n→+∞

Ψ(an.x) = Ψ(λ.x). Or Ψ(an.x) = an.Ψ(x)

car an est un rationnel donc lim
n→+∞

Ψ(an.x) = λ.Ψ(x). Par unicité de la limite, il vient Ψ(λ.x) = λ.Ψ(x). Ceci

étant valable pour tout réel λ et tout vecteur x ∈ E, et comme on a déjà ∀(x, y) ∈ E2, Ψ(x+y) = Ψ(x)+Ψ(y)

par hypothèse, on peut conclure que Ψ est un endomorphisme de E.� �
49� �� �
50� �� �
51� �� �
52� �� �
53� �� �
54� �� �
55� �� �
56� �� �
57� �a. Soit f : E → R définie par f(x) =< u(x), x >. On peut décomposer f = g ◦ h avec h : E → E2 définie par

h(x) = (u(x), x) qui est linéaire donc continue en dimension finie et g : E2 → R définie par g(x, y) =< x, y >

qui est bilinéaire en dimension finie donc continue. Par composition, f est donc continue sur E. Comme la

sphère unité S = {x ∈ E | ||x|| = 1} est un fermé borné de E en dimension finie, la fonction f étant continue

sur S, elle y est bornée et y atteint ses bornes par le théorème des bornes atteintes. Par conséquent, il existe

un vecteur unitaire x0 ∈ S tel que ∀x ∈ S, f(x) =< u(x), x >> < u(x0), x0 >= f(x0).

b. Pour t ∈ R, ||γ(t)||2 = || cos(t)x0+sin(t)y0||2 = || cos(t)x0||2+ || sin(t)y0||2 par Pythagore car x0 ⊥ y0
et, comme x0 et y0 sont unitaires, on a ||γ(t)||2 = cos2(t) + sin2(t) = 1 donc ||γ(t)|| = 1.

c. ∀t ∈ R, ϕ(t) = cos2(t) < u(x0), x0 > +2 cos(t) sin(t) < u(x0), y0 > + sin2(t) < u(y0), y0 > par

linéarité de u, bilinéarité du produit scalaire et car u est autoadjoint donc ϕ est de classe C1 sur R où

elle est π-périodique. De plus, ∀t ∈ R, ϕ(t) =< u(γ(t)), γ(t) >>< u(x0), x0 > d’après a. et b. donc

∀t ∈ R, ϕ(t) > ϕ(0). Comme ϕ est dérivable en 0 où elle admet un minimum absolu, ϕ′(0) = 0.

d. D’après l’expression de c., ϕ′(t) = sin(2t)(< u(y0), y0 > − < u(x0), x0 >) + 2 cos(2t) < u(x0), y0 > pour

tout t réel donc ϕ′(0) = 2 < u(x0), y0 >= 0. On a bien montré que y0 ⊥ u(x0).

e. Soit l’hyperplan H = Vect(x0)
⊥ et soit y0 un vecteur unitaire quelconque de H, alors u(x0) ⊥ y0 d’après

la question d. donc u(x0) ∈ H⊥ = Vect(x0), ce qui signifie qu’il existe λ ∈ R tel que u(x0) = λx0, donc que

x0 est un vecteur propre de u.

f. Soit x ∈ F⊥ et y ∈ F, alors < u(x), y >=< x, u(y) > car u est autoadjoint donc, comme u(y) ∈ F car F est

stable par u et que x ∈ F⊥, on a < u(x), y >= 0. Comme ceci est vrai pour tout vecteur y ∈ F, on a bien
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u(x) ∈ F⊥, donc F⊥ est aussi stable par u.

g. On démontre le théorème spectral par récurrence sur la dimension n de E, et sous la forme suivante :

pour tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n, il existe une base orthonormale

de E formée de vecteurs propres de u.

Initialisation : soit E un espace euclidien de dimension 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E, alors u

est une homothétie de E comme tout endomorphisme en dimension 1 ; toute base orthonormale de E est une

base de E formée de vecteurs propres de u.

Hérédité : soit n ∈ N∗, supposons le résultat prouvé pour des espaces euclidiens de dimension k ∈ [[1;n]].

Soit E un espace euclidien de dimension n+ 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E. D’après e., il existe

un vecteur propre x0 de u associé à une valeur propre réelle λ. Posons F = Eλ(u). On sait que dim(F) > 1.

Traitons deux cas :

• Si F = E, u = λid E donc toute base orthonormale de E est une base formée de vecteurs propres de u.

• Si F ̸= E, on a dim(F) 6 n, comme F est stable par u, G = F⊥ est aussi stable par u d’après f. et

dim(G) = n + 1 − dim(F) > 1. Or u induit dans G un endomorphisme autoadjoint de G d’où, par

hypothèse de récurrence, il existe une base orthonormale BG de G formée de vecteurs propres de uG,

donc de u. En prenant une base orthonormale BF de F, ses vecteurs sont des vecteurs propres de u donc

B = BF ⨿ BG est une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Par principe de récurrence forte, pour tout endomorphisme autoadjoint u sur un espace euclidien E, il

existe une base orthonormale B de E formée de vecteurs propres de u. On vient de montrer, d’une manière

totalement différente de celle du cours, le fameux théorème spectral.� �
58� �
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� �
PRÉPARATION ORAUX 2026 THÈME 5

RÉDUCTION� �� �
59� �a. Par hypothèse, il existe X ≠ 0 ∈ Mn,1(R) tel que MX = λX. Or M2X = M(MX) = M(λX) = λMX = λ2X

et, par une récurrence classique, ∀k ∈ N, MkX = λkX. Si on écrit P =
+∞∑
k=0

akX
k, P(M) =

+∞∑
k=0

akM
k donc

P(M)X =
+∞∑
k=0

akM
kX =

( +∞∑
k=0

akλ
k
)
X = P(λ)X. Ainsi, comme X ̸= 0, P(λ) est valeur propre de P(M).

b. Avec b = −1+
√
5

2
, b2 = 1− 2

√
5+ 5

4
= 3−

√
5

2
= 1− b donc b est racine du polynôme P = X2 + X− 1

qui est bien à coefficients dans Z. Ainsi, b est algébrique.

c. Les quatre coordonnées de X sont 1, b, z, bz et z.1 = z, z.b = bz, z.z = z2 = −bz − 1 car z est racine de

X2 + bX + 1 et z.(bz) = bz2 = b(−bz − 1) = −(1 − b)z − b = −b − z + bz. Ainsi, si on définit la matrice

M =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 −1
0 −1 −1 1

, on a MX = z.X, ce qui prouve, comme X ̸= 0, que z est valeur propre de M

avec pour vecteur propre associé le vecteur X. On sait que z est alors racine de χM et un calcul direct donne

χM = X4 − X3 + X2 − X+ 1 qui est à coefficients dans Z donc z est un nombre algébrique.

d. χM =

∣∣∣∣∣∣
X 3 0

0 X −1
−1 1 X+ 2

∣∣∣∣∣∣ = X2(X+ 2) + 3+ X avec Sarrus donc χM = X3 + 2X2 + X+ 3. Par hypothèse,

a est donc une racine (éventuellement complexe) de χM donc a est une valeur propre de M. D’après

la question a., en posant Q = X2 + X − 1, Q(a) est valeur propre de Q(M) = M2 + M − I3. Après

calculs, on a Q(M) =

−1 −3 −3
1 −2 −1
−1 −2 0

 et, à nouveau avec la formule de Sarrus, on parvient à la relation

P = χQ(M) =

∣∣∣∣∣∣
X+ 1 3 3

−1 X+ 2 1

1 2 X

∣∣∣∣∣∣ = X(X + 1)(X + 2) + 3 − 6 − 2(X + 1) − 3(X + 2) + 3X qui se simplifie en

P = X3 + 3X2 − 11 donc P(a2 + a− 1) = 0, ce qui prouve que a2 + a− 1 est aussi algébrique car P ∈ Z[X].� �
60� �� �
61� �� �
62� �� �
63� �� �
64� �� �
65� �� �
66� �

22



� �
67� �� �
68� �� �
69� �� �
70� �� �
71� �a. Après l’opération de Gauss par blocs C1 ←− C1 − C2, χB =

∣∣∣∣XIn − A −A
−A XIn − A

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ XIn −A
−XIn XIn − A

∣∣∣∣.
Puis L2 ←− L2 + L1 et χB =

∣∣∣∣XIn −A
0 XIn − 2A

∣∣∣∣ = Xnχ2A car cette matrice est triangulaire par blocs.

Or χ2A = det(XIn − 2A) = 2ndet

(
X

2
− A

)
= 2nχA

(
X

2

)
donc χB = 2nXnχA

(
X

2

)
ce qui montre que

Sp(B) = {0}∪ (2 Sp(A)), que l’on parle du spectre réel ou du spectre complexe. Traitons deux cas en prenant

X =

(
X1

X2

)
∈ M2n,1(R) avec (X1, X2) ∈ (Mn,1(R))2 :

• Si λ = 0, BX = λX = 0 ⇐⇒ (AX1 + AX2 = 0) ⇐⇒ A(X1 + X2) = 0 ⇐⇒ (X1 + X2 ∈ Ker(A)) donc

BX = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ Ker(A), X2 = Y − X1) ce qui donne une écriture paramétrique du noyau de B,

à savoir Ker(B) = E0(B) = {(X1, Y − X1) | (Y, X1) ∈ Ker(A) ×Mn,1(R)}. Ainsi, comme l’application

φ : Ker(A)×Mn,1(R)→ Ker(B) définie par φ(Y, X1) = (X1, Y − X1) est linéaire et bijective d’après ce

qui précède, on a dim(E0(B)) = dim
(
Ker(A)×Mn,1(R)

)
= n+ dim(E0(A)).

• Si λ ̸= 0, BX = λX ⇐⇒ (AX1 + AX2 = λX1 = λX2) ⇐⇒ (X1 = X2, AX1 = λ

2
X1) ce qui donne

BX = λX ⇐⇒ (X1 = X2 et X1 ∈ Eλ/2(A)). Comme l’application ψλ : Eλ/2(A) → Eλ(B) définie par

ψ(X1) = (X1, X1) est linéaire et bijective d’après ce qui précède, dim(Eλ(B)) = dim(Eλ/2(A)).

b. B est diagonalisable dansM2n(R) (on suppose que c’est la question) si et seulement si R2n =
⊕

λ∈Sp(B)

Eλ(B)

par définition. En passant aux dimensions, la matrice B est diagonalisable dans M2n(R) si et seulement

si 2n =
∑

λ∈Sp(B)

dim(Eλ(B)) = dim(E0(B)) +
∑

λ∈Sp(B),λ̸=0

dim(Eλ(B)). D’après la question précédente, B est

diagonalisable dans M2n(R) si et seulement si 2n = n + dim(E0(A)) +
∑

µ∈Sp(A),µ ̸=0

dim(Eµ(A)) en posant

µ = λ

2
. Comme on a 2n = n + dim(E0(A)) +

∑
µ∈Sp(A),µ̸=0

dim(Eµ(A)) ⇐⇒
∑

µ∈Sp(A)

dim(Eµ(A)) = n, on

trouve finalement que B est diagonalisable dans M2n(R) si et seulement si A est diagonalisable dans Mn(R).� �
72� �a. Par linéarité de la trace, Tr (AB − BA) = Tr (AB) − Tr (BA) = Tr (B) = 0 car Tr (AB) = Tr (BA) d’après

le cours. Si B était inversible, on aurait A− BAB−1 = In en multipliant AB− BA = B par B−1 à droite. On

aurait donc Tr (A− BAB−1) = Tr (A)− Tr (BAB−1) = n ce qui est impossible car BAB−1 étant semblable à

A, on a Tr (BAB−1) = Tr (A). Ainsi, B n’est pas inversible.

b. Initialisation : pour k = 0, AB0−B0A = 0.B0 car B0 = In. Pour k = 1, AB1−B1A = AB−BA = B = 1.B1.

Hérédité : soit k > 1, supposons que ABk − BkA = kBk, alors ABk+1 = ABk × B = (BkA + kBk) × B par

hypothèse de récurrence donc ABk+1 = ABk × B = (BkA + kBk) × B = Bk × AB + kBk+1. Mais comme

AB = BA+ B, en reportant, on a ABk+1 = Bk × (BA+ B) + kBk+1 = Bk+1A+ (k+ 1)Bk+1 qui s’écrit aussi

ABk+1 − Bk+1A = (k+ 1)Bk+1.

Par principe de récurrence, on a montré que ∀k ∈ N, ABk − BkA = kBk.

c. Soit L : Mn(C) → Mn(C) définie par L(M) = AM −MA. Il est clair que L est un endomorphisme de
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Mn(C). Or la question précédente montre que ∀k ∈ N, L(Bk) = kBk ce qui prouve que k est une valeur

propre de L si Bk ̸= 0. Comme il est impossible qu’un endomorphisme en dimension finie (dim(Mn(C)) = n2)

ait une infinité de valeurs propres, il existe forcément une valeur k ∈ N∗ telle que Bk = 0. Par conséquent,

B est bien nilpotente.� �
73� �� �
74� �a. On calcule χAα

=

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −α 0

0 X− 1 −1
−1 0 X+ 1

∣∣∣∣∣∣ = (X− 1)2(X+ 1)− α = X3 − X2 − X+ 1− α par Sarrus. La

fonction f : t 7→ t3 − t2 − t + 1 − α est dérivable sur R et f′(t) = 3t2 − 2t − 1 = (3t + 1)(t − 1) donc f est

croissante sur
]
−∞;−1

3

]
, décroissante sur

[
− 1

3
; 1
]
et croissante sur [1; +∞[.

Comme f
(
− 1

3

)
= − 1

27
− 1

9
+ 1

3
+ 1− α = 32

27
− α et f(1) = −α, d’après le tableau de variations de f :

• Si α < 0, f s’annule une seule fois sur R, en x1 ∈
]
−∞;−1

3

[
. Alors Sp(Aα) = {x1}.

• Si α = 0, f : t 7→ (t− 1)2(t+ 1) s’annule en 1 et −1 donc Sp(A0) = {−1, 1}.
• Si α ∈

]
0; 32
27

[
, f s’annule en x1 ∈

]
−∞;−1

3

[
, x2 ∈

]
− 1
3
; 1
[
et x3 ∈]1; +∞[ et Sp(Aα) = {x1, x2, x3}.

• Si α = 32

27
, f : t 7→ t3−t2−t− 5

27
=
(
t+ 1
3

)2(
t− 5
3

)
s’annule en −1

3
et 5
3
donc Sp(A32/27) =

{
− 1
3
, 5

3

}
.

• Si α > 32

27
, f s’annule une seule fois sur R, en x1 ∈]1; +∞[. Alors Sp(Aα) = {x1}.

b. Avec le spectre trouvé à la question a, on considère cinq cas :

• Si α < 0, χAα
n’est pas scindé sur R car x1 est simple donc Aα n’est pas diagonalisable.

• Si α = 0, χA0
est scindé sur R et A0 − I3 =

 0 0 0

0 0 1

1 0 −2

 est de rang 2 donc, avec la formule du

rang, dim(E1(A0)) = 1 ̸= 2 = m1(A0) donc A0 n’est pas diagonalisable.

• Si α ∈
]
0; 32
27

[
, χAα

est scindé à racines simples sur R donc, d’après le cours, Aα est diagonalisable.

• Si α = 32

27
, χA32/27

est scindé sur R et A32/27 + I3
3

=

 4/3 32/27 0

0 4/3 1

1 0 −2/3

 est de rang 2 donc

dim(E−1/3(A32/27)) = 1 ̸= 2 = m−1/3(A32/27) donc A32/27 n’est pas diagonalisable.

• Si α > 32

27
, χAα

n’est pas scindé sur R car x1 est simple donc Aα n’est pas diagonalisable.

Ainsi, Aα est diagonalisable si et seulement si α ∈
]
0; 32
27

[
.� �

75� �� �
76� �
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� �
PRÉPARATION ORAUX 2026 THÈME 6

THÉORÈMES DE DOMINATION� �� �
77� �a. Pour λ ∈ R∗

+, la fonction gλ : t 7→ f(t) sin(λt) est continue sur R par opérations et ∀t ∈ R, |gλ(t)| 6 |f(t)|

alors que f est intégrable sur R par hypothèse. Ainsi, par comparaison, gλ est intégrable sur R ce qui montre

que
∫ +∞

−∞
f(t) sin(λt)dt est absolument convergente donc convergente et L(λ) existe.

b. Soit a > 0 et λ > 0, en posant u : t 7→ f(t) et v : t 7→ −cos(λt)
λ

, les fonctions u et v sont de classe C1 sur

[−a;a] donc, par intégration par parties,
∫ a

−a
f(t) sin(λt)dt =

[
− f(t)cos(λt)

λ

]a
−a

+
∫ a

−a

f′(t) cos(λt)
λ

dt. Par

inégalité triangulaire sur les réels et les intégrales,
∣∣∣∫ a

−a
f(t) sin(λt)dt

∣∣∣ 6 |f(−a)|
λ

+
|f(a)|
λ

+ 1

λ

∫ a

−a
|f′(t)|dt

donc
∫ a

−a
f(t) sin(λt)dt =

+∞
O

(
1

λ

)
ce qui prouve que lim

λ→+∞

∫ a

−a
f(t) sin(λt)dt = 0.

Soit ε > 0, comme f est intégrable sur R, elle l’est sur R+ et sur R− donc lim
x→+∞

∫ +∞

x
|f(t)|dt = 0 et

lim
x→−∞

∫ x

−∞
|f(t)|dt = 0. Ainsi, il existe b ∈ R+ tel que ∀x > b, 0 6

∫ +∞

x
|f(t)|dt 6 ε

3
et c ∈ R− tel

que ∀x 6 c, 0 6
∫ x

−∞
|f(t)|dt 6 ε

3
. En prenant a = Max(−c, b) > 0, on a donc 0 6

∫ +∞

a
|f(t)|dt 6 ε

3

et
∫ −a

−∞
|f(t)|dt 6 ε

3
. D’après ce qui précède, il existe λ0 ∈ R∗

+ tel que ∀λ > λ0,

∣∣∣∫ a

−a
f(t) sin(λt)dt

∣∣∣ 6 ε

3
.

Ainsi, dès que λ > λ0, on a |L(λ)| =
∣∣∣∫ −a

−∞
f(t) sin(λt)dt+

∫ a

−a
f(t) sin(λt)dt+

∫ +∞

a
f(t) sin(λt)dt

∣∣∣ donc, par
inégalité triangulaire, |L(λ)| 6

∫ −a

−∞
|f(t)| | sin(λt)|dt +

∣∣∣∫ a

−a
f(t) sin(λt)dt

∣∣∣ + ∫ +∞

a
|f(t)| | sin(λt)|dt 6 ε car

| sin(λt)| 6 1. On a bien établi que lim
λ→+∞

L(λ) = 0.

c. La fonction g : x 7→ sin(x)
x

est continue sur R∗
+ et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 1 car

sin(x)∼
0
x. La convergence de

∫ +∞

0
g équivaut donc à celle de

∫ +∞

1
g.

Posons u : x 7→ − cos(x) et v : x 7→ 1

x
, alors u et v sont de classe C1 sur [1; +∞[ et lim

x→+∞
u(x)v(x) = 0

donc, par intégration par parties, la nature de
∫ +∞

1
g =
∫ +∞

1
u′v est la même que celle de

∫ +∞

1
uv′ donc

de
∫ +∞

1

cos(x)

x2
dx. Or la fonction h : x 7→ cos(x)

x2
est continue sur [1; +∞[ et h(x) =

+∞
O

(
1

x2

)
donc, par

comparaison aux intégrales de Riemann, h est intégrable sur [1; +∞[ donc
∫ +∞

1
h converge. Ainsi,

∫ +∞

1
g

converge et le réel I =
∫ +∞

0

sin(x)
x

dx existe.

d. Pour n ∈ N, gn : x 7→ sin((2n+ 1)x)
x

et hn : x 7→ sin((2n+ 1)x)
sin(x)

sont continues sur
]
0; π
2

]
et se

prolongent par continuité en 0 en posant gn(0) = hn(0) = 2n+ 1 car sin((2n+ 1)x)∼
0
(2n+ 1)x et sin(x)∼

0
x.

Ainsi, gn et hn ainsi prolongées sont continues sur le segment
[
0; π
2

]
donc In et Jn existent.

e. On calcule J0 =
∫ π/2

0
1dx = π

2
. Si n ∈ N, Jn+1 − Jn =

∫ π/2

0

sin((2n+ 3)x)− sin((2n+ 1)x)
sin(x)

dx or on a
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sin(a)−sin(b) = 2 sin
(
a− b
2

)
cos
(
a+ b

2

)
donc Jn+1−Jn =

∫ π/2

0
2 cos((2n+2)x)dx = 2

[
sin((2n+ 2)x)

2n+ 2

]π/2
0

d’où Jn+1 − Jn = 0. La suite (Jn)n∈N étant constante, on a ∀n ∈ N, Jn = J0 = π

2
.

Par linéarité de l’intégrale, on a In−Jn =
∫ π/2

0
sin((2n+1)x)

(
1

x
− 1

sin(x)

)
dx. Définissons f :

]
0; π
2

]
→ R par

f(x) = 1

x
− 1

sin(x)
. La fonction f est de classe C1 sur

]
0; π
2

]
par opérations. De plus, avec le développement

limité de sin en 0 à l’ordre 3, on a f(x)=
0

1

x
− 1

x− (x3/6) + o(x3)
=
0

1

x

(
1− 1

1− (x2/6) + o(x2)

)
. En composant

avec le développement limité 1

1− u =
0
1+u+o(u), on obtient f(x)=

0

1

x

(
1−
(
1+ x2

6
+o(x2)

))
=
0
0− x

6
+o(x).

L’existence d’un développement limité à l’ordre 1 de f montre qu’elle se prolonge par continuité en 0 en

posant f(0) = 0 car elle vérifie f(x)=
0
0+o(1) (à l’ordre 0 par troncature) et que cette fonction ainsi prolongée

est dérivable en 0 avec f′(0) = −1
6
. Mais ceci ne montre pas l’aspect C1 de la fonction f sur

[
0; π
2

]
.

Comme ∀x ∈
]
0; π
2

]
, f′(x) = − 1

x2
+

cos(x)

sin2(x)
=

x2 cos(x)− sin2(x)

x2 sin2(x)
. Comme x2 sin2(x)∼

0
x4, cherchons

par un développement limité à l’ordre 4 en 0 un équivalent du numérateur de f′(x) en 0. Classiquement,

x2 cos(x)− sin2(x)=
0
x2
(
1− x

2

2
+ o(x2)

)
−
(
x− x

3

6
+ o(x3)

)2
=
0
x2− x

4

2
− x2

(
1− x

2

6
+ o(x2)

)2
ce qui donne

x2 cos(x)− sin2(x)=
0
x2 − x4

2
− x2 + x4

3
+ o(x4)=

0
−x

4

6
+ o(x4) donc x2 cos(x)− sin2(x)∼

0
−x

4

6
.

Par conséquent, f′(x)∼
0
−1
6
donc lim

x→0
f′(x) = −1

6
ce qui montre, par le théorème de prolongement C1, que f

est dérivable en 0 (on le savait), que f′(0) = −1
6
et que f′ est continue en 0. Ainsi, f est C1 sur

[
0; π
2

]
.

D’après la question b. avec
[
0; π
2

]
à la place de [−a;a], on a lim

λ→+∞

∫ π/2

0
sin(λt)f(t)dt = 0 donc, comme

lim
n→+∞

(2n+ 1) = +∞, en composant, on a lim
n→+∞

∫ π/2

0
sin((2n+ 1)t)f(t)dt = lim

n→+∞
(In − Jn) = 0. Comme

In = In − Jn + Jn, il vient lim
n→+∞

In = π

2
.

Dans In, effectuons le changement de variable x = t

2n+ 1
= φn(t) avec φn qui est une bijection strictement

croissante de classe C1 de
]
0;

(2n+ 1)π
2

]
dans

]
0; π
2

]
, ainsi In =

∫ (2n+1)π/2

0

sin(t)
t

dt. D’après c., on sait que

lim
n→+∞

∫ (2n+1)π/2

0

sin(t)
t

dt =
∫ +∞

0

sin(t)
t

dt par convergence de cette intégrale (intégrale de Dirichlet).

Comme on sait que lim
n→+∞

∫ (2n+1)π/2

0

sin(t)
t

dt = π

2
, par unicité de la limite, on a

∫ +∞

0

sin(t)
t

dt = π

2
.� �
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83� �a. Pour x ∈ R, la fonction hx : t 7→ e−t sh (xt)

t
est continue sur R∗

+, prolongeable par continuité en 0 en
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posant hx(0) = x car sh (xt)=
0
xt+ o(t) et e−t =

0
1+ o(1) donc hx(t)=

0
x+ o(1).

Comme h−x = −hx, il suffit de traiter le cas x > 0.

Si x = 0 , il est clair que h0 = 0 donc h0 est intégrable sur R∗
+ et f(0) existe, on a même f(0) = 0.

Si x > 0 , sh (xt) = ext − e−xt

2
∼
+∞

ext

2
donc hx(t) ∼

+∞
e(x−1)t

2t
donc hx est intégrable sur R∗

+ si et seulement

si x−1 < 0 par comparaison de fonctions de référence. En effet, si x < 1, on a hx(t) =
+∞

o(e−(1−x)t),

h1(t) ∼
+∞

1

2t
et lim

t→+∞
hx(t) = +∞ si x > 1. hx est donc intégrable si et seulement si x ∈]0; 1[ donc,

comme hx est positive,
∫ +∞

0
hx(t)dt converge si et seulement si x ∈]0; 1[.

Ainsi, le domaine de définition D de f vaut D =]− 1; 1[ et f est impaire sur D.

b. Soit l’application g :]− 1; 1[×R∗
+ → R définie par g(x, t) = e−t sh (xt)

t
.

(H1) Pour tout t > 0, x 7→ g(x, t) est de classe C1 sur ]− 1; 1[.
(H2) Pour tout x ∈] − 1; 1[, hx : t 7→ g(x, t) est continue et intégrable sur R∗

+ (on vient de le voir) et

t 7→ ∂g
∂x

(x, t) = ch (xt)e−t est continue R∗
+.

(H3) Soit a ∈]0; 1[, alors ∀(x, t) ∈ [−a;a]× R∗
+,

∣∣∣∂g∂x (x, t)∣∣∣ = ch (xt)e−t 6 ch (at)e−t = φa(t) car ch est

croissante sur R+ et φa est continue et intégrable sur R∗
+ car elle se prolonge par continuité en 0

en posant φa(0) = 1 et φa(t) ∼
+∞

e(a−1)t

2
avec a− 1 < 0.

Par le théorème de dérivation sous le signe somme, f est de classe C1 sur ] − 1; 1[ et, avec la formule de

Leibniz, on a la relation f′(x) =
∫ +∞

0
ch (xt)e−tdt.

c. Pour x ∈] − 1; 1[, comme les deux intégrales convergent, f′(x) = 1

2

∫ +∞

0
e(x−1)tdt + 1

2

∫ +∞

0
e(−x−1)tdt

donc f′(x) = 1

2

[
e(x−1)t

x− 1

]+∞

0
+ 1

2

[
e(−x−1)t

− x− 1

]+∞

0
= 1

2(1− x) + 1

2(1+ x)
= 1

1− x2
. Comme ] − 1; 1[ est un

intervalle, il existe C ∈ R tel que ∀x ∈ R, f(x) = 1

2
ln(1 + x) − 1

2
ln(1 − x) + C = 1

2
ln

(
1+ x

1− x

)
+ C. Or

f(0) = 0 donc C = 0 et ∀x ∈]− 1; 1[, f(x) = 1

2
ln

(
1+ x

1− x

)
= Argth (x).� �

84� �D’abord, pour tout entier n ∈ N, les fonctions fn : [0; 1]→ R et gn : [0; 1]→ R définies par fn(t) =
1

1+ tn

et gn(t) = ln(1+ tn) sont continues sur le segment [0; 1] donc In te Jn sont bien définis.

a. Méthode 1 : pour t ∈ [0; 1], 1−tn 6 fn(t) 6 1 car 1−t2n 6 1 donc, par croissance de l’intégrale, on obtient

l’inégalité
∫ 1

0
(1 − tn)dt = 1 −

[
tn+1

n+ 1

]1
0
= 1 − 1

n+ 1
6 In 6 1 d’où, par encadrement, lim

n→+∞
In = 1 = ℓ.

Comme ∀x > 0, 0 6 ln(1+ x) 6 x, par croissance de l’intégrale, on a 0 6 Jn 6
∫ 1

0
tndt =

[
tn+1

n+ 1

]1
0
= 1

n+ 1

donc, par encadrement, lim
n→+∞

Jn = 0.

Méthode 2 : on utilise le théorème de convergence dominée :

(H1) Pour tout t ∈ [0; 1[, lim
n→+∞

fn(t) = 1, lim
n→+∞

gn(t) = 0 et lim
n→+∞

fn(1) =
1

2
, lim
n→+∞

gn(1) = ln(2)

donc la suite de fonctions (fn)n>0 converge simplement sur [0; 1] vers la fonction f : [0; 1]→ R telle

que f(1) = 1

2
et ∀t ∈ [0; 1[, f(t) = 1 et la suite de fonctions (gn)n>0 converge simplement sur [0; 1]

vers la fonction g : [0; 1]→ R telle que g(1) = ln(2) et ∀t ∈ [0; 1[, g(t) = 0

(H2) Toutes les fonctions fn, gn sont continues et f, g sont continues par morceaux sur [0; 1].
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(H3) ∀n > 1, ∀t ∈ [0; 1], 0 6 fn(t) 6 1 et 0 6 gn(t) 6 ln(2) et φ : t 7→ 1 et ψ : t 7→ ln(2) sont continues

et intégrables sur [0; 1].

Ainsi, lim
n→+∞

∫ 1

0
fn =

∫ 1

0
f = 1 donc lim

n→+∞
In = 1 = ℓ et lim

n→+∞

∫ 1

0
gn =

∫ 1

0
g = 0 donc lim

n→+∞
Jn = 0 = ℓ′.

c. Méthode 1 : pour n ∈ N∗, dans l’intégrale 1−In =
∫ 1

0

(
1− 1

1+ tn

)
dt =

∫ 1

0

tndt

1+ tn
= 1

n

∫ 1

0
t× nt

n−1

1+ tn
dt,

on pose un : t 7→ ln(1 + tn) et v : t 7→ t qui sont de classe C1 sur [0; 1] de sorte que, par intégration par

parties, on a 1−In = 1

n

∫ 1

0
u′n(t)v(t)dt =

1

n

[
un(t)v(t)

]1
0
− 1
n

∫ 1

0
un(t)v

′(t)dt = 1

n

(
ln(2)−

∫ 1

0
ln(1+tn)dt

)
.

Comme n(1− In) = ln(2)− Jn, on a lim
n→+∞

n(1− In) = ln(2) d’après a. donc 1− In ∼
+∞

ln(2)
n

.

Méthode 2 : dans 1 − In =
∫ 1

0

tndt

1+ tn
, on pose t = φn(u) = u1/n avec φn bijection strictement croissante

de classe C1 de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a 1− In = 1

n

∫ 1

0

u1/n

1+ u
du. Soit, pour n > 1,

la fonction an :]0; 1]→ R définie par an(u) =
u1/n

1+ u
.

(H1) Comme lim
n→+∞

u1/n = 1 pour tout réel u ∈]0; 1], la suite de fonctions (an)n>1 converge simplement

sur ]0; 1] vers a :]0; 1]→ R telle que a(u) = 1

1+ u
.

(H2) Toutes les fonctions an et la fonction a sont continues sur ]0; 1].

(H3) ∀n > 1, ∀u ∈]0; 1], u1/n 6 1 donc 0 6 an(u) 6 a(u) 6 1 et t 7→ 1 est intégrable sur ]0; 1].

On peut conclure avec le théorème de convergence dominée que lim
n→+∞

∫ 1

0
an =

∫ 1

0
a, c’est-à-dire que

lim
n→+∞

n(1− In) =
∫ 1

0
a = ln(2) ou 1− In ∼

+∞
ln(2)
n

.

c. La fonction g : u 7→ ln(1+ u)
u

est continue sur ]0; 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 1

car ln(1+u)∼
0
u. Ainsi,

∫ 1

0

ln(1+ u)
u

du converge. On sait que ∀u ∈ [0; 1[, ln(1+u) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1un

n
donc

g(u) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1un−1

n
=

+∞∑
p=0

(−1)pup
p+ 1

(ceci est aussi valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de

cette série entière est R = 1 donc on ne peut pas intégrer terme à terme par le théorème du cours puisqu’on

n’est pas sur un segment inclus dans l’intervalle ouvert de convergence. Posons vp : u 7→ (−1)pup
p+ 1

, alors

||vp||∞,[0;1[ =
1

p+ 1
donc on ne peut pas non plus utiliser la convergence normale sur un intervalle borné. Il

reste le théorème d’intégration terme à terme.

(H1) La série
∑
p>0

vp converge simplement vers g sur [0; 1[ (on en vient).

(H2) Les fonctions vp sont continues et intégrables sur [0; 1[ et g est continue sur [0; 1[.

(H3)
∫ 1

0
|vp(u)|du =

[
up+1

(p+ 1)2

]1
0
= 1

(p+ 1)2
et la série de Riemann

∑
p>0

1

(p+ 1)2
converge.

Ainsi, g est intégrable sur [0; 1[ (on le savait déjà) et I =
∫ 1

0
g(u)du =

+∞∑
p=0

∫ 1

0
vp =

+∞∑
p=0

(−1)p
(p+ 1)2

.

d. Pour n ∈ N∗, dans l’intégrale
∫ 1

0
ln(1+ tn)dt, on pose t = φn(u) = u1/n avec φn bijection strictement

croissante de classe C1 de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a Jn = 1

n

∫ 1

0

ln(1+ u)u1/n

u
du.
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Soit, pour n > 1, la fonction hn :]0; 1]→ R définie par hn(u) =
u1/n ln(1+ u)

u
.

(H1) Comme lim
n→+∞

u1/n = 1 pour tout réel u ∈]0; 1], la suite de fonctions (hn)n>1 converge simplement

sur ]0; 1] vers h :]0; 1]→ R telle que h(u) =
ln(1+ u)

u
.

(H2) Toutes les fonctions hn et la fonction h sont continues sur ]0; 1].

(H3) ∀n > 1, ∀u ∈]0; 1], u1/n 6 1 donc 0 6 hn(u) 6 h(u) et h = g est intégrable sur ]0; 1].

On peut conclure avec le théorème de convergence dominée que lim
n→+∞

∫ 1

0
hn =

∫ 1

0
h, c’est-à-dire que

lim
n→+∞

nJn =
∫ 1

0
g. Par définition, et comme

∫ 1

0
g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur ]0; 1], on

en déduit que Jn ∼
+∞

1

n

∫ 1

0

ln(1+ u)
u

du.

Posons, Sn =
n∑

k=1

1

k2
et S′n =

n∑
k=1

(−1)k+1

k2
. Alors S′2n =

2n∑
k=1

(−1)k+1

k2
=

n−1∑
k=0

1

(2k− 1)2
−

n∑
k=1

1

(2k)2
en

séparant indices pairs et impairs. Ensuite, S′2n =
n−1∑
k=0

1

(2k− 1)2
+

n∑
k=1

1

(2k)2
− 2

n∑
k=1

1

(2k)2
= S2n − Sn

2
. Or

on sait que lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

S2n = π2

6
ce qui prouve que lim

n→+∞
S′2n = π2

12
. Ainsi, I = lim

n→+∞
S′2n = π2

12
et,

d’après la question précédente, on a donc Jn ∼
+∞

π2

12n
.

On peut conclure à un développement asymptotique à trois termes de In : In =
+∞

1− ln(2)
n

+ π2

12n2 +O
(
1

n2

)
.� �

85� �D’abord, pour tout entier n ∈ N, la fonction fn : [0; 1] → R définie par fn(t) =
1

1+ tn
est continue sur le

segment [0; 1] donc In est bien défini.

a. À écrire. On conjecture que ℓ = 1 avec les premiers termes de cette suite.

b. Méthode 1 : pour t ∈ [0; 1], 1−tn 6 fn(t) 6 1 car 1−t2n 6 1 donc, par croissance de l’intégrale, on obtient

l’inégalité
∫ 1

0
(1− tn)dt = 1−

[
tn+1

n+ 1

]1
0
= 1− 1

n+ 1
6 In 6 1 d’où, par encadrement, lim

n→+∞
In = 1 = ℓ.

Méthode 2 : on utilise le théorème de convergence dominée :

(H1) Pour tout t ∈ [0; 1[, lim
n→+∞

fn(t) = 1 et lim
n→+∞

fn(1) =
1

2
donc la suite de fonctions (fn)n>0 converge

simplement sur [0; 1] vers la fonction f : [0; 1]→ R telle que f(1) = 1

2
et ∀t ∈ [0; 1[, f(t) = 1.

(H2) Toutes les fonctions fn sont continues et f est continue par morceaux sur [0; 1].

(H3) ∀n > 1, ∀t ∈ [0; 1], 0 6 fn(t) 6 1 et φ : t 7→ 1 est continue et intégrable sur [0; 1].

On en déduit que lim
n→+∞

∫ 1

0
fn =

∫ 1

0
f = 1 donc lim

n→+∞
In = 1 = ℓ.

c. Pour n ∈ N∗, dans l’intégrale 1 − In =
∫ 1

0

(
1 − 1

1+ tn

)
dt =

∫ 1

0

tndt

1+ tn
= 1

n

∫ 1

0
t × ntn−1

1+ tn
dt, on pose

un : t 7→ ln(1+ tn) et v : t 7→ t qui sont de classe C1 sur [0; 1] de sorte que, par intégration par parties, on a

1− In = 1

n

∫ 1

0
u′n(t)v(t)dt =

1

n

[
un(t)v(t)

]1
0
− 1

n

∫ 1

0
un(t)v

′(t)dt = 1

n

(
ln(2)−

∫ 1

0
ln(1+ tn)dt

)
.

Comme ∀x > 0, 0 6 ln(1+ x) 6 x, par croissance de l’intégrale, on a 0 6 Jn 6
∫ 1

0
tndt =

[
tn+1

n+ 1

]1
0
= 1

n+ 1

donc, par encadrement, lim
n→+∞

Jn = 0. Ainsi, lim
n→+∞

n(1− In) = ln(2) donc 1− In ∼
+∞

ln(2)
n

.

d. La fonction g : u 7→ ln(1+ u)
u

est continue sur ]0; 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 1
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car ln(1+u)∼
0
u. Ainsi,

∫ 1

0

ln(1+ u)
u

du converge. On sait que ∀u ∈ [0; 1[, ln(1+u) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1un

n
donc

g(u) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1un−1

n
=

+∞∑
p=0

(−1)pup
p+ 1

(ceci est aussi valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de

cette série entière est R = 1 donc on ne peut pas intégrer terme à terme par le théorème du cours puisqu’on

n’est pas sur un segment inclus dans l’intervalle ouvert de convergence. Posons vp : u 7→ (−1)pup
p+ 1

, alors

||vp||∞,[0;1[ =
1

p+ 1
donc on ne peut pas non plus utiliser la convergence normale sur un intervalle borné. Il

reste le théorème d’intégration terme à terme.

(H1) La série
∑
p>0

vp converge simplement vers g sur [0; 1[ (on en vient).

(H2) Les fonctions vp sont continues et intégrables sur [0; 1[ et g est continue sur [0; 1[.

(H3)
∫ 1

0
|vp(u)|du =

[
up+1

(p+ 1)2

]1
0
= 1

(p+ 1)2
et la série de Riemann

∑
p>0

1

(p+ 1)2
converge.

Ainsi, g est intégrable sur [0; 1[ (on le savait déjà) et I =
∫ 1

0
g(u)du =

+∞∑
p=0

∫ 1

0
vp =

+∞∑
p=0

(−1)p
(p+ 1)2

.

e. Pour n ∈ N∗, dans l’intégrale
∫ 1

0
ln(1+ tn)dt, on pose t = φn(u) = u1/n avec φn bijection strictement

croissante de classe C1 de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a Jn = 1

n

∫ 1

0

ln(1+ u)u1/n

u
du.

Soit, pour n > 1, la fonction hn :]0; 1]→ R définie par hn(u) =
u1/n ln(1+ u)

u
.

(H1) Comme lim
n→+∞

u1/n = 1 pour tout réel u ∈]0; 1], la suite de fonctions (hn)n>1 converge simplement

sur ]0; 1] vers h :]0; 1]→ R telle que h(u) =
ln(1+ u)

u
.

(H2) Toutes les fonctions hn et la fonction h sont continues sur ]0; 1].

(H3) ∀n > 1, ∀u ∈]0; 1], u1/n 6 1 donc 0 6 hn(u) 6 h(u) et h = g est intégrable sur ]0; 1].

On peut conclure avec le théorème de convergence dominée que lim
n→+∞

∫ 1

0
hn =

∫ 1

0
h, c’est-à-dire que

lim
n→+∞

nJn =
∫ 1

0
g. Par définition, et comme

∫ 1

0
g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur ]0; 1], on

en déduit que Jn ∼
+∞

1

n

∫ 1

0

ln(1+ u)
u

du.

Posons, Sn =
n∑

k=1

1

k2
et S′n =

n∑
k=1

(−1)k+1

k2
. Alors S′2n =

2n∑
k=1

(−1)k+1

k2
=

n−1∑
k=0

1

(2k− 1)2
−

n∑
k=1

1

(2k)2
en

séparant indices pairs et impairs. Ensuite, S′2n =
n−1∑
k=0

1

(2k− 1)2
+

n∑
k=1

1

(2k)2
− 2

n∑
k=1

1

(2k)2
= S2n − Sn

2
. Or

on sait que lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

S2n = π2

6
ce qui prouve que lim

n→+∞
S′2n = π2

12
. Ainsi, I = lim

n→+∞
S′2n = π2

12
et,

d’après la question précédente, on a donc Jn ∼
+∞

π2

12n
.

On peut conclure à un développement asymptotique à trois termes de In : In =
+∞

1− ln(2)
n

+ π2

12n2 +O
(
1

n2

)
.
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88� �a. Par définition du produit des polynômes, P2(X) =

∑
06p,q6n

apX
p.aqX

q =
∑

06p,q6n

apaqX
p+q. Ainsi, par

linéarité de l’intégrale de fonctions continues sur un segment,
∫ 1

0
P2(t)dt =

∑
06p,q6n

apaq

∫ 1

0
tp+qdt donc∫ 1

0
P2(t)dt =

∑
06p,q6n

apaq

p+ q+ 1
> 0 car t 7→ P2(t) est positive sur [0; 1].

b. Pour k = 0,
∫ π

0
eiktdt =

∫ π

0
1.dt = π et, pour k ∈ Z∗,

∫ π

0
eiktdt =

[
eikt

ik

]π
0
= eiπ − 1

ik
et on traite deux

cas, si k est pair,
∫ π

0
eiktdt = 0 et si k est impair,

∫ π

0
eiktdt = − 2

ik
.

En écrivant |P(eit)|2 = P(eit)P(eit) = P(eit)P(e−it), par linéarité de l’intégrale et d’après les calculs

précédents, |P(eit)|2 =
( n∑

p=0

ape
ipt
)( n∑

q=0

aqe
−iqt

)
=

∑
06p,q6n

apaqe
i(p−q)t, ce qui donne la relation∫ π

0
|P(eit)|2dt =

n∑
p=0

a2p

∫ π

0
dt +

∑
06p,q6n

p−q impair

∫ π

0
apaqe

i(p−q)tdt = π
n∑

p=0

a2p − 2
∑

06p,q6n

p−q impair

apaq

i(p− q) . Or, si

(p, q) ∈ [[0;n]]2 vérifie p − q impair, on aussi (q, p) ∈ [[0;n]]2 et q − p impair et
apaq

i(p− q) = − aqap

i(q− p) donc

les termes de cette seconde somme se simplifient deux à deux, et on a enfin
∫ π

0
|P(eit)|2dt = π

n∑
p=0

a2p.

c. Comme on ne peut pas faire le changement de variable complexe x = eit car premièrement ce n’est pas

au programme et deuxièmement φ : t 7→ eit ne crée pas une bijection entre [0;π] et [−1; 1], on va faire le

calcul des deux intégrales et comparer. Prenons Q =
m∑

k=0

qkX
k ∈ C[X], les deux fonctions x 7→ Q(x) et

t 7→ Q(eit)eit étant continues sur les segments [−1; 1] et [0;π], tous les calculs qui suivent sont valides.

•
∫ 1

−1
Q(x)dx =

m∑
k=0

qk

∫ 1

−1
xkdx =

m∑
k=0

qk

[
xk+1

k+ 1

]1
−1

=
m∑

k=0

qk
1+ (−1)k
k+ 1

. On sépare les termes et

impairs et on a
∫ 1

−1
Q(x)dx =

m/2∑
k=0

2q2k
2k+ 1

.

• −i
∫ π

0
Q(eit)eitdt = −i

m∑
k=0

qk

∫ π

0
ei(k+1)t = −i

m/2∑
k=0

q2k

(
− 2

i(2k+ 1)

)
d’après b. donc on trouve

le même résultat −i
∫ π

0
Q(eit)eitdt =

m/2∑
k=0

2q2k
2k+ 1

.

On peut donc conclure que pour Q ∈ C[X], on a
∫ 1

−1
Q(x)dx = −i

∫ π

0
Q(eit)eitdt.

d. Par un calcul matriciel classique, XTHnX =
∑

06i,j6n

xixj

i+ j+ 1
=
∫ 1

0
X̃(t)2dt d’après la question a..

e. Ainsi, XTHnX > 0 ce qui permet déjà de conclure que Hn ∈ S
+
n+1(R). De plus, si on suppose que

XTHnX = 0 pour X ∈ Mn+1,1(R), on a
∫ 1

0
X̃(t)2dt = 0 et la fonction t 7→ X̃(t)2 est continue et positive
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sur le segment [0; 1], on sait par théorème qu’alors cette fonction est nulle, donc le polynôme X̃ admet une

infinité de racines, il est donc nul donc X = 0. On a bien établi que Hn ∈ S++
n (R).

Les valeurs propres de Hn sont donc, d’après le cours, des réels strictement positifs. Soit λ ∈ Sp(Hn), il existe

donc X ̸= 0 ∈ Mn+1,1(R) tel que HnX = λX. Alors XTHnX = λXTX = λ||X||2 = λ
n∑

k=0

x2k mais on a aussi,

avec la question d., XTHnX =
∫ 1

0
X̃(t)2dt. Comme la fonction t 7→ X̃(t)2 est positive et non nulle sur [−1; 1],

on a
∫ 1

0
X̃(t)2dt <

∫ 1

−1
X̃(t)2dt = −i

∫ π

0
X̃(eit)2eitdt d’après c. appliquée avec Q = X̃2. De tout ceci, par

inégalité triangulaire, on déduit que
∫ 1

0
X̃(t)2dt <

∫ π

0
|X̃(eit)2|dt =

∫ π

0
|X̃(eit)2|dt = π

n∑
k=0

x2k = π||X||2 avec

la question b.. Comme ||X|| > 0 car X ̸= 0, l’inégalité XTHnX = λ||X||2 < π||X||2 devient λ < π. La plus

grande des valeurs propres de Hn est aussi strictement inférieure à π, et Sp(Hn) ⊂]0;π[.� �
89� �� �
90� �� �
91� �� �
92� �� �
93� �� �
94� �� �
95� �� �
96� �� �
97� �� �
98� �� �
99� �� �
100� �� �
101� �a. La fonction Tr est une forme linéaire non nulle sur Mn(R) car Tr (In) = n ̸= 0. Ainsi, d’après le cours,

H = Ker(Tr ) est un hyperplan de Mn(R) donc dim(H) = n2 − 1.

b. Par définition de H, pour M ∈ Mn(R), on a M ∈ H⇐⇒ Tr (M) = 0⇐⇒ (M|In) = 0. Ainsi, In ∈ H⊥ ce

qui, comme H⊥ est une droite, prouve que H⊥ = Vect(In).

c. Comme In ∈ H⊥, si pH est la projection orthogonale sur H, on a pH(In) = 0. Or, d’après le cours, on

dispose de la relation d(In, H) = ||In − pH(In)|| donc d(In, H) = ||In|| =
√
Tr (In) =

√
n.

d. Pour (i, j) ∈ [[1;n]]2, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puisque ci,j =
n∑

k=1

ai,kbk,j, on a la majoration

c2i,j 6
( n∑

k=1

a2i,k

)( n∑
k=1

b2k,j

)
. Ainsi, ||AB||2 = ||C||2 =

∑
16i,j6n

c2i,j 6
n∑

i=1

(
n∑

j=1

( n∑
k=1

a2i,k

)( n∑
k=1

b2k,j

))
ce
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qui donne ||AB||2 6
n∑

i=1

(( n∑
k=1

a2i,k

)( n∑
j=1

n∑
k=1

b2k,j

))
=
( n∑

i=1

n∑
k=1

a2i,k

)
×
( n∑

j=1

n∑
k=1

b2k,j

)
= ||A||2 ||B||2. En

passant à la racine, on a bien ||AB|| 6 ||A|| ||B||.� �
102� �a. D’après la formule du rang, comme E est de dimension finie et que f − id E ∈ L(E), on a l’égalité

dim(Ker(f− id E)) = dim(E)− rang (f− id E)) = dim(E)−dim(Im (f− id E)) = dim(Im (f− id E)
⊥). De plus,

soit x ∈ Ker(f − id E), alors f(x) = x. Pour y ∈ Im (f − id E), il existe un vecteur z ∈ E tel que y = f(z) − z

donc (x|y) = (x|f(z) − z) = (x|f(z)) − (x|z) = (f(x)|f(z)) − (x|z) car f(x) = x donc (x|y) = 0 car f est une

isométrie donc qu’elle conserve le produit scalaire. On vient de montrer que Ker(f − id E) ⊂ Im (f − id E)
⊥,

et on conclut Ker(f− id E) = Im (f− id E)
⊥ avec l’égalité des dimensions.

b. Comme (f − id E)
2 = (f − id E) ◦ (f − id E) = 0, on a Im (f − id E) ⊂ Ker(f − id E) donc, avec a.,

Im (f − id E) ⊂ Im (f − id E)
⊥. Si x ∈ Im (f − id E), on a donc (x|x) = ||x||2 = 0 donc x = 0E ce qui prouve

que Im (f− idE) = {0E} donc que f = id E.� �
103� �
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� �
PRÉPARATION ORAUX 2026 THÈME 8

PROBABILITÉ ET VARIABLES ALÉATOIRES� �� �
104� �� �
105� �a. L’énoncé identifie sans vergogne Rn et Mn,1(R) car b défini dans l’énoncé est un vecteur colonne.

Méthode 1 : soit λ une valeur propre de M telle que dim(Eλ(M)) > 2, il existe donc deux vecteurs propres

a = (a1, · · · , an+1) et b = (b1, · · · , bn+1) de M associés à λ tels que (a, b) est libre. Traitons deux cas :

• Si an+1 = 0, le vecteur v = a répond à la question.

• Si an+1 ̸= 0, le vecteur v = bn+1a − an+1b est encore dans Eλ(M) car Eλ(M) est un sous-espace

vectoriel de Rn+1, il est non nul car (a, b) est libre et que (an+1, bn+1) ̸= (0, 0) et sa (n + 1)-ième

coordonnée dans la base canonique est nulle par construction donc v convient.

Méthode 2 : soit l’hyperplan H = {v = (v1, · · · , vn, 0) | (v1, · · · , vn) ∈ Rn} = Vect(e1, · · · , en) de Rn+1 et

λ une valeur propre de M telle que dim(Eλ(M)) > 2. On a donc dim(H) = n + 1 − 1 = n. Grâce à la

formule de Grassmann, dim(H∩ Eλ(M)) = dim(Eλ(M))+ dim(H)− dim(H+ Eλ(M)) > 2+n− (n+ 1) = 1

car H + Eλ(M) ⊂ Rn+1 donc il existe un vecteur non nul v ∈ H ∩ Eλ(M), c’est-à-dire un vecteur propre

v = (v1, · · · , vn, vn+1) de M tel que vn+1 = 0.

Avec un tel vecteur propre v qu’on écrit par blocs v =

(
w

0

)
avec w ∈ Mn,1(R)“ = ”Rn, l’équationMv = λv

se traduit par bTw = 0 et Aw = λw. Ainsi, comme w ̸= 0 car v ̸= 0 et que Aw = λw, w est un vecteur

propre de A associé à la même valeur propre λ.

b. L’équation bTw = 0 se traduit aussi (b|w) = 0 avec le produit scalaire canonique de Rn donc il existe

bien un vecteur propre de A orthogonal à b si M n’est pas simple, par exemple le vecteur w.

c. Notons A =

 2 0 0

0 1 X5

0 X5 −1

, comme N =

(
A bT

b c

)
est symétrique avec b =

X1

X2

X3

 et c = X4, si on note

C l’évènement C = “il existe un vecteur propre de A orthogonal b”, on a B ⊂ C donc P(B) = 1− P(B) 6 P(C)

ce qui montre que P(B) > 1 − P(C). Comme X5(ω) = {0, 1}, par la formule des probabilités totales, on a

P(C) = P(X5 = 0)P(C|X5 = 0) + P(X5 = 1)P(C|X5 = 1).

Si X5 = 0, A =

 2 0 0

0 1 0

0 0 −1

 est diagonale donc Sp(A) = {2, 1,−1}, E2(A) = Vect(e1), E1(A) = Vect(e2)

et E−1(A) = Vect(e3) donc C est réalisé si et seulement si (e1 ⊥ b) ou (e2 ⊥ b) ou (e3 ⊥ b).

Avec la formule du crible, il vient P(C|X5 = 0) = P(X1 = 0) + P(X2 = 0) + P(X3 = 0)

−P(X1 = X2 = 0) − P(X1 = X3 = 0) − P(X2 = X3 = 0) + P(X1 = X2 = X3 = 0) donc

P(C|X5 = 0) = 3(1− p)− 3(1− p)2 + (1− p)3 par indépendance de X1, X2, X3.

Si X5 = 1, A =

 2 0 0

0 1 1

0 1 −1

 et on a facilement χA = (X − 2)(X −
√
2)(X +

√
2). Il est clair que
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E2(A) = Vect(e1) et, comme A−
√
2 I3 =

 2 0 0

0 1 1

0 1 −1

, on a E√
2
(A) = Vect((1+

√
2)e2 + e3)

et, de même, on a E−
√
2
(A) = Vect((1 −

√
2)e2 + e3). Ainsi, comme e1 ⊥ b ⇐⇒ X1 = 0,

(1 +
√
2)e2 + e3 ⊥ b ⇐⇒ (1 +

√
2)X2 + X3 = 0 ⇐⇒ X2 = X3 = 0 car

√
2 est irrationnel et

(1−
√
2)e2+e3 ⊥ b⇐⇒ (1−

√
2)X2+X3 = 0⇐⇒ X2 = X3 = 0 pour la même raison, C est réalisé

si et seulement si (X1 = 0) ou (X2 = X3 = 0) donc, toujours par indépendance de X1, X2, X3,

P(C|X5 = 1) = P(X1 = 0)+ P(X2 = X3 = 0)− P(X1 = X2 = X3 = 0) = (1−p)+(1−p)2−(1−p)3.

Avec tout ceci, on conclut que P(C) = (1−p)
[
3(1−p)−3(1−p)2+(1−p)3

]
+p
[
(1−p)+(1−p)2− (1−p)3

]
qui se simplifie bien en P(C) = 1− 3p3 + 2p4. Au final, P(B) > 3p3 − 2p4.� �

106� �a. Pour t ∈ [−1; 1], comme ∀n ∈ N, |P(X = n)tn| 6 P(X = n) et que
∑
n>0

P(X = n) converge, par

comparaison, la série
∑
n>0

P(X = n)tn converge aussi donc la domaine de convergence de la série entière∑
n>0

P(X = n)tn contient [−1; 1] et le rayon de convergence R de cette série vérifie bien R > 1. En posant

un : t 7→ P(X = n)tn, on a ||un||∞,[−1;1] = P(X = n) donc la série
∑
n>0

un converge normalement sur [−1; 1]

donc, comme toutes les fonctions un sont continues sur [−1; 1], la fonction GX est continue sur [−1; 1].
b. Soit g : [0; 1]→ R définie par g(t) = GX(t)− t qui existe et est continue sur [0; 1] d’après a.. Une fonction

somme d’une série entière est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence donc, d’après a., GX est au

moins dérivable sur [0; 1[ donc g est dérivable sur [0; 1[ et ∀t ∈ [0; 1[, g′(t) = −1+
+∞∑
n=1

nP(X = n)tn−1 donc

g′(t) 6 −1+
+∞∑
n=1

nP(X = n) = −1+ E(X) < 0 car ∀n ∈ N∗, tn−1 6 1. Ainsi, g est strictement décroissante

et continue sur [0; 1[ donc, comme g(0) = P(X = 0) > 0 et lim
t→1−

g(t) = g(1) = GX(1)− 1 = 0, l’application g

réalise une bijection de [0; 1[ dans ]0; P(X = 0)] ⊂ R∗ donc g ne s’annule pas sur [0; 1[ : l’équation GX(x) = x

n’admet pas de solution sur [0; 1[.

c. On pose à nouveau g : [0; 1]→ R définie par g(t) = GX(t)− t qui est continue sur [0; 1] et de classe C2 sur

[0; 1[ car R > 1. De plus, ∀t ∈ [0; 1[, g′′(t) =
+∞∑
n=2

n(n − 1)P(X = n)tn−2 > 0 car ∀n > 2, tn−2 > 0. Mieux,

si on avait ∀n > 2, P(X = n) = 0, on aurait E(X) = P(X = 1) 6 1, ce qui est contraire à l’énoncé, ainsi,

∀t ∈]0; 1[, g′′(t) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)P(X = n)tn−2 > 0 car ∀n > 2, tn−2 > 0. Ainsi, g est strictement convexe sur

[0; 1] et g′ strictement croissante sur [0; 1[. Comme g′(0) = P(X = 1)−1 6 0 et g′(1) = G′
X(1) = E(X)−1 > 0,

que g(0) > 0 et g(1) = 0, on a forcément g′(0) < 0 sinon g′ serait positive donc g croissante donc nulle

sur [0; 1] ce qui est absurde car g′(1) > 0. Ainsi, g′ réalise une bijection strictement croissante de ]0; 1[

dans ]g′(0), g′(1)[ donc il existe un unique α ∈]0; 1[ tel que g′(α) = 0. La fonction g est donc strictement

décroissante de [0;α] et strictement croissante sur [α; 1]. Comme g(1) = 0, on a forcément g(α) < 0, et

puisque g(0) > 0 et g(α) < 0, il existe un unique x ∈ [0;α[⊂ [0; 1[ et g(x) = 0 et l’équation g(x) = x n’a pas

de solution dans [α; 1[. Au final, l’équation GX(x) = x admet une unique solution sur [0; 1[.

d. Pour n > 2, puisque X1, · · · , Xn sont indépendantes et suivent toutes la loi de Bernoulli de paramètre

pn, on sait d’après le cours que ∀t ∈ R, GYn
(t) =

n∏
k=1

GXk
(t) =

n∏
k=1

(1 − pn + tpn) = (1 + pn(t − 1))n.
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Ainsi, GYn
(t) =

(
1 + λ

n
(t − 1)

)n
= exp

(
n ln

(
1 + λ

n
(t − 1)

))
. Comme ln

(
1 + λ

n
(t − 1)

)
∼
+∞

λ

n
(t − 1), on

a lim
n→+∞

n ln

(
1 + λ

n
(t − 1)

)
= λ(t − 1) donc, par continuité de exp, lim

n→+∞
GYn

(t) = eλ(t−1). On sait que

t 7→ eλ(t−1) est la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre λ.

On a montré dans le cours que la suite (Yn)n∈N∗ convergeait en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi

de Poisson de paramètre λ. En effet, soit k ∈ N et n > k, comme Yn suit d’après le cours la loi binomiale de

paramètre n et p, P(Yn = k) =

(
n

k

)
pkn(1−pn)n−k =

λk

k!
× (1−pn)−k× n.(n− 1). · · · .(n− k+ 1)

n.n. · · · .n
× (1−p)

n.

Or lim
n→+∞

(1 − pn)n = e−λ comme avant, lim
n→+∞

(1 − pn)−k = 1, lim
n→+∞

n.(n− 1). · · · .(n− k+ 1)
n.n. · · · .n = 1 donc

lim
n→+∞

P(Yn = k) = e−λλk

k!
comme attendu.

e. Pour t ∈ [0; 1] par exemple (plus généralement pour t tel que la série converge absolument), par définition,

GZ(t) = E(tZ) =
∑
k∈N

tk P(Z = k). Pour k ∈ N, (Z = k) =

+∞⊔
n=k

(Z = k, Y = n) donc, par σ-additivité, on

a la relation P(Z = k) =
+∞∑
n=k

P(Z = k, Y = n) donc GZ(t) =
∑

(k,n)∈ N2
n>k

tk P(Z = k, Y = n) qui s’écrit

aussi GZ(t) =
∑

(k,n)∈ N2
n>k

tk P(Y = n, X1 + · · · + Xn = k). Puis, par indépendance de Y et des Xi, on arrive

à GZ(t) =
∑
n∈N

P(Y = n)
n∑

k=0

tk P(X1 + · · · + Xn = k) =
∑
n∈N

P(Y = n)GX1+···+Xn
(t) ce qui donne, par

indépendance des variables aléatoires X1, · · · , Xn, la relation GZ(t) =
∑
n∈N

P(Y = n)GX1
(t)n = GY(GX1

(t)).

f. On suppose implicitement dans cette question que les variables aléatoires Y et X1 admettent des espérances

finies, donc qu’elles sont dérivables en 1 d’après le cours, ce qui montre par composition que GZ est elle-même

dérivable en 1 et, d’après le cours, que la variable aléatoire Z est d’espérance finie.

On sait aussi que E(Z) = G′
Z(1) = G′

X1
(1)G′

Y(GX1
(1)) = E(X1)E(Y) : c’est la formule de Wald.

g. En notant Y le nombres d’œufs pondus, on a Y ∼ P(λ), et si on note Xi = 1 si l’œuf numéro i éclôt et

Xi = 0 sinon, on a Xi ∼ B(α). On peut supposer les œufs indépendants entre eux et indépendants de Y

donc, en notant Z le nombres d’œufs éclos, on a Z =
Y∑

i=1

Xi donc ∀t ∈ R, GZ(t) = GY(GX1
(t)) d’après e.

donc GZ(t) = eλ((1−p+pt)−1) = eλp(t−1) donc, comme la fonction génératrice donne la loi, Z suit la loi de

Poisson de paramètre αλ > 0.� �
107� �� �
108� �� �
109� �� �
110� �� �
111� �� �
112� �
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� �
113� �� �
114� �� �
115� �� �
116� �� �
117� �� �
118� �� �
119� �� �
120� �a. On a det(M) = X2 − Y2 = (X − Y)(X + Y) et X + Y ̸= 0 car X(Ω) = Y(Ω) = N∗ par hypothèse donc

X + Y > 2. Ainsi, M inversible ⇐⇒ X ̸= Y. Or (X = Y) =

+∞⊔
n=1

(X = n, Y = n) (réunion d’évènements

incompatibles) donc, par σ-additivité, on a P(X = Y) =
+∞∑
n=1

P(X = n, Y = n). Or, X et Y ont été supposées

indépendantes ce qui donne la relation P(X = Y) =
+∞∑
n=1

P(X = n)P(Y = n) =
+∞∑
n=1

p(1 − p)n−1p(1 − p)n−1.

Comme 0 < (1− p)2 < 1, on peut calculer avec les séries géométriques : P(X = Y) = p2

1− (1− p)2
= p

2− p .

La probabilité que M soit inversible est donc 1− P(X = Y) = 2− 2p
2− p .

b. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M2(R) et les valeurs propres α et β

vérifient α+β = Tr (M) = X+Y et αβ = det(M) = X2−Y2 = (X−Y)(X+Y). Ainsi, les deux valeurs propres de

M sont X+Y et X−Y. Par conséquent, comme Y > 0, on a U = X+Y > 2 et V = X−Y ∈ Z. D’après le cours,

Cov(U, V) = E(UV)− E(U)E(V). Or E(V) = E(X−Y) = E(X)− E(Y) = 0 par linéarité de l’espérance et que

X et Y suivent la même loi. Ainsi, Cov(UV) = E(UV) = E((X+Y)(X−Y)) = E(X2−Y2) = E(X2)− E(Y2) = 0.

c. Or (U = 2, V = 0) = (U = 2) = (X = Y = 1) donc P(U = 2, V = 0) = P(X = 1, Y = 1) = P(X = 1)P(Y = 1)

car X, Y indépendantes donc P(U = 2) = P(U = 2, V = 0) = p2.

Par contre, (V = 0) = (X = Y) =

+∞∪
n=1

(X = Y = n) (réunion incompatible) donc P(V = 0) =
+∞∑
n=1

P(X = n)2

par σ-additivité, indépendance de X et Y qui suivent la même loi. Comme P(U = 2, V = 0) ̸= P(U = 2)(V = 0)

car P(V = 0) =
+∞∑
n=1

p2(1− p)2(n−1) = p2

1− (1− p)2
= p

2− p < 1, U et V ne sont pas indépendantes.

d. Comme Z(Ω) = N∗ ⊂ N, on a E(Z) =
+∞∑
n=1

P(Z > n) d’après le cours. Pour tout entier n ∈ N∗,

(Z < n) = (X < n) ∩ (Y < n) donc, par indépendance de X et Y, P(Z < n) = P(X < n)2 = (1 − P(X > n))2

car X et Y suivent la même loi. Ainsi, P(Z > n) = 1− P(Z < n) = 1− (1− (1− p)n−1)2 (classique). On en

déduit donc que P(Z > n) = 2(1−p)n−1− (1−p)2(n−1). On sait sommer les séries géométriques, et comme

|1− p| < 1, Z admet une espérance finie et E(Z) = 2

1− (1− p) −
1

1− (1− p)2
= 3− 2p
p(2− p) .� �
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127� �� �
128� �� �
129� �a. La fonction f est de classe C1 sur Rn par opérations car les fonctions polynomiales (x1, · · · , xn) 7→

n∑
k=1

xk

et (x1, · · · , xn) 7→
n∑

k=1

x2k et même exp sont de classe C1. Pour (x1, · · · , xn) ∈ Rn, on calcule le gradient

−−−→
grad f(x1, · · · , xn) = exp

(
−

n∑
k=1

x2k

)(
1− 2x1

n∑
k=1

xk, · · · , 1− 2xn
n∑

k=1

xk

)
.

Analyse : si (x1, · · · , xn) est un point critique de f, alors ∀j ∈ [[1;n]], 1 − 2xj
n∑

k=1

xk = 0 donc xj ̸= 0 et

n∑
k=1

xk = 1

2xj
donc x1 = · · · = xn = λ et en reportant dans les équations, 1− 2λ(nλ) = 0 donc λ = ± 1√

2n
.

Synthèse : réciproquement, si (x1, · · · , xn) = ±
(

1√
2n
, · · · , 1√

2n

)
, comme

n∑
k=1

xk = ±n × 1√
2n

= ±
√
n

2
et

n∑
k=1

x2k = n× 1

2n
= 1

2
, on a

−−−→
grad f(x1, · · · , xn) = exp

(
− 1

2

)(
1− 2√

2n

√
n

2
, · · · , 1− 2√

2n

√
n

2

)
= (0, · · · , 0).

Ainsi, il y a deux points critiques de f sur Rn qui sont an =
(

1√
2n
, · · · , 1√

2n

)
et −an.

b. De même, la fonction f est de classe C2 sur Rn et, pour tout (x1, · · · , xn) ∈ Rn et tout j ∈ [[1;n]],

on calcule ∂2f

∂xj
2 (x1, · · · , xn) =

(
− 2xj − 2

n∑
k=1

xk − 2xj
(
1 − 2xj

n∑
k=1

xk

))
exp

(
−

n∑
k=1

x2k

)
ce qui montre que

∂2f

∂xj
2 (an) =

(
− 2 1√

2n
− 2
√
n

2
− 2 1√

2n

(
1− 2 1√

2n

√
n

2

))
e−1/2 = −(n+ 1)

√
2

en
. Si (i, j) ∈ [[1;n]]2 avec i ̸= j,

∂2f
∂xi∂xj

(x1, · · · , xn) =
(
−2xj−2xi

(
1−2xj

n∑
k=1

xk

))
exp

(
−

n∑
k=1

x2k

)
=
(
−2xi−2xj+4xixj

n∑
k=1

xk

)
exp

(
−

n∑
k=1

x2k

)
donc ∂2f

∂xi∂xj
(an) =

(
− 4 1√

2n
+ 4

2n

√
n

2

)
e−1/2 = −

√
2

en
. Ainsi, la matrice hessienne de f en an vaut

H = −
√

2

en


n+ 1 1 · · · 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1

1 · · · 1 n+ 1

. Soit la matrice symétrique réelle M =


n+ 1 1 · · · 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1

1 · · · 1 n+ 1

,

M−nIn =


1 · · · · · · 1
...

...
...

...
1 · · · · · · 1

 est de rang 1, d’après la formule du rang, dim(Ker(M−nIn)) = n− 1 donc n

est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité supérieure à n− 1. De plus, en notant v = (1, · · · , 1), on a

Mv = 2nv avec v ̸= 0 donc 2n ∈ Sp(M) de sorte que Sp(M) = {n, 2n} ⊂ R∗
+ (avec χM = (X−n)n−1(X−2n)).

Ainsi, M est symétrique définie positive donc H est symétrique définie négative ce qui montre que f admet
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en an un maximum local.

c. Comme f(−x1, · · · ,−xn) = −f(x1, · · · , xn), puisque f admet en an un minimum local, la fonction f admet

un maximum local en −an car si ∀x ∈ B(an, r), f(x) > f(an), alors ∀ − x ∈ B(−an, r), f(−x) 6 f(−an).

d. Pour x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, |f(x)| 6
( n∑

k=1

|xk|
)
exp

(
−

n∑
k=1

x2k

)
et on sait que ||x||1 6 √n||x||2 (par

Cauchy-Schwarz) donc |f(x)| 6 g(||x||2) avec g : r 7→
√
nre−r2 . Comme lim

r→+∞
g(r) par croissances

comparées, on a bien lim
||x||2→+∞

f(x) = 0 par encadrement.

e. Posons αn = f(an) > 0, il existe rn > 0 tel que ∀x ∈ Rn, ||x||2 > rn =⇒ |f(x)| 6 αn

2
d’après la question

précédente. La fonction f étant continue sur le fermé borné Kn = Bf(0, rn), comme on est en dimension finie,

d’après le théorème des bornes atteintes, f admet un maximum absolu sur Kn. Comme f est inférieure à αn

2

sur la frontière de Kn et que f(an) = αn >
αn

2
, le maximum de f sur Kn est atteint dans l’intérieur de Kn,

c’est-à-dire dans l’ouvert
◦
Kn = B(0, rn) donc en un point critique, donc en an ou en −an avec les calculs de

la question a.. Mais f(an) > 0 et f(−an) < 0 donc mn =Max
Kn

(f) = f(an).

Pour x ∈ Rn, on a deux possibilités :

• Si x ∈ Kn, alors f(x) 6 mn = f(an).

• Si x /∈ Kn, alors f(x) 6 αn

2
6 f(an).

Ainsi, ∀x ∈ Rn, f(x) 6 f(an) = mn donc Max
x∈Rn

f(x) = f(an) et f admet bien en an un maximum absolu.� �
130� �� �
131� �� �
132� �� �
133� �� �
134� �a. Le couple (a, b) ∈ R2 est fixé. Les solutions sur R de l’équation homogène (E0) : y′′ − 4y = 0 sont,

d’après le cours, les fonctions y : t 7→ Ae2t+Be−2t avec (A, B) ∈ R2 car l’équation caractéristique associée à

(E0) est z
2−4 = 0 donc les solutions sont ±2. Il est clair que les fonctions f1 : t 7→ −at+ b

4
et f2 : t 7→ at− b

4

sont respectivement solutions particulières de l’équation (E) sur R∗
+ et R∗

−.

Analyse : soit y : R → R une solution de (E) sur R, il existe d’après ce qui précède quatre scalaires réels

A1, A2, B1, B2 tels que ∀t > 0, y(t) = A1e
2t + B1e

−2t − at+ b

4
et ∀t < 0, y(t) = A2e

2t + B2e
−2t + at− b

4
.

Par continuité de y en 0, y(0) = lim
x→0+

y(x) = A1+B1− b
4
= lim

x→0−
y(x) = A2+B2− b

4
: A1+B1 = A2+B2 (1).

Par continuité de y′ en 0, on a y′(0) = lim
x→0+

y′(x) = 2A1 − 2B1 − a

4
= lim

x→0−
y′(x) = 2A2 − 2B2 + a

4
donc

A1 − B1 = A2 − B2 +
a

4
(2). En additionnant et en soustrayant (1) et (2) : A2 = A1 − a

8
et B2 = B1 +

a

8
.

Synthèse : soit (A1, B1) ∈ R2 et la fonction y : R → R définie par y(0) = A1 + B1 − b

4
et aussi par

∀x > 0, y(x) = A1e
2x + B1e

−2x − ax+ b

4
et ∀x < 0, y(x) =

(
A1 − a

8

)
e2x +

(
B1 + a

8

)
e−2x + ax− b

4
. Ce

qui précède prouve que y est une solution de classe C∞ de (E) sur R∗
+ et R∗

−. De plus, comme il vient
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lim
x→0+

y(x) = lim
x→0−

y(x) = y(0) = A1+B1− b
4
: y est continue en 0. lim

x→0+
y′(x) = lim

x→0−
y′(x) = 2A1−2B1− a

4

donc y est de classe C1 sur R avec y′(0) = 2A1 − 2B1 − a

4
. Enfin, ∀x > 0, y′′(x) = 4A1e

2x + 4B1e
−2x

et ∀x < 0, y′′(x) = 4

(
A1 − a

8

)
e2x + 4

(
B1 + a

8

)
e−2x donc lim

x→0+
y′′(x) = lim

x→0−
y′′(x) = 4A1 + 4B1 et y est

donc deux fois dérivable en 0 (théorème de prolongement C1 appliqué à y′) avec y′′(0) = 4A1 + 4B1. Ainsi

y′′(0)− 4y(0) = 4A1 + 4B1 − 4
(
A1 + B1 − b

4

)
= b = a|0|+ b. Finalement, y est bien solution de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y : R→ R définie par (A1, B1) ∈ R2, y(0) = A1+B1− b
4
,

∀x > 0, y(x) = A1e
2x + B1e

−2x − ax+ b

4
et ∀x < 0, y(x) =

(
A1 − a

8

)
e2x +

(
B1 +

a

8

)
e−2x + ax− b

4
.

b. Si une solution y de (E) sur R a l’expression ci-dessus, pour que y admette une asymptote en +∞, il

est clair qu’il est nécessaire et suffisant qu’on ait A1 = 0 et pour que y admette une asymptote en −∞, il

est nécessaire et suffisant qu’on ait B1 + a

8
= 0. Ainsi, la fonction y : R → R définie par y(0) = −a

8
− b

4
,

∀x > 0, y(x) = −a
8
e−2x− ax+ b

4
et ∀x < 0, y(x) = −a

8
e2x+ ax− b

4
est l’unique solution de (E) sur R dont le

graphe possède des asymptotes en ±∞, respectivement les droites d’équations y = −ax+ b

4
et y = ax− b

4
.� �

135� �a. Par opérations, la fonction f est de classe C2 (et même C∞) sur l’ouvert D = R2 \ {(0, 0)}. Comme

∀(x, y) ∈ D, |f(x, y)| 6 |xy|x
2 + y2

x2 + y2
= |x||y| 6 ||(x, y)||22 et que lim

(x,y)→(0,0)
||(x, y)||2 = 0, par encadrement, on

trouve lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0) et f est aussi continue en (0, 0). Par conséquent, f est continue sur R2.

b. ∂f
∂x

(0, 0) = lim
t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= ∂f
∂y

(0, 0) = lim
t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0 en revenant à la définition et, par

un calcul brutal, on a ∂f
∂x

(x, y) =
y(x4 + 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
et ∂f
∂y

(x, y) = −x(y
4 + 4x2y2 − x4)
(x2 + y2)2

. Le second calcul

n’était pas nécessaire puisque f(x, y) = −f(y, x) (1) donc ∂f
∂x

(x, y) = − ∂f
∂y

(y, x) en dérivant (1) par rapport

à x avec la règle de la châıne.

c. De même, les fonctions rationnelles ∂f
∂x

et ∂f
∂y

sont continues sur l’ouvert D par opérations. De plus,

∀(x, y) ∈ D,
∣∣∣ ∂f∂x (x, y)∣∣∣ 6 |y|(2x4 + 4x2y2 + 2y4)

(x2 + y2)2
= 2|y| 6 2||(x, y)||2 et, comme en a., ∂f

∂x
est aussi continue

en (0, 0). Comme ∂f
∂x

(x, y) = − ∂f
∂y

(y, x), ∂f
∂y

est aussi continue en (0, 0).

Ainsi, par définition, f est de classe C1 sur R2.

d. ∂2f
∂x∂y

(0, 0) = lim
t→0

∂f

∂y
(t, 0)− ∂f

∂y
(0, 0)

t
= lim

t→0

t

t
= 1 et ∂2f

∂y∂x
(0, 0) = lim

t→0

∂f

∂x
(0, t)− ∂f

∂x
(0, 0)

t
= −1. On

peut aussi calculer ∂
2f

∂x2
(0, 0) = lim

t→0

∂f

∂x
(t, 0)− ∂f

∂x
(0, 0)

t
= 0 et ∂

2f

∂y2
(0, 0) = lim

t→0

∂f

∂y
(0, t)− ∂f

∂y
(0, 0)

t
= 0. Par

contraposée du théorème de Schwarz, f n’est pas de classe C2 sur R2 car ∂2f
∂x∂y

(0, 0) ̸= ∂2f
∂y∂x

(0, 0).� �
136� �
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