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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

a. Pour t > 0 et n € N, la fonction gn¢ : x — x™e 2 est continue sur R et elle est paire si n est pair

et impaire si n est impair. Par conséquent, g, ¢ est intégrable sur R si et seulement si elle I'est sur R,.
2

—tx .
Comme gn t(x) = o( 1 ) par croissances comparées car t > 0 et lim x nt2eT7 = 0, la fonction gn ¢ est
) +oo \x?2 x——+00 ’

intégrable sur Ry et my (t) existe. Ainsi, la suite (mn(t))nen est bien définie.

b. Comme la fonction gon1,¢ est impaire, on a Vn € N; man41(t) = 0. Posons, pour la suite de I'exercice,

+oo —tx +oo
pn(t) = f x™e ™ 2 dx qui existe d’apres a.. Comme on connait 'intégrale de GAUSS ﬁ) e Wdu = Vn

0 7’
en effectuant le changement de variable x = \[— @(u) avec @ qui est une bijection strictement croissante
+oo —tx?
de R, dans Ry et de classe C', il vient po(t) = \]; e 2 dx = V2 f e W du = /%. De plus, on a
+oo  —tx? —tx? 7400
directement t) = e 2 dx= [f 1e=2 ] =1
= J, o " t ot
SN —tx? +o0 —tx
Pour n € N et t >0, on pose up : x — 7 etvixr—e 2 danspn(t):fo x"e” 2 dx avec un et v
n
qui sont de classe C! sur R et telles que w, (0)v(0) = liT un (x)v(x) = 0 par croissances comparées. Ainsi,
X—+00
PR . +o0 +o0 —tx?
par intégration par parties, pn(t) =0 — fo Vi(tun(t)dt = - i 71, X"2e T2 dx = - ]pn+2( ).

Pour 'expression de pn (t) en fonction de n, traitons deux cas :

® Sin =2k est pair avec k € N, pn(t) = pak(t) = =— I

p2k—2(t) puis, par une récurrence classique,

t
k. k
o — Zk)! ka(t) 1/1 T
1 t t:( 2i=1 1) t:( T q N—( ) I,
it vient pai(t) = { 11 == Jpo(t) = 557, 5 dome 55,5, 2t) /2t
e Sin = 2k + 1 est impair avec k € N, pn(t) = paxt1(t) = z—kka 1(t) puis, par récurrence,
k . k k
_ 2i _ 2k Parti(t) _ 2% !
on a t) = ( —) t) = donc = et, avec STIRLING,
P21 (1) IL0)p ) = e k+10! 2T 2K+ 1)
pak+1(t) 25 V2mk kke? donc paki1(t) 1 e® N (1 % E)l(l>k
(2k + 1)! +00 V/amk(2k) 2K M 5T (2k) (2K + 1)! +oo z\fzkkk“ KT 4o \ 2t k/k!\2t/
—tx? +0 n
c. La fonction gt : x — e~ 2 e est bien définie sur R et, comme on sait que Vx € R, e* = > X—' on a
n=o0 M
400 . —tx? +o0 n o —tx?
ge(x) = 30 *5e7Z = 3 hn(x) en posant hy 1 x — e 2
n=0 M- n=0 n.

(Hy) La série de fonctions Y h, converge simplement vers g, sur R d’apres ce qui précede.
n=0

(Hz) Les fonctions h,, qui sont paires ou impaires en fonction de la parité de n, sont continues et

intégrable sur R cat hy,(x) =0 (iz) par croissances comparées.
oo \x

(H3) La fonction g est continue sur R.

+

H4) La série hn )|dx converge car = hn(x)|dx = Zpn () par parité de |hn| et que,

!
n>0 o n:

Kk Kk
d’apres la question précédente, 2p2(t) = O(l (i) ) et 2p2ics1 (1) = O(l(l) ), alors que
(Zk)! +o0 k!'\2t (Zk—F])! +o0 k!\2t
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k
la série exponentielle > %(—) converge (sa somme vaut e'/(2Y)). On pouvait aussi utiliser la
k=0

2pn(t) K2 Pak+2(t) _ 1

regle de D’ALEMBERT car si a,, = ,on a = = donc
& Y aze  (2k+2)(2k+ Dpa(t)  (2k+2)t
. azk+2 a2k+1 _ pak+1(t) _ 1
lim —=—= =0< 1 donc azi converge. De plus = =
k—+oo a2k kgo 2k & prus; aA2k_1 (Zk + 1)(2k)‘p2k_1 (t) (Zk + 1)’(
donc lim 22Xt — 0 < 1 donc > azk41 converge.
k—+4o00 A2k -1 k>0

X2 400 Atoo
Par le théoréme d’intégration terme & terme, g; est intégrable sur R et f e =5 eXdx = > f h,(t)dt
n=0

+oo  —tx? +oo
donc f e 2 efdx = ), mon(t) _ Z = pan(Y) car man4+1(t) = 0, ce qui donne, avec la question
—o0 n=o (2n)! (2n)!
+oo —tx? n 1
récédente, f e 2 eXdx=2 | I —(—) =e2t |27,
P —o0 * 2t nz n!\2t t
d. La fonction g¢ est continue sur R, g¢(x) = o(e*) alors que x — e* est intégrable en —oo donc, par
X——00
—tx?
comparaison, g est intégrable en —oo. De plus, comme lim e” 2 e?* =0car lim (fo—) = —00, On
X—5+00 X—+00 2

a gi(x) = o(e™™) alors que x — e™™ est intégrable en +oo donc, encore par comparaison, g¢ est intégrable

en +o00. Par conséquent, gt est intégrable sur R.

tx? t 1\2 1
et x — % == (x - g) + ot donc, par linéarité de l'intégrale, on

—tx?

On écrit gi(x) =e” 2 e

2
—tx
X =¥t T2

+oo —tx? Loptoo St 1y . 1 :
a f e 2 e*dx =elt f e?2 t’ dx. Avec le changement de variable x = u + e P(u) avec P qui

— 00 —00

est une bijection strictement croissante et de classe C' de R dans R, on a Iexpression déja trouvée a la

. o +oo —tx? 1 pdoo —tu? 1 1
question précédente, f e” 2 eXdx —e2t f e 2 du=-eZtmp(t) =e2t o
— 00 — 00
a a. Pour x > 0, la fonction St — 1 est continue sur R, et t) ~ L donc, par comparaison
. Z Y Ix T2+ 2 + gx<)+oot2 , P p

aux intégrales de RIEMANN, gy est intégrable en +oo donc sur Ry, et F(x) existe. De plus, par linéarité de
1

1+x2 1 t e
Pintégrale, F(x dt = —— [Arctan (7” =0 .
\/ ‘[ ]+(¥)2 V1+x2 V1+x2740 20/1 4+ %2
V1 +x2
dt

b. Pour n € N* et « € Ry, la fonction hy : t —
* " 14 n%n* sin?(t)

est continue sur le segment [0; 7] donc I,

existe. De plus, comme Vt € {%, T [, hn(mt—t) = hy(t), par symétrie avec le changement de variable u = m—t

. /2 7
dans la seconde intégrale, on a I, = f hn(t)dt + f hp(t)dt =2 f t)dt. On considere l'intégrale
0 /2
sur }O; 5{ et on effectue le changement de variable u = #, c’est-a-dire t = Arctan <l> = o(u)
2 tan(t) u

avec @ qui est une bijection strictement décroissante et de classe C' de R% dans }O;%[, de sorte que

I, = 2]0 ) 1 (— ) 2)du car sin?(t) = tan?(t)cos?(t) = Lz X % donc
oo 14+ n%*n*(1 +u”)” T+u u 14+ (1/u)

1
T+u

sin?(t) = 1 > = (14+u?)"" et que @(u) = % — Arctan(u) donc ¢’(u) = — ~. Ainsi, grace a la

1+u

question précédente, on a la relation I,, = 2F(n®/21%/2) = u

V1 + nege’



1

c. Pour o € R, Jx - Rj_ — R définie par go((t) = m

3 i A i \Q *
est continue par opérations sur R T

Z(t) _ sinzz(t) 1

e Si oo = —2, alors t¥sin " f(\;] donc g_» se prolonge en 0 en posant g_»(0) = 7
e Si x > —2, alors t* sin?(t) f;tz‘*‘“ donc liT(!)l+ t*sin?(t) = 0 et g4 se prolonge en 0 en posant gu(0) = 1.
t—

e Si x < —2, alors t* sin?(t) fgtz“‘“ donc 1112)1+ t*sin?(t) = +o0 et g4 se prolonge en 0 avec g (0) = 0.
t—

7T
Dans tous les cas, g, est intégrable en 0 car elle y est continue donc fo g« (t)dt converge.

—+oo
Sia <0, Vt >m t* < 1 done guft) > % > 1 donc f ga(t)dt diverge “grossierement”.
1+ sin“(t) 2 n
Prenons pour la suite o« > 0. Soit G4 : [7; +oo[— R définie par G4 = #
p o [ p f 9a(t fn 14+ t%sin (t)
Par CHASLES tout entier n € N* Go(nm) ni] f(kH)H dt P k€ N*
ar , pour tout entier n ,on a nn) = —= . Posons, pour ,
P * K= Jkm 1+ t%sin”(t) P
f (kebm dt Le changement de variable affine t +km (facile & justifier) transforme wy et
ur = _ Vi =Uu 7T u
K k7 14+t sinz(t) & ! K
T du .2 2
U = car sin“(u-+kmn) = sin“(u). Comme Yu € [0; 7], kn < u+kn < (k+1)m, on a
S e cvere o (utkr) = sin? (u) 0371, ke < u-tle < (ke +1)

K®* < (w+km)® < (k41)%7* done 1+ k*m® sin?(u) < 14 (uw+km)* sinz(u) 14 (k+1)*1* sin?(u). Par
n—1 n 1 - n—1

I = <G Ix. Comme
k§1 o 1\/1 (k + 1)%*me a(nm) < Z \/1+k°‘71"‘ Z A

la série a termes posmfs > Iy converge si et seulement si « > 2 par le crltere de RIEMANN.
k>1

croissance de l'intégrale,

Iy ~ ——,
+oo koc/27_[oc/2

Traitons deux cas :
n—1

e Si <2, > Iy diverge donc hm Z Ix+1 = 400 done, par minoration lim Gy(nm) = +o00, ce
k>1 n—-+o0o

. vy s ""OO . . +oo dt
qui prouve la divergence de l'intégrale f g« (t)dt, donc aussi la divergence de j;) m
7 sin

+oo n—1
e Sia>2, > I converge, notons S = > Iy, on a donc ¥n > 1, > Ix < S donc Gy(nm) < S et,
k>1 k=1 k=

pour tout réel x > m, comme G est croissante car gy est positive, on a Gy(x) < Gu(|x] + 1)) < S

dt

—— == aussi.
14 t%sin’(t)

+o0 +oo
donc les intégrales partielles étant majorées, f g« (t)dt converge donc fo
7T

dt

——=~ - converge si et seulement si o« > 2.
1+ t%sin?(t) 8

’ . Ve +O(>
Par conséquent, 'intégrale fo

D’abord, pour tout polynéme P, la fonction x — |P(x)] est continue par morceaux sur R, par composition

donc la fonction fp : x = (—1)LP0)) Test aussi. Comme Vx € Ry, |fp(x)| = 1, bien stir que la fonction fp

n’est pas intégrable sur R. Traitons trois cas :

+oo
e Si P = a est constant, fp est constante et vaut +1 selon la parité de |a| donc fo fp diverge.

e Si P =aX+b est de degré 1, prenons par exemple a > 0 (l'autre cas se traite de la méme maniere). En
n—>ot
a

posant u, = pour n = |b] + 1 = no, la suite (un)n>n, est positive, strictement croissante, tend

+oo x
vers +00. Si on avait convergence de f;) fp(x)dx, en notant Fp : x — f;) fp(t)dt la “primitive” de fp qui

+oo
s’annule en 0, la fonction Fp admettrait une limite finie notée I = fo (=1)P™Jdx en 4o00. Par la relation

Un
de CHASLES, comme Fp(uny1)—Fp(un) = f o p(t)dt = £(un4+1—un), on aurait 1111 (Unt1—un) =0
Un n—-+oo



+oo
alors que un41 —up = 1. NON ! On conclut que fo (—1)LP(X)de diverge.
a

e Si deg(P) > 2, par exemple a = dom(P) > 0 (lautre cas est similaire), on a deg(P’) = deg(P) —1 > 1
et dom(P) = adeg(P) > 0 donc xEToo P'(x) = 400. De méme, xEToo P’(x) = +oo si deg(P) > 3 et
P’ = 2a > 0 si deg(P) = 2. Ainsi, il existe A € Ry tel que Vx > A, P'(x) > 0 et P”(x) > 0 donc P est
strictement croissante et strictement convexe sur [A; 4+oc[. Posons N = |[P(A)] +1 > P(A), comme P réalise
une bijection strictement croissante de [A;+oo[ dans [P(A);4oo[ car P est continue sur R, il existe un

X
unique réel xo > A tel que P(xo) = N. Comme fp est continue sur le segment [0;xo], l'intégrale fo * fp (x)dx

+oo
converge et le probleme se ramene a la convergence de f fp(x)dx. De plus, il existe une unique suite
X0

strictement croissante (xn )nen telle que Vn € N, P(xn) = N+4n car P est bijective et strictement croissante
Xn
de [xo; +oo[ dans [N; 4o0[. Posons a,, = o (—=1)P™]ax pour n € N.
Xn
e si N 4+ n est pair, pour x € [xn;xn+1[, N+n =P(xn) <P(x) < P(xnt1) =N +n+1donc fp(x) =1
car |P(x)] = N +n est pair. Ainsi, an = xn4+1 —xn > 0. De méme, si N + n est impair, on obtient
an = —(xn+1 — xn) < 0. La suite (an)nen est donc alternée.

e Par le théoreme des accroissements finis, pout tout n € N* on a 'existence de yn €]xn;xn+1[ tel

1
PI(Xn)

que N+n+1—=(N+n)=1=P(xnt1) = P(xn) = P(yn)(xn4+1 —xn) donc xn41 —xn = ce qui

prouve que Um (xn41 —xn) =0car lim P/(x) = +oo. Ainsi, (an)nen tend vers 0.
n—+oo X—+00

e De plus, comme (yn)nen+ est strictement croissante car Vn € N*| x < yn < Xn41 < Yn+1 < Xn+42,
et que P’ est strictement croissante sur [xo; +00o[ par construction, on obtient P/(yn) < P’(yn+1) donc

1 > 1
P/(yn) P/(UH-H)

D’apres le critére spécial des séries alternées, la série Y an converge, ce qui se traduit, en posant la
n=0

n n Xk41 Xn+1
~ _ _ P gy — P ; _
somme partielle S, = Y ax kX::] f ) (-1) dx f (=1) dx, par nl—l>Too Shn=S€R.

k=1 x x1

lan| = = |an41|. Ainsi, (Jan|)nen est strictement décroissante.

Soit maintenant x > xo, comme (xn)nen est strictement croissante et tend vers +oo, il existe un
unique entier n € N tel que xn < x < xp41. Ainsi, Fp(x) = fox fp(t)dt = foxn fp(t)dt + fx fp(t)dt
Xn
X
done [Fp(x) — S| = [Fp(x) — Sn_1 +Sn_1 =S| < [Sn_1 — S| + ‘ I 1dt‘ < Snet — S|4 (xna1 —xn) par

inégalité triangulaire sur les réels et sur les intégrales. Comme HT n = +oo ('entier n dépend de
X—>+00

x), que nl—tToo(Snfl —S) =0 et que nl_l)Too(an — xn) = 0, par encadrement, on a xEToc Fp(x) =S.
+
Ainsi, I'intégrale fo OO(—])LP(X)J dx converge.
+oo . .
Par conséquent, fo (=1)P)] ax converge si et seulement si deg(P) > 2.
@ a. Il s’agit dans cette question de vérifier que la fonction g, : [0; 1— l} — R définie par gn (x) = f(x—l—l) —f(x)
n n
s’annule sur [0; 1— l] Or cette fonction g, est continue par opérations sur [O; 1— l] car f lest sur [0;1].
n n
e Pour n =1, en prenant x; =0 € {0;1 - H = {0}, on a bien g1 (x7) = f(1) — f(0) = 0.
e Pour n =2, g2(0) = f(1/2) — £(0) et g2(1/2) = f(1) — f(1/2) = £(0) — f(1/2) = —g2(0) ce qui montre
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que g2(0)g2(1/2) = —g2(0)? < 0 et, par le fameux théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction g,

annul o1 =1 = |os1].
s‘annule en xp sur 7 5

Dans les deux cas n = 1 et n = 2, il existe bien x,, € [0; 1— l} tel que f(xn + l) = f(xn).
n n

SN TS k RS
Pour n € N*| par télescopage, ona > (f(i) —f(—)) =f(1)—f(0) =0 donc > gn(—> = 0. Comme
k=0 n n k=0 n

cette somme de quantités réelles est nulle, on a deux cas :

e Il existe un entier k € [[0;n — 1] tel que gn<£) —0ectxn =X e [0;1 - l] convient.
n n n
e Tous les termes de cette somme sont non nuls, comme leur somme est nulle, il en existe deux de signes

stricts opposés, donc 3(i,j) € [0;n — 1] tel que i # 3§, gn(i) <0 et gn(i) > 0. Par le théoréme des
n n

valeurs intermédiaires appliqué, Ix,, € } %; % [ - {0;1 — %], gn(xn) = 0 donc f(xn + %) = f(xn)

Dans les deux cas, il existe bien un réel x,, € [O; 1— l} tel que f(xn + l) = f(xn).
n n

sin(mx /)

2
- ) (somme d’une fonction
sin(m/o)

b. En tatonnant, pour o 6]0;1[\{% ’ ne N*}, sion pose fy : x — xf(
périodique et d’une fonction affine), la fonction f, est continue par opérations sur [0;1] car sin (E) #0
o

puisque T n’est pas un multiple de 7 par hypothese, elle vérifie bien f,(0) = fo(1) = 1—1. Mais, bizarrement,
o

Vx € [0;1 — «f, folx + &) = folx) = x + a — (MY— (x— (M>2) = « # 0 donc il

sin(m/o) sin(m/o)

n’existe aucun réel x € [0;1 — of tel que f(x + «) # f(x). Amazing !
a. Pour n € N, la fonction fn : x +— xsin(x) — ccos(x) est dérivable sur J, = I, = {mt; nm + %}, vérifie

I, (x) = sin(x) + x cos(x) + c sin(x). Traitons deux cas :
e Si n est pair, f/| reste strictement positive sur J,, donc f,, est strictement croissante sur J, et

fa(nm) = —c < 0 et f, (nn + %) =nmn+ g > 0 donc, par le théoreme de la bijection, f,, réalise une

bijection strictement croissante de J;, dans [— c;nm+ %} . Comme 0 est a l'intérieur de cet intervalle,

[e]
il existe un unique réel x, €] = I, tel que f1, (xn) = 0, ¢’est-a-dire tel que x,, sin(xn) —ccos(xn) = 0.
e Si n est impair, f} reste strictement négative sur J,, donc fy, est strictement décroissante sur J,, et

fa(nm) =c >0 et f (mt + 725) = —nmn— g < 0 donc, par le théoreme de la bijection, f;, réalise une
bijection strictement décroissante de J,, dans {—mr— %; c] . Comme 0 est a l'intérieur de cet intervalle,

o
il existe un unique réel x, €] = I, tel que f,,(xn) = 0, ¢’est-a-dire tel que x, sin(xn) —ccos(xn) = 0.
Dans les deux cas, pour n € N, il existe un unique x,, € }nn; nm+ g [ tel que xn sin(xn)ccos(xn) = 0 d’ont

Pexistence et I'unicité de la suite (xn)nen vérifiant les conditions de ’énoncé.

b. Comme xn sin(xn) — ccos(xn) = 0 et cos(xn) # 0, on a tan(xn) = - = tan(xp — nn) car tan
Xn
est m-périodique. Or x, — nm € }O; %[ C ] — 725; th [ Par définition de la fonction Arctan, on a donc
Xn — N = Arctan (L> Mais nm < xn, < nt+ & et nmt+ & ~ nm donc, par encadrement, x,, ~ nm donc
Xn 2 2 +oo +o0



lim £ =0, de sorte que x, —nw ~ & ~ £ =y, oux, = n+ & —l—o( )
n—+00 Xpn +00 Xn +oo N7 +oo nrm n
3
c. En reprenant plus loin le développement limité précédent, x,, —nm = Arctan ( = ) = £ ;73 +o0 (%)
+oo Xn n
c 3 3 3 1
Or xn ~ nmdonc = &— qui s’écrit aussi 5 — +o( ) et, pour la méme raison, on peut
+oo 3% +oo n’n 3x;, +<><> n’m n3

aussi remplacer o(%) par o( 1 ) de sorte que x,, — nm = =

3 1
—333+o( ) Ainsi, on
n3

T
Xn n’ +oo T17T+L+O(7)
nr7 n
obtient x,, —nmt = £ x 1 ¢’ —|—0( ) £ (1—L+o(i))— ¢’ —|—o<1 )
" +o0o NTT il 3113 3 n3/ oo nm n’n? n? 3ndd n’
14+ —— +o(=)
n-7 11 2( )
3 3+4c 1
duit en v —°(1 +o(h) -~ s o) mis - S o) ©
qui se réduit en x, — nm e ) Y +o| =3 e nm 3 + o 33 n

LN_M

peut donc conclure que x,, — nmw — 33
N7 +o0 n’n

a. Pour « € R, la fonction fo : RY — R définie par fo(x) = x*1In (1 + xz‘]‘ﬁ) est continue et positive sur

R% car Vx € R, 1+ leiﬂ > 1. Déterminons un équivalent simple de fo(x) quand x tend vers O :

1 1 1 x* 1
.SIO(>—1 OnaxETooX2“+2 —OdOHC 1TL(1+ 2“+2)+’\o‘ox20‘+2 et f(x(X)_’:;ow—W
o Sia——1, 1 () =12
X

e Si o < —1, on écrit In (1 + ﬁ) = —(206+2) hl(X) + ln(] +x2“+2) +: —(20(4—2) In(x) + o(ln(x))
X [es]

car Um x2%t2 =0, lm In(1+x***2)=0et lim In(x) = +oo donc fu(x) ox —(20c+2)x* In(x).
oo

X—r+400 X—r+00 X—r+400
Et maintenant quand x tend vers 07 :

eSia>—10na 1172)1+ 2;+2 = +oo et In (1 + 2;“) = —(2x + 2) In(x) + n(1 + x2**2) donc
X

In (1 +ﬁ) = —(2a+2) tn(x)+o(In(x)) done fa(x) ~ —(2u+2)x* tn(x) car In(1+x2*+2) ~ o(In(x)).

X

eSia=—1,f_1(x) = M

X

: : 1 1 1 x* 1
.SIOC<71,X11>TS. 2+2—0d0ncln(]+ 20(_,’_2) 2“+2 etf()’(\;xzcxﬁ—x“ﬁ
On peut passer a I'intégrabilité de la fonction fo sur R :
e Si o > —1, fu(x) o %H avec o« + 2 > 1 donc fo est intégrable en 400 par RIEMANN et
0o X

fo(x) =0 (%) par croissances comparées donc f, est intégrable en 07 par RIEMANN car - g,

x 2

eSia=—-1,f_1(x)= in(2) donc, d’aprés RIEMANN, f_q n’est ni intégrable en 07, ni en +oc.
x

e Sia< —1,fy(x) = o( 11“ ) par croissances comparées donc f,, est intégrable en 400 par RIEMANN

x 2

car ]_T(X > 1 et fo(x) 3 %Jrz avec a 4+ 2 < 1 donc fy est intégrable en 07 par RIEMANN.
X

Ainsi, f, est intégrable sur R7 si et seulement si a« # —1, et comme fy est positive, on en déduit que

too 1 . .
fo x*In (1 + xz‘xﬁ) dx converge si et seulement si o # —1.

, +oo ] . XO(+]
b. Méthode 1 : pour calculer I, = fo x%*1n (1 + Tﬂ) dx dans le cas ot « # —1, on pose uy : x > T
X o

et vy i x = 1In (1 + ﬁ) qui sont de classe C! sur R . Traitons deux cas :
X

9



e Sia>—1,0n aug(x)ve(x) ¥ —2x**1 In(x) donc 111?)1+ uq(x)va(x) = 0 par croissances comparées
X—

car « +1 > 0 et ug(x)va(x) o %—H donc 1im ug (x)va(x) = 0. Alnsi, par intégration par parties,
o0

. 4oo L a+1 _(20(_|_2) —2x—3 “x de B 1 o too

__f cx+1( (2D )dx Zf 7m+1)2—[—m/\rctan(x )O )
Comme lim x~ %1 =400, lim x *"=0et lim Arctan(t) =T onaly= .
x—0t x—+00 t— 400 2 o+ 1

o Sio< —1, ug(x)va(x) ol —2x** 1 1n(x) donc xEToo u(x)va(x) = 0 par croissances comparées car

a1l <0etug(x)ve(x) 3 %ﬂ donc lim ug(x)va(x) = 0. Par conséquent, par intégration par parties,
X X—

+oo o+l /(2o + 2 —2x-3 +o0 —x—2 o +oo
“:—f X ( ( Jx )dx Zf T wZ X dx  — [_T-]}—]ATCtan(X a—T) .

o+ T\ ] 4202 +(x7 T 0
Comme lim x~ %1 =0, lim x %"= +4ocet lim Arctan(t)=", onaly = ——"—.
x—0+ X— 00 t—+oo 2 o+ 1
On peut unifier cette formule, Voo #£ —1, I, = | i 1k
o

1

_1_
Méthode 2 : on effectue, pour « # —1, on pose u = x*T! ou x = @4(u) = uaFT. Traitons deux cas :

e Si a > —1, @4 est une bijection strictement croissante et de classe C' de R% dans R%, donc, par
T, +oo  _a 1
linéarité, I = fo uwotT In (1 + ) ( LL‘X'H )du —

(14 L)
o+ 1 oc+1f e +2 -

e Si x < —1, @4 est une bijection strictement décroissante et de classe C! de R? dans R, donc, par
u“i1 1n(l+i>< 1 u;ﬁ‘)du:— 1 f+ooln(1+i)du
w/ \a+1 ax+1Jo u?

+
Comme fo “1n (1 + iz) du ne dépend pas de u, se calcule facilement par le méme type d’intégration par
u

0
linéarité, I = f

+oo

parties que ci-dessus, et vaut 7, on en déduit a nouveau que Vo # —1, 14 = | 1 1k
o

+
Il est a noter que cette méthode montrait que, pour o # —1, Uintégrale fo “x*1n (1 + ﬁ) dx était de
X

iz)du7 c’est-a-dire convergente car h : u — In (1 + iz) est continue sur
u

A +OO
méme nature que j;) n (1 +
u

R*, vérifie h(u) o iz et h(u) Y —21n(u) 5 o(i), donc h est intégrable en 0 et en +o0o0 par RIEMANN.
oo u

Vu
@ a. Comme f est continue, positive et non nulle sur [a;b], d’aprés la contraposée d’un théoreme du cours, il
vient A = f x)dx > 0. Comme f est continue sur [a;b], d’apres le théoréme fondamental de 'intégration,
F: [a;b] — R définie par F(x) = f: f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a sur [a;b]. F est donc de

classe C', strictement croissante car F/ = f > 0 donc F réalise une bijection de I'intervalle [a;b] dans [0; A].

Pour n € N*, les conditions imposées a xg,x1, -+, %n reviennent a Vk € [1;n], F(xk) — F(xk—1) = A donc,
puisque xo = a est imposé donc F(xo) = 0, les conditions imposées se résument a Vk € [0;n], F(x ) kA
n

Ceci montre I’existence et 'unicité de la subdivision demandée et qu’on a Vk € [0;n], xi = F~! (M)

EEr) 22002 - B0 g [2 £ )

n A lnk n

définissant g : [0;A] — R par g(x) = foF~!(x). Comme g est continue sur le segment [0; A] par composition

en

b. Pour n > 1, u, =

puisque F~! est continue de [0; A] dans [a;b], le théoréme sur les sommes de RIEMANN montre que l'on a

A A
Um u, = % fo g(x)dx = % fo foF~T(x)dx. On peut effectuer le changement de variable x = F(t) car F

n—-+4oo
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est de classe C', bijective et strictement croissante de [a;b] dans [0; A] et on obtient la nouvelle expression

b
B R J, (6% ax
tim wp =L [ (foF o) x f(t)dt = L [ f(t)2dt car F/(t) = £(1). Ainsi, lim up = =Sp——.
n—+o0 A Ja A Ja e f f(X)dX
a
a. Soit f : [1;+o00[— R définie par ¥x > 1, f(x) = x — In(x). La fonction f est dérivable sur [1;+oo] et
=1, ff(x)=1-— 1 _x=150et f nesannule qu'en 1 donc f est strictement croissante sur [1; +00] et,
x

X
comme f(1) =1 et liT f(x) = 400 par croissances comparées, la fonction f réalise une bijection strictement
X—100

croissante de [1;+oo[ dans [1;4+o00[. Ainsi, pour tout n € N*, comme n € [1; 400, il existe un unique réel
Un € [1;400[ tel que f(un) =un — In(un) =n.

b. Limite : comme f(n) = n —In(n) < n = f(un) et que f est strictement croissante sur [1;+o0[, on en
déduit que n < u,,. Par minoration, nEToo un = +o00.

Equivalent : si vq, = n+ /M, on a f(vn) = n+y/n —In(n+/n) donc f(vp) —n = y/n—In(n) —In (1 + ﬁ)
donc, par croissances comparées, nETOO(f(vn) —n) = +oo. Ainsi, Ing € N*, ¥n = ng, f(vn) > n = flun)
donc un < vy, Ainsi, Yn > ng, n < un < n+4/n. Par encadrement, on a donc u, rpnearn + \/R-;;o n.
c. Posons xp = un, —n, on a xn, = o(n) d’apres b.. Comme n + x;, — In(n + x,) = n, on en déduit que

xn = In(n) +In (1 + X—“) donc x, = In(n) +0(1) d’olt xn, ~ In(n). On a déja un = n+1In(n) + o(1).
n +oo +o0 +oo

Reprenons, la relation x, = In(n)+1n (1 + X—“) montre que xn, = In(n)+ X 4o (X—“> par développements
n oo n n

limités donc x, — ln(n) ~ X ~ M On a déjaun, = n+1n(n) + tn(n) + o(ln(n)).
oo M +o0 N +o0 n n

2

2
Revenons a la charge, x, = In(n) + In (1 + x—“) donc xn = In(n) 4+ *n — Xn 4 o(X—TZ‘). Or on a vu que
n n

~+o0 n m?

_ In(n) In(n) _ In(n) , In(n) XA X% In(n)
xn+—ooln(n)—|— —|—o( - )doncanr—ooln(n)—Fin + my: ZTI‘Z—Fo(nE)—i-o( . ) On peut

n
In(n

2 2
simplifier car —5 ) =0 (X—}) car x2 ~ In(n)? et o(@) = o(X—TZL) pour la méme raison, on peut donc
n n +oo n +oo n

+oo

L : ; . . L ; n(n)?
@*%Jro(%), ce qui garantit que xnfln(n)f%i:of;ﬁfmf nz(nnz) .

réduire 4 x, = In(n)+
“+oo

Tout ceci montre qu’on a le développement asymptotique 1y, =n +In(n) + mr(xn) — lnzzn(; ) +o (lnign) )
a. Soit x > a, la fonction gy : Ry — R, définie par gx(t) = f(t)e™*' est continue sur R, puisque f
lest et Vt € Ry, [gx(t)] = f(t)e ™" < f(t)e” " alors que la fonction t — f(t)e™ @' est intégrable sur Ry
par hypothese. Ainsi, par comparaison, la fonction gy est intégrable sur R donc f;oo f(t)e~tdt est
absolument convergente donc convergente.

b. Comme h : t — e~ %'f(t) est continue sur l'intervalle R, par le théoréme fondamental de I'intégration,

t
la fonction F : Ry — R définie par F(t) = fo f(u)e”*"du est de classe C! sur Ry car c’est la primitive
+oo
de h qui s’annule en 0. Comme fo f(t)e~%tdt converge par hypothese, la fonction F admet une limite
+oo
finie I = fo e~ %'f(t)dt en 4oo par définition. Il est alors classique que F est bornée sur R,. En effet,

en prenant ¢ = 1 > 0, il existe un réel A € Ry tel que Vt > A, |F(t) — I] < ¢ = 1 ce qui montre que

11



[F(t)| = |(F(t) = 1)+ 1] < |F(t) = I|+|I] < |I] +1. Comme F est continue sur le segment [0; A], elle y est bornée
par le théoréme des bornes atteintes donc il existe M € Ry tel que Vt € [0; A], [F(t)| < M. Par conséquent
YVt € Ry, |F(t)] < Max(|I| +1,M) et F est bien bornée sur Ry . Traitons deux cas :

e Six = a, l'intégrale fo+oo f(t)e~*'dt converge par hypothése.

e Six > a, en posant uy : t > e *" Dt et v = F qui sont C' sur R avec tli1+n uyx(t)v(t) =0 car F
—+00

, —+oo —+oo
est bornée, fo f(t)e *tdt = f

T wvate [Tuvar = [ (@ - e 6 OtEbat

ont méme nature par intégration par parties. Or, la fonction ay : t — e~ *~F(t) est continue sur
R, et |ay(t)] = [e” = DY|F(t)] = O(Je=*x=)t]) d’apres ce qui précede donc ay est intégrable sur
oo
+oo
Ry par comparaison a des intégrales de référence. Ainsi, fo (@ —x)e”(*~@)F(t)dt est absolument
X +o00
convergente donc convergente et, par suite, fo f(t)e_"tdt converge.
—+oo

Par conséquent, Vx > a, fo f(t)e *tdt converge.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

a. Soit x € My, 1(R) défini par xT = (x1 --- xn) tel que Ax > 0. On a donc les inégalités 2x7 — x = 0,

Vie [2;n—1], —xi—1 +2xi — xit1 = 0 et —xn_1 + 2xn > 0.

Soit un indice ig € [[1;n] tel que x;i, = M1in]](xi). Distinguons trois cas :
ie[lm

esiig=1,0naxy >x—x7 =0 par minimalité de xi,.
esiip € [2sn—1], on a (xi,—1 — xiy) + (Xig+1 — Xip) < 0 alors que xi,_1 —xi, = 0 et xiy4+1 — xi, =0
done xi,—1 — Xi, = Xig4+1 — Xi, = 0 et xj,—1 = Xi, = Xiy,+1. On continue de proche en proche pour
obtenir x; = --- = xp et on se ramene au premier ou au dernier cas pour avoir xi, = 0.
esiip=mn,onaxn =xn_1—xn =0.
Dans tous les cas, on a donc xi, = 0 donc Vk € [1;n], xx > 0 donc x > 0.
b. Six € Ker(A), Ax =0 > 0 donc x > 0 d’apres a. et A(—x) = 0 > 0 donc, de méme, —x > 0 et on en
déduit que x = 0. Ainsi, Ker(A) = {0} donc, comme A € M;,(R) est carrée, A est inversible.

c. La j-itme colonne de A~" est A~ "ej, et comme A(A~"ej) = e; > 0, par définition de la monotonie d'une

matrice, on a A~! ej > 0 donc tous les coeflicients de la matrice A~ sont positifs, ce qui s’écrit A~ > 0.

a. Posons S;, 'ensemble de toutes les permutations de [[1;n] et Dy, ensemble des dérangements de [1;n].

Méthode 1 : pour un entier i € [1;n], soit F; ’ensemble des permutations de [1;n] qui fixent I’élément 1,

c’est-a-dire F; = {0 € Sy, | o(i) = 1}. Par définition, une permutation qui n’est pas un dérangement fixe

n
au moins un entier i de [1;n] donc D,, = U Fi. Par la formule du crible (hors programme), on a donc
i=1
n
card (D) = Y card (Fi)— Y. card (FiNF)+ Y. card (FiNFjNFx)—- -+ (=1)""Teard (F1N- - -NFy).
i=1 1<ij<n 1<i<j<k<n
Pour j € [[1;n], quelle que soit la famille (iy,---,ij) telle que 1 < iy < iy < -+ < i3, il y a (n —j)!
j
permutations dans ﬂ Fi, car les éléments i7,---,i; sont fixes par une permutation de cet ensemble et

k=1

les images des n — j autres sont quelconques, ce qui fait (n — j)! maniéres de les permuter. Comme il y

a (n) facons de prendre une telle famille (i7,---,1) telle que 1 < iy < i < --- < ij car il faut juste
)

0 (1)

NgE

choisir j éléments parmi n, on a donc card (Dy,) = n! — card (D) = nl — D, =

k=
On a donc Dy, :'(n! + k)%:1(—1')k <k) m—x)! = kz_:o(—:)k (k) (n —%)! car (—1)° O)(n —0)! = nl. Mais
n _nln—Kk)! nl! _ 2 (=1)
(k) m—x)! = 7k!(n i i donc D, = n! 2
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Méthode 2 : si on note DX I'ensemble des permutations de [[1;n] qui ont exactement k points fixes pour tout
n
k € [[0;n], il est clair que {DS,---, DN} est une partition de S, donc card (Sn) = n! = card (DX). Or,
k=0
DY = Dy, donc card (D) = Dy, DIt = {id [1.n]} donc card (D) = 1 =Dy en posant Do = 1 par convention

et D! = () donc card (D~ 1) =0 = (:1 D car Dy = 0. En général, pour k € [[1;n — 1], pour choisir une
permutation ¢ de DX, on choisit de (E) manieres les k éléments de [[1;n] qui vont étre fixes par . Ensuite il

. . P n
faut déranger les n—k autres, et on a D, _y fagons de le faire. Ainsi, on en déduit que card (DX) = 5 Dn_x

. n n no/n n n ,
ce qui donne n! = Y < .>D]~ => (.>D]~ en posant k = n —j car ( > = <> Par conséquent,
j=0 \* —) j=0 \J n-j )

n /i i
onaVie[o;n], il = (,)Dj, ce qui se traduit matriciellement par AX =Y avec A = (> ,
=0 \J 1)) oers
stjsn
X' = (Do Dy - Dyp)et YT = (0! 1! --- nl). La matrice AT = <<])> est triangulaire supérieure
i
o<ij<n

et “contient” le triangle de PASCAL, c’est surtout la matrice de endomorphisme f : P — P(X + 1) de

E = R, [X] dans la base canonique B = (1,X,---,X"). Comme f est un automorphisme de E avec f~! : P

PX 1), (A1) = (A-1)T = Mat5(f~1) = ((1)“@) done A~ = ((1)ii C)) .
0<i,j<n 0<ij<n

Alors, X = A™'Y donc, en regardant sur la derniere ligne de cette relation matricielle, on a la relation

3 (T S i1 n(=D*
Dn = Z(_Un](.)i! =nly (-7 — =n! > 7— en posant k =n —j.
) k=0 .

i=0 j=0 (n—j)! k

(=D

n!

n
b. D’apres a., Dn _ > ( est la somme partielle de la série numérique . Or on sait que
n

! k=0 k' n=0
o e 1 1 ; D 1 .
Vze C, e#= > 2. Pour z = -1, > %2 =e ' = . Par conséquent, lim =1 = - ~ 0,37 qui
n=o ! n=o n! e n—o4oo nl e

représente la probabilité limite qu’une permutation quelconque a d’étre un dérangement, ou la proportion

limite de dérangements parmi les permutations de [[T;n].

c. Méthode 1 : A est symétrique réelle donc, d’apres le théoreme spectral elle est diagonalisable. Comme
A+ 1In = (1)1<ij<n est de rang 1, Ker(A + 1) = E_1(A) est un hyperplan de R™ par la formule du rang,
il est d’équation x1 + -+ + xn = 0 et est ’hyperplan orthogonal au vecteur (1,---,1). Comme Tr (A) = 0,
la derniere valeur propre de A est n — 1 et elle est simple. En posant U € My 1(R) tel que u' = (1 ---1),
on a AU = (n — 1)U donc E_1(A) = Vect(U). A est donc semblable & D = diag(—1,---,—1,n — 1) donc
det(A) = det(D) = (=) T(n—1).

Méthode 2 : avec l'opération de GAUSS C, «— Cn + -+ + Cq et par linéarité par rapport a la derniere

o 1 - 11

1 0
colonne, det(A) = (n—1)|: "-. "-. 1 ‘|, puis, avec les opérations C; +— C; — Cpn, Cz +— C2 — Cqp,

o
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-1 0 0 1
0 -1 : :
++y Cno1 ¢— Cnoq — Cp, on obtient det(A) = (n—1)| : . . o {=m-=1)(-n"""

: =1
0 v oo 0 1

n

d. Avec la formule du déterminant clairement hors programme, on a det(A) = > ¢(0) Ag(k),k OU Sn
o€eSn k=1

est Pensemble de toutes les permutations de [1;n] et ¢(o) la signature de la permutation o. Pour o € Sy, s'il
n

existe k € [1;n] tel que o(k) =k, on a ag(i),x = 0 donc [ ag(iy,; = 0. Ainsi, les seules permutations qui
i=1

n
contribuent & det(A) sont les dérangements o pour lesquels [] ag(x),x = 1. Si on note Dy, les dérangements
k=1

de Sy, D les dérangements de Sy, de signature +1 et Dy, les dérangements de S, de signature —1, on a

det(A)= > e(o)= > 1— > 1=D} —Dj.

o€Dy oeDt oeDy
: - & (=D - -1 .
e. Dapres a., c. et d., DY + D, =D, =n! > et D} — D;, = (—=1)""(n —1). Par conséquent, on
k=0 K
(e o (D) e NS
trouveDTJ{:f((—U“ m—1)+n!'y )et Dn:7<(71)“(n71)+n!2 )
2 K=o K 2 K=o k!

a. Six € Ker(g), x = (f+g)(x) = f(x) donc x € Im (f). Ainsi, Ker(g) C Im (f) d’ott dim(Ker(g)) < dim(Im (f)).
Par la formule du rang, dim(Ker(g)) = n—rang(g) > rang (f) = dim(Im (f)) d’apreés I’énoncé. On en conclut
que dim(Ker(g)) = dim(Im (f)) et, par inclusion et égalité des dimensions, on a Ker(g) = Im (f).
b. Comme Im (f) C Ker(g), on a gof = 0. En effet, si x € E, f(x) € Im (f) donc f(x) € Ker(g) et g(f(x)) = O¢.
Par symétrie des roles joués par f et g, on a aussi fog = 0.
c. D’aprés la question précédente, g = goidg = go (f+g) =gof+ gog = g% ce qui prouve que g est un
projecteur de E. Par symétrie encore, f est aussi un projecteur de E. Comme f = id g — g, f est le projecteur
associé a g, et g est le projecteur associé a f, ce qui signifie que si g est la projection sur G parallelement a

F, alors f est la projection sur F parallelement a G.
P n
d. Pour x € E,onax =ide(x) = > fr(x) avec fi(x) € Im (fi) donc E = > Im(fx). Comme on sait que
k=1 k=1

P P P n n
dim( > Im (fk)> < Y dim(Im (fy)) = Y rang (fx),onan < > rang (fx) < net donc Y rang (fx) = n.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

NgE!

n
Comme E = Y Im(fx) et que dim(E) =n =
k=1 K

dim(Im (fy)), on peut conclure d’apres le cours que cette
1

P
somme est directe et donc que E = @ Im (fy).
k=1
Pour k € [[1;p]] et x € Ker(idg — fi), on a x = fi(x) € Im (fx), ce qui montre que Ker(ide — fi) C Im (fy)

donc dim(Ker(idg — fx)) < rang(fx) et, avec la formule du rang, que rang (idg — fx) > dim(Ker(fy)).

P P

Or rang (idg — fx) = rang( > fi> < > rang(fi) donc rang (idg — fix) < n — rang (fx) = dim(Ker(fy))
i i

avec la formule du rang. Ainsi, rang (idg — fx) = dim(Ker(fx)) et dim(Ker(idg — fx)) = rang(fx) donc

Ker(id g — fx) C Im (f) devient 1’égalité Ker(id g — fx) = Im (fi). Par conséquent, (id g — fx) o fx = 0 donc

f% = fy, ce qui justifie que fx est un projecteur de E.
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Raisonnons par récurrence sur p.
Initialisation : si p = 1 et F une droite de K[X]. Alors F = Vect(Py) avec Py # 0 € K[X].
Hérédité : soit p € N*, supposons que tout sous-espace vectoriel de K[X] de dimension p admette une
base composée de polynémes de degrés deux & deux distincts. Soit F un sous-espace vectoriel de K[X] de
dimension p + 1. Soit B = (Py,---,Pp41) une base de F, notons d = Max(deg(P1),---,deg(Pp41)), il existe
donc un indice j € [1;p + 1] tel que deg(P;) = d. Quitte & réordonner les vecteurs de B, on peut supposer
que j = p + 1. Posons aq # 0 le coefficient dominant de P,y et posons, pour k € [1;p], Qx = Py si

dom(Py)
a

deg(Px) < d et Qx = Px — P,41. Par construction, tous les polynémes Qj,---,Qp sont de degrés

strictement inférieurs a d. Posons B’ = (Q1,- -, Qp, Pp+1). Tous les polynomes de B’ sont des combinaisons
linéaires de polynomes de B et vice-versa, ainsi Vect(B) = Vect(B’) = F. Si on note G = Vect(Q1,---,Qp),
ona G C Rgq_1[X] d’apres ce qui précede et, comme (Qg,---,Qp) est une sous-famille de B’, elle est libre
donc (Q1,---,Qp) est une base de G donc dim(G) = p. Par hypothese de récurrence, il existe une base
(Uy,---,Up) de G composée de polynomes de degrés deux & deux distincts, ces degrés étant strictement
inférieurs & d car G C Rq—_1[X]. Ainsi, en notant B” = (Uy,---,Up, Pp41) est, comme avant, une base de F
et elle est formée de polynomes de degrés deux a deux distincts.

Conclusion : par principe de récurrence, tout sous-espace vectoriel de K[X] de dimension p € N* admet une

base composée de polynomes de degrés deux a deux distincts.

a. Si X € My,1(R) vérifie X € Ker(B), alors BX = 0 donc AX = A2BX = A%0 = 0 donc X € Ker(A). Ainsi,
Ker(B) C Ker(A). De plus, par la formule du rang, dim(Ker(B)) = n—rang (B) = n—rang (A) = dim(Ker(A))
donc, par inclusion et égalité des dimensions, on a Ker(A) = Ker(B).

b. Soit X € Im (B)NKer(B) = Im (B)NKer(A), alors AX =0 et IY € My 1(R), X = BY. Ainsi, ABY = AX =0
donc AY = A?BY = A0 = 0 donc Y € Ker(A). Mais Ker(A) = Ker(B) donc BY = 0 d’ott X = 0. Ainsi,
Im (B)NKer(B) = {0} donc Im (B) et Ker(B) sont en somme directe. Mais dim(Im (B))+ dim(Ker(B)) = n par
la formule du rang donc Im (B) et Ker(B) sont supplémentaires dans R™, ce qui s’écrit R™ = Im (B) @& Ker(B).
c. Soit X € My, 1(R) qu'on décompose X = X7 + Xz avec X1 € Im (B) et X2 € Ker(B) grace a b..
e comme X; € Im (B), il existe U € My, 1(R) tel que X; = BU et on a alors B2AX; —BX; = B?(AB—1,)U
or A(AB —I,;) = 0 donc Im (AB — I,) C Ker(A) = Ker(B) donc B(AB — I,,) =0, ou BAB=B et on a
donc la relation BZAX; = BX;.
e comme X, € Ker(B), on a BX; =0 et B2AX, = 0 aussi car X5 € Ker(A) d’apres a., ainsi B2AX, = BX>.
Par conséquent, BZAX = B2A(X; + X2) = B2AX; + B?AX, = BX; + BX, = BX. Ceci étant vrai pour tout
X € Mn,1(R), on a I'égalité matricielle B°A = B.
a. Comme 2 —3f+2idg = 0, fo (%(3id£*f)) = fo (%(Sidgff)) =idg donc f € GL(E) et f~! = %(3idE7f).

Puisque P = X2 43X + 2 = (X — 1)(X — 2) est annulateur de f et scindé & racines simples sur R ou sur C,
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f est diagonalisable, que E soit un R-espace vectoriel ou un C-espace vectoriel. En plus les sous-espaces
E1(f) = Ker(f —id g) et E2(f) = Ker(f — 2id g) sont supplémentaires dans E.

b. Initialisation : on a f© =id¢ = 0.f + 1.id ¢ donc xo = 0, yo = 1 conviennent.

Hérédité : si on suppose l'existence de (xn,yn) € R? tel que f™ = xnf + ynid g pour un entier n € N, on a
alors f*1 = f o f = (xnf +ynide) o f = xnf? + ynf = xn(3f — 2idg) + ynf = 3xn + yn)f — 2xnid ¢ donc
Xn+1 = 3Xn + Yn €t yn41 = —2x, conviennent.

Par principe de récurrence, les suites (xn)nen €t (Yn)nen définies par xo = 0, yo = 1 et les relations de
récurrence Vn € N; xn 11 = 3xn + yYyn €t ynt1 = —2xy, vérifient bien vn € N, f* = xf + ynidg.

Pour n € N; xny2 = 3%n41 + Ynt1 = 3xnt1 — 2xn et 'équation caractéristique associée a cette suite
récurrente linéaire d’ordre 2 étant z2 — 3z + 2 = 0 et ayant pour racines 1 et 2, il existe des réels A et B tels
que Vn € N; xpu = A 1™ +B.2™. Les valeurs xo =0 =A+B et x1 =3x0+yo =1 = A+ 2B donnent A = —1
et B=1donc Vn € N, x;, =2™ — 1. De plus, pour n > 1, on a yp = —2xn_1 = 2 — 2™ et on vérifie que
yo=1=2-2%doncVne N, y, =2 — 2™

En conclusion, ¥n € N, f™ = (2™ — 1)f — (2™ — 2)id ¢.

c. S’il n’y a pas unicité pour n € N, il existe (xn,yn) # (X5, yl) tels que f* = xnf + ynid g = x) f +yhide.
y;‘;y,“idg donc f est une homothétie. Si xn = %}, on a (yn —y,)ide =0

Sixn # x},, on a donc f =
Xn — Xn

donc yn, =y}, ce qui est exclus. Cherchons donc les homothéties qui vérifient les hypotheése de I’énoncé. Si
f = Aidg pour A € K, on a 2 —3f +2idg = (A*> —=3A 4+ 1)idg = 0 donc (A —1)(A —2) =0 et f = idg ou
f = 2id g. Traitons donc trois cas :
e Sif=idg, f* =idg = f™ = xuf+ynid g pour 'infinité de couples (xn,yn) € K? tels que x, +yn = 1.
e Sif=2idg, f* = 2™dg = xnf+ynid g pour I'infinité de couples (xn,yn) € K2 tels que x, +yn = 2™.
e Si n’est pas une homothétie, donc si f # idg et f # 2id g, si on a f™ = xyf + ynideg = x), f + yhid g,
alors (xn — %) )f + (yn — yj)ide et la famille (id g, f) est libre donc xn — xl;, = yn —yh, = 0 et
(xn,yn) = (x4, y},) et on a unicité de I'écriture de f™ en fonction de f et id .
Par conséquent, il y a unicité de (xn,yn) dans f* = xnf+ynid ¢ si et seulement si f n’est pas une homothétie.
d. Pour p; = «(f — 2idg), p? = «?(f> — 4f +4idg) = «?(3f — 2id g — 4f + 4idg) = —a?(f — 2idg) = —apy
pour tout scalaire « € K. Pour que p; soit un projecteur, on a trois cas :
e Si x =0, p; est 'endomorphisme nul donc un projecteur.
e Si « = —1, p7 = py donc py est la projection sur Im (py) = Ker(py —idg) = Ker(idg — ) =
Ker(f —id g) = E;(f) parallelement & Ker(py) = Ker(2id g — f) = Ker(f — 2id ) = Ex(f).
e Si f=2idg, alors p; est 'endomorphisme nul quelle que soit la valeur de «.
Pour py = B(f —idg), p3 = B2(f> — 2f +idg) = «?(3f — 2idg — 2f +idg) = B2(f — idg) = Bp2 pour tout
scalaire p € K. Pour que p, soit un projecteur, on a trois cas :
e Si B =0, p2 est 'endomorphisme nul donc un projecteur.
e Si p =1, p3 = ps donc py est la projection sur Im (p2) = Ker(pz —idg) = Ker(f — 2idg) = Ea(f)
parallelement & Ker(pz) = Ker(f —idg) = Eq (f).
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e Sif=1idg, alors py est I’endomorphisme nul quelle que soit la valeur de B.

Pour la suite, seul nous intéresse le cas ou f n’est pas une homothétie et o « = —1 et B = 1, auquel cas
p1 =2idg — f et p; = f —id ¢ sont des projecteurs spectraux associés a ’endomorphisme diagonalisable f.
e. Méthode 1 : avec a., f* = (2™ —1)f — (2™ —2)id ¢ = p1 + 2™p2 mais ce n’est pas lesprit. Il s’agit surtout
de retrouver cette relation par une méthode plus directe, ne faisant pas intervenir de récurrence.

Méthode 2 : si f =idg,onaVn € N, f* =idg et si f =2idg, ¥n € N, f* = 2"id g (cas peu intéressants).
Si f n’est pas une homothétie, en écrivant X™ = (X — 1)(X — 2)Q + anX + by, la division euclidienne de X™
par P, en évaluant en 1 et en 2, on a ap, + by, =1 et 2an + by, = 2™ donc a,, =2™ — 1 et by, =2 — 2™ dong,
en remplagant X par f dans cette division euclidienne, f™ = (2™ — 1)f + (2 —2™)idg = p7 + 2™p2.

Méthode 3 : on a f = 2p7 +p2 et (f —idg) o (f — 2idg) = (f — 2idg) o f(—idg) = %> — 3f + 2idg = 0
donc p1 op2 = p2 op1 = 0 dong, par le bindbme de NEWTON, on a Vn € N; f* = ki:o (Z)ka'fp'zlk. Si

k € [1;n— 1], il va rester p; o p2 dans le terme de la somme donc ce terme sera nul, il ne reste donc que les

termes k = 0 et k = n, d’olt f™* = <g) 20p7 + (E)p? =2"p2 +p1.

a. Comme F est stable par D et que P € D, les polynémes P,D(P),---,D%(P) appartiennent & F. Or
Vk € [[0;d], D*(P) = P(X) est de degré d — k. La famille B = (P,P’,---,P()) est de degrés échelonnés donc
elle est libre et elle comporte d + 1 vecteurs tous inclus dans Kq[X] de dimension d + 1, ainsi B est une base
de K4[X]. Par conséquent, Vect(P,P’,---,P(d)) = K4[X] C F.
b. (C) Si F = {0}, F est stable par D. Si F = Kg4[X] pour d € N, alors VP € F, D(P) = P’ vérifie
deg(D(P)) < deg(P) < d donc D(P) € F et F est encore stable par D.
(D) Soit F un sous-espace de K][X] stable par D. Posons A = {deg(P) | P € F \ {0}}. Traitons trois cas :
e Si A est vide, alors F ne contient que le polynéme nul et F = {0}.
e Si A # () et A n’est pas majoré, alors pour tout m € N il existe d € A tel que d > m donc F contient
un polynéme de degré d et K4q[X] C F d’apres a.. Or K, [X] € Kq[X] donec K, [X] C F. Comme ceci
est vrai pour tout m € N, on a F = K[X].
e Si A # (et A est majoré, comme A est une partie de N, on peut poser d = Max(A). Il existe donc
un polynéme P € F tel que deg(P) = d. On a vu en a. que Kq4[X] C F et, par maximalité de d, on a
aussi F C Kq[X]. Ainsi, par double inclusion, on a F = Kq4[X].

Les sous-espaces de K[X] stables par D sont {0} et K[X], mais aussi tous les sous-espaces Kq[X] avec d € N.

a. Pour (M,M’) € M, (R)?2, on écrit M = A + AL, et M’ = B + NI, avec (A,B) € F2 et (\,\') € R? puisque

Mn(R) = F @ Vect(In), alors p(M) = Al et p(M') = NI, et MM’ = (AB 4+ AB + AA) + A\'I,. Comme
AB-+AB+AA € F car F est un sous-espace de M;, (R) stable par produit matriciel, on obtient p(MM’) = AN'T;,
donc p(MM’) = p(M)p(M’).

b. De méme, pour M € M, (R), si on écrit M = A +Al, avec A € Fet A € R, alors M? = (A% 4+ 2AA) +A%1,,
avec A2 +2AA € F. Si M2 € F, alors p(M?) = A?l,, =0 donc A=0et M € F.

c. D’apres le cours, V(i,j, k, €) € [1;n]%, EijEk,c = 8;,kEi,e-

d. Pour (i,j) € [1;n]%, traitons deux cas :
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Sii#£j§, Ef’j = Ei;Ei,; = 8j,iEy,; = 0 donc Eizyj € F car 0 € F donc, d’apres la question précédente, Ei; € F.
Sii=j ,avecke [1;n]\{i} (n>2), By xEx,i =Ei1 € Fcar Eyx € Fet Ex; € F et d’apres le premier cas.
Ainsi, toutes les matrices élémentaires sont dans F, ce qui montre que Vect(Eq; | (1,j) € [1;n]]?) = My (R) CF
donc que F = M, (R). Mais ceci contredit le fait que F soit un hyperplan de E.
Il n’existe donc aucun hyperplan de M, (R) stable par produit dont Vect(I,,) soit un supplémentaire.

Pour n = 1, un tel hyperplan existerait bien et ce serait F = {0}, mais ¢a n’a que peu d’intérét.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

a. D’abord, le fait que la série > a,, converge impose que le rayon de convergence R de cette série entiere

n>0
> ant™ vérifie R > 1. Posons, pour tout n € N, la fonction uy : [-1;1] — R définie par un (t) = ant™.
n>0
Premier cas : si (an)nen est a termes positifs, comme on a ||un||s,[~1;1] = an, la série ) u, converge
n>0
normalement sur [—T1; 1], intervalle sur lequel toutes les u,, sont continues ainsi, par théoreme, la fonction S

+oo
est bien définie et continue sur [—1;1]. Alors, 111;1 S(t)=S(1)= > an.
t—=1- n=0

Second cas : si (an)nen est alternée et (an|)nen est décroissante et qu’elle tend aussi vers 0 puisque la série

numérique Y, an converge, la suite (an)nen vérifie les hypotheéses du critére spécial des séries alternées.
n=0
Mieux, pour t € [0;1], la suite (ant™)n>o est alternée et (Jan|t™)n>o0 est décroissante et tend vers 0 donc,

+o0o
par le critére spécial des séries alternées, en posant R : t — Y. uk(t) pour n > —1, on peut majorer
k=n+1
vn € N, Vt € [0;1], [Rn(t)] < [an41t™""| < |an41| done Ry, est bornée sur [0;1] et |[Rn||oo,j0;1) < |ant1] ce

qui montre par encadrement que liT |[Rnlo0,[0;1] = O, donc que ) u, converge uniformément sur [0;1].
n—-—+0oo
n>0

+o00
Comme les u,, sont continues sur [0; 1], S ’est aussi par théoréme et, comme avant, lim S(t) =S(1) = > an.
t—1- n=0
b. Pour n € N*, posons an = ———— . Comme an ~ -\, la série & termes positifs an converge
y P n n(nn+1)(n~+2) n 3 b g;% n g
de R Ainsi, d 1 b t
ar critere de RIEMANN. Ainsi, d’apres la question a. (premier cas), en notant S(t) = _
p p q (p ) (t) n; Y P

—+o0
pour t € [-1;1],ona lim S(t) = Y. an. On a classiquement a, = - 1 1 en décomposant

1o = ﬁ_n+1+z(n+z)

en éléments simples donc, pour t €]0; 1], avec les développements classiques en série entiére, on obtient la

+00 . n +o0 n +oo n _ 2
~ 1 t t 1 t n(d—t 1 1 ( t )
lation S(t) = = —— = = - “(Im(0I—=t)+t) — =5 ( In(1—t)+t+= ).
relation S(t) ZnZ::]n n§1n+]+zn§1n+2 3 +t(n( )+1) 32 n(1—t)+ +5
_ _1)? _
On a donc Vt €]0; 1], S(t) = m(;tizt)(—tz—&—Zt—U —i—i __G t)zt?(] ) +§_2lt' Par croissances
3 1_1_ W 1
comparées, lim (1 —t)?2ln(1 —t)=0donc lim S(t) =2 — 2=~ = 5 — .
t—1- t—1- 4 2 4 Znn+1)(n+2)

n
Autre méthode: S, = > (L7L++) = hf(Hn+Lf1)+l(Hn+L+L,1,l)

S\ k1 2(k+2) 2 n41 2 nt+l nt2 2
n n
si on pose Sy = > ak pour n € N* avec la définition habituelle de H, = % (somme partielle de la série
k=1 k=1
harmonique). On a donc S,, = 1_ ] + 1 donc Um S, = 45 1 -1
‘ "4 2n41)  2(n+2) notoe "t Hnn+1)(n+2) 47
_ n
c. Pour n € N, posons a, = é 1_3 T Comme la suite (an)nen est alternée et que (|an|)nen est décroissante
n
p s . T (=)™
et tend vers 0, d’apres la question a. (second cas), en notant S(t) = > nq Powr t € [0;1], on a
n=0 <N
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oo (=)™t (—D)™(V1)*™ Arctan(Vt)
lim S(t) = . Or, Vt e [0;1], S(t) = S — = donc, en
A s = 2, an O s = 2 5 JZ i Vit
X o (="
passant a la limite quand t tend vers 17, lim S(t) = Arctan(1) =2 = }° .
t—1- 4 Zo2n+1
n _1\n 1
Autre méthode : en posant S, = k:o% pour n € N, comme 2k1+1 = fo t2kdt, par linéarité de
) 1,2 11— (_tl)n+1 2(+1)
I'intégrale, on a S,, = ( —t? k) dt = ——— 4 ——dt. Comme Vt € [0;1 < 2t
g n= kzo< ) /s mz o), £
n+1 1 ,2(n+1) 1
ar inégalité triangulaire, ’S ’ ‘ ‘ = t 2+ gp = 1
par inégalité triangulair n 01+t f 1+t . \f T3

. 2 (-1 1 1
donc, par encadrement, ngToo Sn = ngo én _2 1 fo ] ittz = [Arctan(t)], = %

d. Comme on parle de la limite de S en 17, S est définie sur [0; 1], donc que le rayon de convergence R de la

n
série entiere Y. anx™ vérifie R > 1. Posons S, : [0; 1[— R définie par S, (t) = Y. ayxt® pour tout n € N.

n>0 k=0
On ne somme que des quantités positives, donc 0 < Sy (t) < S(t) pour t € [0;1] et n € N. Comme S;, est

polynomiale donc continue en 1, en passant a la limite quand t tend vers 1~ dans cette inégalité, on obtient

n
0 < > ax < & Ainsi, les sommes partielles de la série numérique & termes positifs >  a,, sont majorées

n=0
+oo
donc la série > an converge. D’aprés le premier cas de la question a., on a donc lim S(t) =€ = an.
n>0 t—=1- n=0

&
a. Pour B €]1;«[ et n € N, on pose v, = (4D uniy

> 0, alors In(vy) = B In (1 + l) +1n (un+1
n

Un

) donc

nﬁun

In(vn) = B+o( >+ln< °‘+ ( )) = B—ﬁ+o<%))+~m%car B —a # 0 donc In(vy) est négatif

+ooT]_ +OOT1 n

pour n assez grand. Il existe donc ng € N tel que ¥n > ng, vy < 1 donc Vn > ng, (n+1)Puy 7 <nPu, et

la suite (nﬁun)n>no est décroissante. Ainsi, Yn > ny, nPu, < nguno donc un = O(Lﬁ) ce qui montre,

par comparaison & une série de RIEMANN, que > uy converge.
n>0
400 n n—1

b. D’apreés le cours, pour tout « € R et tout x €] — 1;1[, on a (1 +x)* = >, X [] (« — k) donc, pour

n=o M 1=o
1 n—1 (_])n—l n—1 (_1)71—] (2n_2>! ( )n 1 ZTL)

= — > —_— = - =

« = 5, comme Vn > 1, k];lo(oc k) 5w k];[1 (2k — 1) S X o1 @n Tl
= )Mt A (=)™ '(2n)!
Vx €] —131], VT+x =1 AT X n =Tetan = o SoiT € N*.
x €] [ +x —|—n§1 (2n — 1) (n) 24" nX::o anx™ avec ag et an 2n — D(n4 sin
Méthode 1: sion poseun = |an| = % >0pourn € N* ona i+l — (2n +2)(2n + 1)(2n2— )
(2n —1)4™(nl) Un 42n+1)(n+1)

-1
quisesimpliﬁeenuziz]: (1_2171) (1—}—%) = (1—%)( —l—o( ))4-_00]_%_'_0(%) avec o = % > 1

de sorte que, avec la question a., on a la convergence absolue des séries Y an et de > an(—1)™.
n>0 n>0

(2n)! VA4 (2n)2 e
e — >0 our c N* ~
(n— Tan(n)? ~ oo m T 2rm) e (2n) a2

et Z uy, converge. Ainsi, > an et de > an(—1)™ convergent absolument.

Méthode 2 : si up = |an| = avec STIRLING

donc uTL ~

o0 227372 n>0 n>0
+oo
Le domaine de définition de x — > anx™ est donc [—1;1].
n=0

+oo n
c. Pour x €] — R;R[, on a x$(x)? = x( S unx™) =x Y. ( > ukun_k>x“ par produit de CAUCHY qu’on
n= n=0 k=0
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+o0 +oo
peut effectuer dans I'intervalle ouvert de convergence, ainsi xS$(x)? = x > unp1x™ = > upx™ = S(x) — 1.
n=0 n=1

Comme S(x) est racine réelle du polynome X? — xX 4+ 1 € R[X], son discriminant A = 1 — 4x est positif de

1 1

sorte que x < 1 pour tout x €] — R;R[. Ceci impose R < 1

De plus, Vx €]—R;R][, S(x) = 1=vi—dx ”21_4X ouS(x) = T vI—dx VZ1_4X Comme f : x — 2xS(x) —1 est développable
x x

en série entiere sur | — R; R[, elle y est continue et ¥x €] — R; R, f(x) = £+/1 — 4x d’apres ce qui précede. La
continuité de f et le fait que f ne s’annule pas sur | — R; R[ montre que l'on a soit ¥x €] —R; R[, f(x) = /1 —4x
soit Vx €] — R;R[, f(x) = —v/1 — 4x. Mais comme f vaut —1 en 0, elle est négative sur | — R;R[ et on a donc

Vx €] — R;R[, f(x) = —v/1 —4x donc S(x) = 1=vIl=dx

2x

d. Soit T : } — %; zlt [ — R définie par T(x) = 1=vI—dx V21_4x D’apres la question b., T est développable en série
X
entiere sur ] — éll; %[ (et méme sur [— %; H mais on n’en a pas besoin) et, avec les calculs précédents, on a
400 400 1, n—1 400 [V 400 [y
e - L[ 10 = 5 v = 5 S EUT N D L LU
4’74 n=o n=12(2n—=1)(nl) n=022n+1)((n+1)!) n=o (n+1)(nl)
bien stir, pour Vx 6} - }1;%[’ la relation T(x)% — T(x) +x = 1= 21 7T+ (—d4) 1- V21 — 44X 4 —o.

En effectuant un produit de CAUCHY sur ] — %[, et en identifiant les coefficients, on trouve vo = 1 et

1
4’

n
Yn e N, viup1 = D, vikvn—k. Ainsi, (un)nen et (vn)nen vérifient les mémes conditions initiales et la méme
k=0

! 2
relation de récurrence donc, par récurrence forte, Vn € N, u, =v,, = (2n)! 5 = 1 ™).
m+DEH2  nt

On reconnait les nombres de CATALAN : up =1, u; =1, uy =2, uz3 =5, ug = 14, us = 42,....

[\ N
[=2] [

[\
3

[\
Qo

29]a. Six € R, klim (1 — q*x) = 1 donc on ne peut pas utiliser le critere de D’ ALEMBERT. Traitons deux cas :
—+00

e S'il existe un entier k € N tel que 1—q*x = 0, alors Vn > k+1, (x,q)n = 0 donc la suite ((x, q)n)neN

est stationnaire (elle devient nulle & partir d’un certain rang) donc converge et on a (x, q)oo = 0.

e SiVk e N, 1—qg*x # 0, comme kliT q*x = 0, il existe un entier ko tel que Vk > ko, 1 —q*x >0
—+00

(ceci est le cas en particulier si x < 0 avec la valeur ko = 0 car on a alors Yk > 0, 1—q*x > 1 > 0). Pour

n—1 X ko—1 " n—1 " n—1 K
nZko T (han = [10—a%) = ( I1 (1—a%)) x ( II (1-a%)) = (cak, T (1—a*).
= k=0 k=ko k=ko
n—1 n—1
Posons v, = [] (1 —q*x) > 0 pour n > ko + 1, alors In(vy) = > In(1 — q*x). Si on pose
k=ko k=ko

wr = In(1 — g*x), on a wx ~ —q*x et > q*x converge absolument car |q| < 1 donc Y wy
+oo k>ko k>ko
converge aussi absolument par comparaison ce qui montre la convergence de la suite de sommes
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n—1
partielles (in)n>ko+1 i un = >, In(1 — g*x). Par continuité de 'exponentielle, comme v,, = e“n,
k=Ko

la suite (vn)n>k, converge donc la suite ((x, q)n) converge vers un réel qu’on note (x, q)oo

neN

b. On veut a nouveau passer au In car on n’a de théoréeme de continuité que sur les séries de fonctions. Pour
b > 0, soit I, =] — 0o; b]. Comme avant, il existe un entier ko € N tel que Vk > ko, 1—q*b > 0. Alors, pour

x€lp,onaVk € N, 1—g*x > 1>0six<0et Vk >ko, 1 —q"x >1—g*b > 0six €]0;b]. Ainsi, pour
n—1

tout x € Iy, en écrivant encore, pour n = ko + 1, Vx € Iy, (x,q)n = (%,q)x, [ (1 —q*x) comme la fonction
k=ko

h:x = (x,q)k, est continue sur Ib car elle est polynomiale, il ne reste plus qu’a montrer la continuité de

q:x—= J] (1—q*%) = 1lim H (1 — q*x) sur Iy, pour avoir, par produit, la continuité de p sur I,. Pour
k=Ko n—+oo = ko
— n—1
n>ko+ 1, posons qn(x) = [] (1 —q*x) et gn(x) = In(qn(x)) = > fr(x) avec fr(x) = In(1 — q*x) pour
k=ko K=k

tout x € I. Utilisons maintenant le théoreme de continuité des séries de fonctions :

e Toutes les fonctions fx sont continues sur I, par opérations.

e Comme fy n’est pas bornée sur Iy car lim fi(x) = 400, on fixe a €] — co; b et, par décroissance
X——00

de f sur [a;b], on a [[fi]|o,[a;p] = Max(|fi(a)l, [fi(b)]) = Max(fk(a), —fk(b)). Plus simplement,

[[fi|loo,[asb] < [fi(a)| + [fic(b)] et les séries > [fn(a)| et > [fn(b)| convergent d’apres a., la série
n)ko

n}k()

> fn convergent normalement sur [a;b] donc sur tout segment de Ip.

Tl}ko

—+oo

Par ce théoréme, g : x — Y. f, est continue sur I, donc q = e9 est continue sur I, par continuité de exp.
Tl:ko

Par produit, p = hq est continue sur I, =] — co; b] pour tout réel b > 0, donc p est continue sur R.

c. (=) on vient de voir en question b. que la fonction p est continue sur R, de plus p(0) = 1111 (0,9)n

car Yn € N, (0,q)n H (1 — g*.0) = 1. Ensuite, pour tout réel x et tout entier naturel n, on a la relation

k=0

n—1 n—1 . n K

(1= 0ax @) = (1= T1(1 = a5(ax)) = (1 =) TL (1= @) = [] (1= 4%) = (1, @) done, en

= K= k=

passant & la limite dans (1 — x)(qx, q)n = (x,q)n+1 (elles existent d’apres a.), on a (1 —x)p(qx) = p(x).
(«<=) Réciproquement, soit une fonction f : R — R continue vérifie f(0) =1 et Vx € R, f(x) = (1 —x)f(qx).
Pour tout x € R, on a f(x) = (1 —x)f(qx) = (1 —x)(1 — gx)f(q%x) et, par une récurrence simple, on

n—1
obtient Vn € N, f(x) = ( I1a- qu))f(qnx). Comme Um ¢™x = 0 et que f est continue en 0, on a

k=0 n—-+oo

lim f(q™x) = f(0) = 1 donc, en passant & la limite dans f(x) = (x, q)nf(q™x), on a f(x) = p(x).1 = p(x).

n—+oo

Ainsi, p est 'unique fonction continue f de R dans R vérifiant f(0) =1 et Vx € R, f(x) = (1 — x)f(qx).

a. D’apres I’énoncé, on ne peut aller que vers le nord (N), vers 'est (E) ou vers le sud (S). Apres un
pas, on ne peut avoir fait que N,E,S donc u; = 3. Avec les conditions de marche, apres deux pas le

chemin ne peut qu’étre en NN, NE,EN, EE, ES, SE,SS donc u, = 7. Et apres trois pas, on ne avoir fait que
NNN, NNE, NEN, NEE, NES, ENN, ENE, EEN, EEE, EES, ESE, ESS, SEN, SEE, SES, SSE, SSS donc uz = 17.

b. Soit n € N*, pour dénombrer les u,, 41 chemins possibles, on fait une disjonction de cas selon les premiers
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pas. Le nombre de chemins possibles jusqu’a 1’étape n 4+ 1 sachant qu’on commence par :
e E est u, (on peut faire ce qu’on veut apres N).
e NE (ou SE) est un—1 (on peut faire ce qu’on veut aprés NE (ou SE)).
e NNE (ou SSE) est un—2 (on revient “au point de départ” avec deux pas déja effectués).
eN---NEouilyake[3;n] fois N (ouS---SE) est un_x pour les mémes raisons (méme si k =n).

e N:---N (ouS---S) toujours vers le nord (ou le sud) est 1.

n—1
Ainsi, Vn > 1, upni1 = un —I—Z( Z Up_ k) +2=u, —I—Z( > k) + 2. Cette relation est encore vraie pour
k=0
n—1 n
n=0car3=u; =up+0+2=140+2. Ainsi, Vn € N, up g :un+2< Su ) 272< Z )+zfun.
k=0 k=0

c. Initialisation : uo =1<3% u1 =3<3, u, =7<32 =%t uz =17 <33 =27.

n—1
Hérédité : soit un entier n > 3 tel que Vk € [1;n], uk < 3%. On a alors uny1 < 3™ + 2( > 3k> +2 d’olt
K=0

n
unpr <3M 4251 42 <206 +1) <3 car 3t > 2,

Ainsi, par principe de récurrence forte, on a Vn € N, 0 < u, < 3™ donc le rayon de convergence R de la série

entiere Y un,x™ est supérieur a celui de > 3™x™ qui vaut % Comme R > l, on a bien R > 0. On pouvait
n>0 n=0

dire directement que u,, < 3™ car a chaque pas, on n’a que trois possibilités, N, E ou S, et il y a n pas.

d. Pour tout x €] — Min(R,1); Min(R,1)[, par produit de CAUCHY & lintérieur des intervalles ouverts de

2 —+o00 400 400 n
convergence, x S(x) = 2( > x“)( > unx“) =25 ( > uk)x“. Avec la relation de récurrence
T—x n=0 n=0 K=0
: . 2S(x) N - .
de la question b., on a la relation 7 = > (uny1 + un — 2)x™, qu’on peut multiplier par x pour avoir
-X n=0
2xS (X) Py n+1 2% o s 2
Epvake > (Unt1 +un —2)x = S(x) =T+ xS(x) — —=*—. Ainsi, (1 —2x —x*)S(x) = 14 x donc, comme
-Xx n=0 —-X
1+4x # 0 car x €] — Min(R, 1); Min(R, 1), 1 — 2x +x2 # 0 donc S(x) = ]12% six € } - % %[ au moins.
—2x —x
e. Les racines de X2+2X—1sont &« = —14+v/2 > 0 et p = —1—/2 < 0 qui vérifient a+p = —2 et xp = —1. Soit
la fonction f :]—o; —a[— R définie par f(x) = 14+x 5 = 14 x , comme cette fraction rationnelle

1—2x—x (¢ —%x)(x—B)
est mise sous forme irréductible et qu’elle est de degré strictement négatif, on sait qu’il existe deux réels a et b

tels que f(x) = 5 E = On trouve classiquement a = 1 "__OB‘ = 2\\[} Letp = Fst [i _—;\[26 = %
Ainsi, Vx €] — o [, f(x l<lx++lx+>et,comme’l‘<1et‘§‘<1caroc< , on
| [ W =2 T T T ) x p P
+oo +oo —m—1 —n—1 +oo n+1 n+1
ive 3 1(1 & +B no (=B) + (=) n
f = —| — —_— f =
arrive a f(x) 5 (cx nZO o Z ) nzo 5 x™ puis f(x) nZ::o 5 x
400 n—H n+1
car ap = —1 donc f(x) = Z ( + \[) +(1-v2) x™. Comme « > %, Vx € } - %;%[, f(x) = S(x)

2

(] + \/E)n+1 + (] _ \[z)n+1 .

donc, par unicité du développement en série entiere, on a Vn € N, u,, = 7

(] ‘|‘ \/i)n+] ‘Lln+]
Comme up ~ ~———*—— > 0, on a ~ 14 /2 donc, par D’ALEMBERT, le rayon de convergence
+o00 2 Un +oo
de > upx™ vaut R = 1—[3 =« =2 -1~ 0,41. De plus, pour calculer la limite de ull/n, on écrit
n>0 -

U1 (m (1 + V2™ 4 (1 —ﬁ)n+1)) 102 (lm (1 L0 —ﬁ)n+1))
n (1

Un = J1/m ex n J1/m +\/§)n+1
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ce qui montre que liT u:l/n = en(14V2) — 4 + 2.

n——+4oo
1
1+

C’est le critere de CAUCHY, si cette limite existe, on a R = = 1/2—1 (cela ressemble & D’ ALEMBERT).

>

w
N

SEENERONS
w -

34
35)a. Posons u, = Hp —In(n) pour n € N*. OnaVn > 2, up —up_1 = — + ln( — l) donc, avec
n n
les développements limités, u, — un_1 = 11 —|— O( 2) ( ) donc, par comparaison, la série
n
> (un —un—1) converge. Par dualité suite-série, la suite (un)nen+ converge. Si on note y sa limite, on a
n>2

donc lim (Hn — In(n)) =, ce qui s’écrit aussi Hn = ln( )+v+o0(1).
n—-+oo

b. D’aprés a., Han — Hp = In(2n) + vy — In(n) — vy + o(1) donc Hayy — Hp = In(2) 4+ o(1) et on a donc
oo

oo

2n n
lim (Hzn —Hp) = In(2). On pouvait aussi, comme Hy,, — Hy = 1_ 1 en posant k = j,
n—l>+oo( 2n n) Tl( ) p 2n n Nl K ]; S 1% n-+j
n
obtenir cette limite avec les sommes de RIEMANN. En effet, Hyp — Hp = 2—4 Z (a + kb= a) en
— n
posant a = 0, b = T et f: t — 1 qui est continue sr le segment [0;1]. Par theoreme7 on a donc

14+t
1
lim (Han —Hn) = fo f(t)dt = [In(1 +t)]) = n(2) avec la méme conclusion.

n—-+oo
1

2X7 +3X% 4+ X
et % comme poles simples car 2X3 + 3X? + X = 2X (X2 + %X + %) = 2X(X + 1)( - %) En écrivant donc

c. La fraction rationnelle est de degré —3, est écrite sous forme irréductible, et admet 0, —1

1 _a,_b c
2X3 +3X% + X X Tx+1 T X+
1 _1l, 1 __4
23 +3X2 X X UX+1  2X+1°

d. La série Y 1 converge par critere de RIEMANN car Vn € N a,, # 0 et que l'on a la formule classique
n>1 an

on obtient a =1, b =1 et ¢ = —4 par des méthodes usuelles ou par

identification, de sorte que

n 3 n
an = Y k2 = n(n+1)@n +1) donc an ~ T et - (%) Si on pose S = > i, d’apres c.,
=1 6 +co 3 n k=1 Ok

n 6 24 1 2n+1]
il vient S, = ( ):6H 6( 7—1>—z4(—1 1
il vien P> K+1  2k+ 1 nt T Tk T &
+

_ 1 ) ( 1 Hn)i
Sn = 6H, +6(H —1 1) —-24( —1+H —In) =18 —24(Hyy — H
n n+ ( n+ — + 2”+2n+1 > (Han n)

En passant a la limite avec b., on a Z A= tim S, =18-24 In(2) ~ 1,36.

—1 Gn n—-+oo

a. Initialisation : pour n =2, comme ay = aj +ap =1, 0n a bien (2—2)! =0!'=1 < az < 2! =2. Mais on
aaussiaz =2(az+a1)=2et 3-2)!=1< a3 <6=3L

Hérédité : Soitn > 2telque (n—2)! < ap <nlet (n—1)! < ant1 < (n+1)} alors any2 = (n+1)(ant1+an)
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donc (n+1)(n—=1)+(n—=2)!) < any2 < (n+1)((n+1)!4n!), qui se factorise, comme (n—1)! = (n—1)(n—2)!
t(m+ 1) =m+1)nl,en (n—2)n(n+1) < ant2 < (n+2)! et on a bien n! < ant2 < (n+2)! car
m=2)n(n+1)=2n! puisquen+1>=n-—1.

Conclusion : par principe de récurrence double on a Vn > 2, (n —2)! < ap, < nl.

[ | . .
b. Comme Vn > 2, 0 < (n—2) = 1 <% <1 =M on sait d’apreés le cours que le rayon de
n! nn-—1) n! n!

n
convergence R est compris entre celui des séries entieres >, —*—— et > x™. Comme ces deux rayons
n>2 TI(TL - 1) n>2
n

valent 1 car (x™)n>2 et ( ( X ) -, sont bornées si et seulement si |x| < 1, on en déduit que R = 1.
n

nn—1)

c. On peut dériver terme a terme la fonction somme d’une série entiere dans l'intervalle ouvert de convergence

e g™ . , .
donc Vx €] —1;1[, S'(x) = >, >— = > % Ainsi, en n’écrivant que des termes en x™, on trouve
n=1 (T'L — 1) n=0 n.
+oo ol +oo n +o0
- ant1 —n(an +an— 1)
(l—x)s’(x)—xs(x):ZM_z B - LRI . £ n_
n=0 (n_]) n=1 (n_])! n=1 n!

car a1 = 0 et avec la relation de récurrence définissant la suite (an)nen-

d. S est donc solution de (E) : y’—]x =0sur|—T1;1[ Enposanta:x'—>]X :—1—1-%, une
—x —x —x
primitive de a sur | — T;1[ est A : x = —x — In(1 — x), les solutions de (E) sur | — 1;1[ sont les fonctions
—x —x
yix = Ae 0% = €~ Comme $(0) =ap =1, 0naVx €] —1;1], S(x) = & — =e*x —— On
1T—x 1—x 1—x
“+oo

. L )
sait que ¥x € R, e™* = >

n=0

et Vx €] — 1;1], 1

= > x™. Par produit de CAUCHY de séries

n! n=0

+oo n (_ 1\k
entieres, on en déduit que Vx €] — 1;1[, S(x) = Y ( > (=1) )x“. Par unicité du développement en série

n
entiére (comme R > 0), on a Vn € N, 0 = 3~ (

4 o n (_])k
D DR onc an—n.kZ::O Tt

k!

On reconnait en a, lexpression du nombre de dérangements de [[1;n]]. Posons donc Dy, ensemble des
dérangements de [1;n] et a, = card (Dy) et expliquons d’ou vient la relation de récurrence de I’énoncé.
D’abord, ap = 1 est conventionnel et a; = 0 car D7 = (. De plus, sin € N, D47 = D?H_Z L DL+2 avec
D%, qui contient les dérangements o de [1;n + 2] tel que o(n +2) =k et o(k) =n +2 et D}, contient
les dérangements o de [1;n 4 2] tels que o(n +2) =k et o(k) # n + 2.

e Pour choisir un dérangement de D¢ , ,, il faut d’abord choisir k € [[1;n + 1], cela fait n + 1 choix, et

n+2»
ensuite o induit un dérangement de [1;n 4 1] \ {k} qui est de cardinal n donc il a an choix pour les

images par ¢ des éléments de [1;n + 1]\ {k}. Ainsi, card (D% _,) = (n+ 1)an.

e Pour choisir un dérangement de D] 42, il faut d’abord choisir k € [1;n+1], cela fait n +1 choix. En
posant T la transposition qui échange k et n+ 2, on vérifie que la permutation tog est un dérangement
de [1;n+1]. Réciproquement, pour un dérangement ¢’ de [1;n+1], la permutation ¢ = v~ oo’ = to0’

appartient & D! 5. Ainsi, card (D], ,,) = (n + 1)card (Dn41) = (n + ani1.

Ainsi, card (Dn42) = antz = M+ 1an + (n+ ant1 = (n+1)(an41 + an) = card (DO ,,) + card (D], ,).
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a. Pour x € R et n € N*, posons u,, =

(_J)nefnx

n

. Traitons trois cas :

. -n" , . ..
eSix=0,u, = (=) et, comme (un)nen- est alternée, que la suite (Jun|)nen+ est décroissante et
n
tend vers 0, la série > u, converge par le critére spécial des séries alternées.
n>1
—nx

e Six>0, [un| = ¢

= o((e™™)") et la série géométrique > (e™*)™ converge car |[e”*| < 1 donc,
+oo n>1
par comparaison, la série > uy converge absolument donc converge.
n>1
eSix<0, Um |un|=4o0donc > u, diverge grossiérement.
n—-+oo n>1
>
Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R;.

. o ) P _(=N"e ™
b. Pour n € N*, soit f,, : Ry — R définie par f,,(x) = ————.
n

(Hy) la série de fonctions > f, converge simplement sur Ry d’apres a..
n>1
(Hz) les fonctions f,, sont toutes continues sur R, par opérations.

(H3) Pour x € Ry et n € N*, comme (|fn,(x)|)nen= est décroissante et tend vers 0, par le critere spécial

des séries alternd R T f R <t e (nt+1)x 1 Alnsi
es séries alternées, si Rn(x) = k:;Jr] k(x), on a [Rpn(x)| < [fag1(x)| = T S oy Alnsi,
Rn est bornée sur Ry et [[Ry|leo,r, < ﬁ donc ) f, converge uniformément sur R par
n n>1
encadrement car lim —— =0.

n—+oon + 1
Ainsi, par le théoréeme de continuité des séries de fonctions, S est continue sur R, .

c. S est continue sur [0; +00] et, comme la série > fn(x) converge par le critére spécial des séries alternées
n>l

car la suite (|fn(x)|)nen- est décroissante et tend vers 0 pour tout x € R, on sait majorer le reste et avoir,
pour x € Ry, [S(x)| = [Ro(x)] < |f1(x)] = e~ ™. Comme S(x) = O(e™™), par comparaison a une intégrale de
référence, S est intégrable en +oco.

d. Utilisons cette fois-ci le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

(H1) la série de fonctions ) f, converge simplement sur R} C R..
n>l

H;) les fonctions f,, sont toutes de classe C! sur R* par opérations et f/ (x) = (—1)"+Te nx,
+ n
(H3) pour a > 0, x € [a;+o0[ et n € N* |fi(x)] = e ™ < e ™ = (e”*)" = |fi(a)]. Ainsi,
|[f1lloo[a;+oo] = (€7%)™ et, comme la série géométrique » (e~%)™ converge, ) f;, converge nor-
nx1 n>l
malement sur tout segment de R’ on peut remplacer [a; +oco[ par [a;b] sans rien changer.

Par ce théoreme, la fonction S est de classe C! sur R%.

—+oo +oo —x

e. Pour x > 0,onas'(x) = Y f(x) = 3 (—1)"le ™ = 1—7—7_" car [e7*| < 1. Comme R est un
n=1 n=1 e
—X

intervalle et que x + —In(1 + e™*) est une primitive de x — —%— il existe une constante C € R telle

1+e
que Vx >0, S(x) =C —1In(14+e7%).
Par convergence uniforme de > fn sur Ry, comme Yn € N*/ 1lim fu(x) = 0 = {,, le théoréme de la

n>1 X— =400
+oo
double limite permet de conclure que lim S(x) = > &, = 0. Ainsi, comme lim In(l14+e %) =0, on
X—+00 n=1 X—+00

27



conclut que C = 0 donc que Vx € R, S(x) = —In(1 4+ e™*). Mais comme S et x — —1In(1 + e ) sont

continues en 0 d’apreés b., on a donc Vx € Ry, S(x) = —In(1 + e~ *). C’était direct avec les séries entieres
+o00 (_])n+1un
car on sait que Vu €] — ;1] In(1 +u) = >, ~———

n=1

. Restait a prolonger en 0.
n

f. Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme.
(H1) la série de fonctions Y f, converge simplement sur R d’apres a..
n>l

(H2) les fonctions fy, sont toutes continues et intégrables sur Ry car Vn € N*, f(x) = O(e™™).

(Hz) la fonction S est continue sur Ry d’apres b..

7T1Xi| +oo 1

—+o00
(Hg) pour n € N*, fo [fn(x)|dx = 1;[_ e 1

= —5 et la série de RIEMANN )" —5 converge.

n Jo n n>1n
- L s +oo 1 ptoo e (—nn
Ainsi, S est intégrable sur R (on le savait déja) et fo S(x)dx = Y fo fn(x)dx = ) ~—5—. Posons
n=1 n=1 N

n (7])k+1 n 1 o (7])k+1 1 |
T, = —5— et S = — pour n € N*. Comme ~—%&5— = O(—), ar comparaison, la série
" k; K* " k; 2P K 4= k)P P

(—1)kt! . L S

>~ ~—%— converge donc la suite (Tn)nen+ converge. Pour n € N* Trn = Sy —2 > 5Son — =21
K> k=1 (2k) 2

: - _1 o A [T __n
donc nl—l>Too Ty = nEToo Ton = 5 X e = 17 Ainsi, j;) S(x)dx = 13

40
41
42

43)a. Pour n € N, posons Pp, = “0 < uny2 <22 0 Cupgq <27 0 < up <2V

Initialisation : O<u2=3<4:22, 0<u=2<2=2" et 0 <up =0<1=2°donc Py est vraie.
Hérédité : soit n € N tel que Py, est vraie, on a déja 0 < unyr < 2™2, 0 < unyr < 2™ De plus,
0=0+4+0< Uny3 = Ungq Fup <21 427 =32 <23 car 3 < 8. Ainsi, P41 est vraie.

Par principe de récurrence, on a bien vn € N, P, est vraie donc Vn € N, 0 < u,, <2™.

b. Pour x € R, d’apres a., [unx™| < |2x|™ donc (unx™)nen est bornée si |x| < % ce qui prouve, par définition

du rayon de convergence de Y unx™, que R > 15 On a donc bien R > 0.

" +o0 +oo
c. Pour x €] —R;R[,on ax3f(x) = Y unx™3 = 3 (uni3 —uns1)x™ 3 ce qui s’écerit aussi, en rajoutant les
termes manquants x>f(x) = [f(x) —nig —uyx — uzr:;j) —x2[f(x) —uo] ou encore (1 —x* —x3)f(x) = 2x + 3x2.
Si on avait 1 —x2 —x3 = 0, alors on aurait aussi 2x + 3x% = 0 donc x = 0 ou x = —%. Or ni 0, ni —% ne sont
racines du polynéme P = X3 +X2 —1 car P(0) = —1 # O et P(—%) = —2%4—3—1 = %72_27 = —%—; #0.

2
Ainsi, Vx €] — R;R[, 1 —x% — x> # 0 donc f(x) = fx—i—%
—x" —x

d. Le polynéme P admet trois racines complexes r1,72,73 d’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS. La

fonction polynomiale P vérifie P/(x) = 3x? + 2x = x(3x +2) donc P est strictement croissante sur ] — 00; —%} ,
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strictement croissante sur {— %;O} et strictement croissante sur R;. Comme P( - ;) = -2 0et

3 27
P(0) = —1 < 0, P ne s’annule qu’une seule fois sur R en un réel « €]0;1] (« ~ 0,755) car P(1) =1 > 0.

Prenons r1 = «, les deux autres racines de P sont donc complexes conjuguées car P est un polynome a

coefficients réels, donc r3 = 72. Comme 111272 = 1 avec les relations coefficients-racines, on a |r2\2 -1 oy
™

donc |rz2| > |r1] = 1. P est donc scindé & racines simples sur C et P = (X —11)(X — 12)(X — 72).

D’apres la question c., Vx €] — R;R[, P(x) # 0 donc 1 ¢] — R; R[ ce qui prouve que R < 17.

2
En posant A = 2X + 3X2, la fraction rationnelle F = —% = % est mise sous forme irréductible car

2

les racines de A, 0 et —%, ne sont pas racines de P. F est de degré —1 strictement négatif et n’a que des poles
simples donc on sait qu'il existe des constantes o7, 2, a3 telles que F= % 4 %24 %3 (j] 'y 5
X—n X—1 X—r13
pas de partie entiere). On sait d’apres le cours que o = —g((ri)) donc, comme A = P’, on a «; = —1. Par
Ti
‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
conséquent, F = = —. —. . .
d r17X+r27X+r37X 1= (X/r1) 12 1—(X/r2) T2 1-—(X/72)
: X x X 1 £ 1 TR
Soit x €] — r1;71[, comme ’—’<1, Xl <let | =<1, ona ~ = D =, ~ = Y. == et
T T2 1—— n=0T1 - — n=0 2
T T2
+oo n 2 +oo
1 _ X q 2x + 3x ( 1 1 1 ) n C e . ,
= ~— donc = —+ + x™. Par unicité des coefficients d’une
71— é ‘rLZ::O P 1—x* —x° nX::O S A
T2

série entiére sur | —R;R[,onavVn € N, u, = n1+1 + n]+1 + 711“ donc uy, o n]7+1 et, par D’ ALEMBERT,
T T T2 oo T
1

1

. u L . . .
R=r car lim —+tl — L Crest général, le rayon du convergence d’une fraction rationnelle qui n’admet

n—+oo Up T

pas 0 comme pole est le plus petit module de ses racines.

a. Pour x € R et n € N*, posons u,, = £

—nx

. Traitons trois cas :

e Six=0,u, = 1 et la série harmonique de RIEMANN > 1 diverge.
n n>1 n

e—TIX

e Six >0, un = = o((e™™)") et la série géométrique > (e *)™ converge car |e *| < 1 donc,

par comparaison, la série & termes positifs > u, converge aussi.
n>1
e Six <0, Wm uy =+ocodonec Y uy diverge grossiérement.
n—+oo n>1
>
Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R7.

—nx

b. Pour n € N*, soit f, : Ry — R définie par f,(x) = €
n

Limite en +00 :

(Hy) la série de fonctions > f, converge simplement sur Ry d’apres a..
n>1

(Hz) les fonctions f,, admettent des limites finies en +00 qui sont liT fa(x) =0 =1{,.
X—>+00

—n
(H3) Pour n € N*, on a |[fn]loc,[1;400 = [fn(1)] = e—+= o(%) par croissances comparées donc,
n 4o \n
comme la série de RIEMANN )" iz converge, la série ) fy converge normalement sur [1; 400l
n>1n n>1

—+oo
Ainsi, par le théoréme de double limite, lim S(x) = > &, =0.
X—r+00 n=1
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—kx

n
Limite en 07 : pour n € N*, en notant Sy, : Z ,onaVx € RY, 0 < Sy(x) < S(x) car on ne

somme que des quantités positives. Comme toutes les f, sont décroissantes sur R, S est aussi décroissante

sur R% . Par le théoreme de la limite monotone, S admet une limite ¢, finie ou +oo, en 0T. En passant a la

3

Z‘\—'

limite quand x tend vers 07 dans 'inégalité 0 < Sn (x) < S(x), on obtient Z ¢ (valable méme si

¢ = +00). Or on sait que la série harmonique diverge donc que hm Hn : +o00. En faisant tendre n vers

~+oo dans I'inégalité précédente, on a { = +oo. Ainsi, m& S(x) = +oo.
x—

“+o0
c. Pour x € RY, comme [e™*| <1 et que Vt €] —1;1[, In(1 —t) = — > ﬁ, onaS(x)=—1In(1—e ).
n

d. Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme.

(H1) la série de fonctions ) f, converge simplement sur R* d’apres a
n>1

(Hz) les fonctions f, sont toutes continues et intégrables sur R car Vn € N*, f ()

se prolonge par continuité en 0 en posant f;,(0) = 1
n

= O(e™™) et fn
+oo
(H3) la fonction S est continue sur R* car toutes les fonctions f le sont et que, comme en c., on a
convergence normale de ) f, sur tout segment de RY.
n>1
x 1 +oo

1 e 1 - 1
H € N*, f d :7[——} = — etl de RIEMANN — .
(H4) pour n f [fn (x)]dx - — 1, —7 et la série de né:] —7 converge

L. +oo . +oo +oo . +oo 1 o 7_(2
Ainsi, fo S(x)dx = E] fo fa()de= 3 5 =(2) =T

n
a. Pour x € R et par croissances comparées, la suite ( %X . ) - est bornée si et seulement si |x| < 1 donc
n — nz
: 2™ 2 2(=1)"
R = 1. Par RIEMANN, si x = £1, —5 = O( ) donc ) —5— et > —5—— convergent absolument.
n? —1 +oo no2nt —1 ns2 N —1
Ainsi, le domaine de définition D de S est [—1;1].
b. Six €] —1;1[\{0}, comme nZZ, ;= nl T n]+1 ,ona S(x) = DYy B 3% (les deux séries
Tt n-1 2 tToo  n+1 T\.(] _ X)
t) donc S X——l(— - X X ):—11— 14 %4 M TX)
convergent) donc S(x) = xngzn_1 L 2+n2:30n+] xIn(1 —x) + +o+ .
n
c. En définissant, pour tout entier n > 2, uy : [—-1;1] = R par un(x) = %X Jyona Iunlloo, (=151 = 22 .
nZ _ _

et > 22 ; converge donc > uy converge normalement sur [—1;1]. Comme toutes les u, sont continues
nx2n — n>2

sur [—1;1], S est continue sur [—1;1] done S(1) = lim S(x) et S(—1) = lim S(x).

x—1- x——1+
. . _(0=x)0+x) X - _
d. Calcul de S(1) : pour x €] — 1;1], S(x) = ~———=In(1 —x) + 1+ > donc, comme 117(1)1+t1n(t) =0,
x t—
=2 1 _ 3
onaS() = > — = lim S(x) = 14+ - = 2, ce qu'on pouvait avoir plus facilement en écrivant
R AN By 2 2
n n n
_ 2 ( ) 1 _ 1 _3_ 1 1
Sp = 1 __1 =14+d4H  —Hy =311
" k§zk2_1 E —1 k+1 Ezk T s e R I Ay
4 1 = § =
par télescopage. Comme nEToo ( m— ) 0, ngToo Sh = 3 S(1).
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4oo (__1\n+1
Calcul de S(=1) : S(=1) = > (21# = lim S =T—1 =l um UZX0OEY 0o
n—2 n —1 x——1* 2 2 x——1% X
R . n 7])k n 2(71)k n (7])k n (71)k
La encore, si on pose S, = ( ourn > 2,ona S, = = — ~——— donc
pose Sn= 2. 77 P g nS X STy T STy T A gy don
n (_])k n+2 (_])k 1 (_])n—H (_])n—i-z 1
= ~— — =1 = — - t [ Sh===S(—-1).
n k%k—] k§4k—l 2 n Ly ctoma Hm Sno=o=5(-1)
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

D’abord, pour P € E, f(P) est bien un polynome & coefficients réels donc f(P) € E. Pour (P,Q) € E> et A € R,

00 00 Hor+01(5) <07 0 (-4)) -1 (3) r(55) - (o() -0 55)

ce qui donne f(AP + Q) = Af(P) + f(Q) donc f est en endomorphisme de E.

a. Pour Pc Eet a € R, f2(P)(a) = f(f(P))(a) = l(f(P)(%) +f(P)<aT+1>> et, par définition de f(P), on a

2
2(P)( 7% %( ( ) (ajl))Jr%(P(aIZ)er(ai—S)) ce qui donne l'initialisation suivante :
= J(5) o(531)  o52) o (e32)

P
Soit n > 1 tel que VP € E, Va € R, f*(P)(a) = € > P(m). Par définition, comme ™! = f" o f,

1 & K
on a f**1(P)(a) = f*(f(P))(a) = i 3 f(P)(a; ) par hypothese de récurrence puis, par définition de f,
k=0
2m 1 2m 1
1 _ 1 k k42" _ 1 k k42"
PPN = gt B (PSR +P(SHEEE)) = it X p(Se) + g z p(atka?)
2" K4 o 2“+‘—1 ati
En posant j = k 4+ 2™ dans la seconde somme, on a kzo P(a'znij{) = kZZ:“ P(ZnH]) donc, en
- 2ntT
changeant j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien & f**+1(P)(x) = Z’Jﬁ kX_:O P((lej})

2n—1
Par principe de récurrence, VP € E, Vn € N, Va € R, f*(P)(x) = 1 > P<a + k), cette formule étant

20_
méme valable quand n = 0 car f°(P)(a) = P(a) = ]—O E ( ) puisque 0 =idg.

b. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN R (g) = 1=0 Z g(O + kﬂ) associée a g : [0;1] =& R
n k=0 n

1
continue. D’aprés un théoréme du cours, uT Rn(g) = j;) g(t)dt. D’apres a., f™(P)(0) = Ran (P). Comme
n—

oo

1
(R2n (P))nen est une suite extraite de (Ry(P))nen+, on a donc uT f*(P)(0) = fo P(t)dt
n—+oo

2n—1
. n _m — X+k k s ez
c. Pour x € [0;1] et n € N, f*(P)(x) — f*(P)(0) = 2“ kZ::O ( ( ) P<—2n>) donc, par inégalité

triangulaire, [f™(P)(x) — f™(P)(0)| < 2n Z ‘ (X + k) P(zlﬁl) ’ Par inégalité des accroissements finis, en
k=0

posant M = ||P/| oo, [0;2) qui existe puisque la P’ est continue sur le segment [0; 2] d’apres le théoréme des bornes

atteintes, ’P(Xzink) —P(zin)‘ < % car (thk, 2%) € [0;2)2. Ainsi, [f™(P)(x) — f(P)(0)| < ZZMX < zM“

1
S n n _ 1o . . n _ -
Alnsi, nHToo(f (P)(x) —f™(P)(0)) = 0 dont on déduit que Vx € [0;1], ngToo f*(P)(x) fo P(t)dt en écrivant

f(P)(x) = (f*(P)(x) — f™(P)(0)) 4+ f™(P)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (polynomiales)

(f™(P))nen converge simplement vers la fonction constante c : x — f t)dt sur [0;1]. D’ailleurs, avec ce
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qui précede, [f*(P)(x) —c(x)| = [f™(P) (x) =™ (P)(0) +™(P)(0) —c(x)| < [T (P)(x) =™ (P)(0) |+ [f™ (P)(0) —c(x)]
1

donc [ (P)(x) — ()] < M4 | (p)(0) ~ [ P(v)at]- Aimsi, 1 (P) —cl|oc o < B+ | (P)(0) - [[ P(v)a]

1
et lim <2Mn + ‘f“(P)(O) - fo P(t)dtD = 0 donc (f™(P))nen converge uniformément vers c sur [0;1].

n—-+oo
d. Comme f(1) =1 et que 1 # 0, 1 est valeur propre de f. Soit P € E;(T), alors f(P) = P donc, par une
1
récurrence simple, on a Vn € N, f*(P) = P. Ainsi, Vx € [0;1], P(x) = lm f*(P)(x) = f P(t)dt ce qui
n—-+oo 0
prouve que P est constant. Ainsi, Eq(f) = Vect(1).
e. Soit k € R tel que [k| > 1. Supposons qu’il existe P € E telle que f(P) = kP. Par une autre récurrence
simple, il vient Vn € N, f*(P) = k™P. Pour x € [0;1], comme (f"(P)(x))nen converge d’apres c. et que
(K™)nen diverge, ceci impose que P(x) = 0 pour tout x € [0;1]. Seule la fonction nulle est dans Ey(f) donc

k n’est pas valeur propre de f si |k| > 1. Par le méme argument, comme ((—1)")ncn diverge, on en déduit

aussi que E_1(f) = {0} donc que —1 n’est pas valeur propre de T.

/
f. Pour P € E, on a f(P) = l(P’(%) + P'(X+])) = f(P). Soit P € Ej/2(f), alors f(P) = g donc

4 2 2

/ !/
% =f(P) = f(zi) et f(P’) = P’ ce qui, d’apres e., montre que P’ € Rp[X] d’ott P € R¢[X]. Réciproquement,
si on pose P = aX + b, alors P € E et f(P)z%(a%—«—b—i—axT"H—kb) = %+%+b:%:%siet

seulement si a +2b = 0 ce qui montre que P = b(1 — 2X). Ainsi, Eq/,(f) = Vect(1 — 2X) et % € Sp(f).

a. Images des multiples : U(0g) = U (0g + 0g) = ¥(0g) + ¥ (0g) donc ¥(0g) = Og. Ainsi, pour x € E, on a

P(0.x) = U(0g) = 0 = 0.¥(x) mais aussi U(1.x) = 1.¥(x). Si, pour un entier n € N*, on a ¥(n.x) = n.¥(x),
alors U((n 4+ 1)x) = ¥(nx +x) = ¥(nx) + ¥(x) = n.¥(x) + ¥(x) par hypothése de récurrence donc
T((n+1)x) =(n+1).¥(x). On a établi par récurrence que Vn € N, ¥(n.x) = n.U(x).

Continuité en O¢ : soit ¢ > 0, il existe un entier n € N* tel que M < e. Alors, en posant o« = LS 0, on a
n n

Vx 2 E, ||| K a=|Inx|]| <1 = ||T(nX)|]| <M <= n||[¥H)|]| < M <= ||T(x)]| < M < ¢. La fonction
n

¥ est bien continue en Og.

Continuité sur E : soit xo € E, d’apres I’équation fonctionnelle vérifiée par ¥, ¥(x) — ¥(xo) = ¥(x —x0) pour

x € E. Par continuité de ¥ en 0, on a lim ¥(x —x¢) = lim ¥(h) = 0g donc lim (¥(x) — ¥(xo)) = O
X—X0 h—0¢ X—Xo

ce qui montre lim W(x) = ¥(xp) et la continuité de ¥ en xo.
X—Xo0

La fonction ¥ est donc continue sur E.

b. Pour tout vecteur x € E, on sait déja d’aprés la question a. que Vn € N, ¥(n.x) = n.¥(x) donc

U(0g) =0 = I(nx+ (—n).x) = ¥(n.x) + U((—n).x) puis ¥((—n).x) = =¥(n.x) = —n.¥(x) = (—n).V(x).
Ainsi, ¥n € Z, Vx € E, ¥(n.x) = n.¥(x). Pour q € N*, en posant y = i.x, on a ¥(q.y) = q¥(y) donc

I1)=1 Py = 1 — 1 —P ¢
\Il(q.x) q.\Il(x) et, pour p € Z, on a \Il<q .x) W(p.(q x)) p.(\I/(q x)) q .U (x). Par conséquent,
onaVvre Q ¥(rx)=r"T(x). Reste a passer des rationnels aux réels.

Pour tout réel A, si on pose o, = [na] pour n € N*, par définition de la partie entiere, nA —1 < [nA| < nA
n
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doncA—1 < ay <Aetona lim an = A par encadrement. Comme [lanx —Ax|| = |an —Al||x||, on a aussi
n n—-+oo

Um an.x = A.x puis, par continuité de ¥, on en déduit que 1111 U(an.x) = U(Ax). Or U(an.x) = an.V(x)

n—-+oo

car a, est un rationnel donc liT U(an.x) = A¥(x). Par unicité de la limite, il vient ¥ (A.x) = A.¥(x). Ceci
n——+o00

étant valable pour tout réel A et tout vecteur x € E, et comme on a déja V(x,y) € E2, U(x+y) = ¥(x) +¥(y)

par hypothese, on peut conclure que ¥ est un endomorphisme de E.

a. Par labsurde, soit un vecteur colonne x € My 1(R) non nul de Ker(A), alors Ax = 0 et x # 0, soit

un indice m € [[1;n] tel que |xm| = |[X]|eo = T\/[[l]ax]](|xi|) > 0. La m-iéme ligne de Ax donne la relation
ie[Tm

n n L. n P s

Y am,jxj = 00U GmymXm = — »_ Qm,jXj. Ainsi, |[am mxm| = ,jxj’ < Y |am,jl|xj| par inégalité

j=1 j=1 j=1

)
j#m j#m j#m

n n

triangulaire donc |am m| [xm| < ( > |am,)~|> [xm|. En divisant par [xm,m| > 0, on obtient [am m| < > |am,j

=1 iz
j#EmM #

qui contredit I’énoncé. Par conséquent, Ker(A) = {0} donc, comme A est carrée, A est inversible.

b. Soit (u,v) € Mn,1(R)? tel que Ev = Fu et u # 0. Pour tout indice i € [1;n], comme [Ev]; = [Fu];, on a

i—1

la relation Z aikvk + > ajxux =0.
k=1 k=1
n—1
Initialisation : pour i = n, annvn + Y, anukx = 0 donc |vn| < | 2 Z lan, k| Juk] < ‘| U/l Z lan k|
k=1 An,n

par inégalité triangulaire, ce qui donne |vn| < |Jul|o car A est & diagonale strictement dominante.

Hérédité : soit ¢ € [2;n] pour lequel on a montré que Vi € [¢;n], |vi| < |[u]|oo. Comme on a la relation
n =2

-
Yo ap—1kvk + 2 ag—rxuk = 0, il vient |ve_q| < é( Z ) par
k=C—1 k=1 lag—1,e-1]
n
inégalité triangulaire done, par hypothese de récurrence, |vo_1| < M > |ag,1,k| < ||ulloo car
lag—1,0-1] k=1,k#0—1
A est a diagonale strictement dominante.
Conclusion : par récurrence forte, finie et descendante, V¢ € [1;n]], |ve| < [[u]loo donc ||v]|eco < |Jt]]oo-
n
c. Avec les notations de la question précédente, comme Ve € [[1;n], g = | L B Y. lagj| < 1, on peut
aeel 5=15%¢
poser k = Min(aq, -+, 0n) < 1. Reprenons (w,v) € Mn 1(R)? tel que Ev = Fu et u # 0. A nouveau,

i—1
Vi€ [1;n], [Ev]i = [Fu]; donc E ai vk + Z ajjuj = 0.
j=i
n—1
Initialisation : pour i =mn, annvn+ Y an,juj = 0 donc |vn| <
j=1 |‘1n n|

z Jan | g < LLlloe z Jam 1| par

|an,n] =
inégalité triangulaire, ce qui donne |vn| < k||| car A est & diagonale strictement dominante.

Hérédité : soit € € [2;n] pour lequel on a montré que Vi € [¢;n], |[vi] < k||[u||so. Comme on a la relation

-2
L 1

> ag1vit Z ag—1,u5 = 0, il vient |vg_1] <

-2
(S a1yl + 3 Jaca]vs1) par inéalite
j=t—1 j=1 lae—1,e-11\j= j=t

n
triangulaire donc, par hypothese de récurrence, |ve_1| < %. ' 122 1 lae—1,5] < k[Juf|oo car A est a
v =1 -

diagonale strictement dominante.
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Conclusion : par récurrence forte, finie et descendante, V& € [1;n], |[ve| < k|[ul|oo donc ||v||co < k||u||so-

d. La matrice E est inversible car elle est triangulaire supérieure avec des termes non nuls sur la diagonale
donc la bonne définition de la suite est xo € Mn,1(R) et Vp € N, xp11 = E7'(Fxp + b) et, sous cette forme,
il est clair que la suite (x,)pen est bien définie quelle que soit la valeur de xo.

e. Si la suite (xp)pen converge vers x, par linéarité de E et F en dimension finie, comme E et F sont donc

continues sur R™, ona lUm Exp, =Exet lim Fx, = Fx donc on a Ex = Fx+ b, soit Ax =bcar A =E—F
p—+o00 p—+o0

et x = A~ 'b. Montrons que lim Xp = A~ "b. Posons Yp = Xp — A~Tb pour tout entier p € N, de sorte que
p—+oo

Vp € N, E(yp+1 +A""b) = F(xp + A7 'b) +b mais, comme EA~'b =FA~'b+b car A = E —F, on en déduit

que Eyp41 = Fyp. Par une récurrence facile, comme d’apres la question c. on a |[yp41|| < k|[yp|| (ceci étant

vrai méme si yp = 0 car alors on aurait yp41 =0),on a Vp € N, ||lyp|| < kP|lyo||. Ainsi, comme |k| < 1, par

encadrement, il vient lim y, =0donc lim x, = A~Tb, et ceci quelle que soit la valeur de xo.
p—+o0 p—-+o0

Il s’agit de ’algorithme de GAUSS-SIEDEL.

a. On dit que f est bornée sur €2 s’il existe un réel M > 0 tel que Vx € Q, |f(x)] < M.
b. On dit que f admet un maximum (en xo € Q) sur Q s’il existe xo € Q tel que ¥x € Q, f(x) < f(xo).

c. Sixe R, s(x) = el -t sin(x) par EULER donc s est bornée sur R car Vx € R, [s(x)| < 1. Par

21
. . eiy — ey . ey — eiy . . .
contre, siy € R, on a s(iy) = . =i = ish (y) et on sait que lim sh(y) = +oo donc s
21 2 y—+oo
n’est pas bornée sur iR. A fortiori, s n’est pas bornée sur C.
ei.reie _ e—ire“’ 2

d. Pour z € D, on peut écrire z = re'® € D avec r € [0;1] et 6 € R, ce qui donne ¢(z) =

elrcos(e)e—r sin(0) _ e

2

—ir cos(@)er sin(0) ‘2 < (e—r sin(0) +e' sin(0)
X

2
2 2 2
< <
7 ) < ch(r)s < ch(1)“.

donc ¢(z) =

Ainsi, ¢ est bornée sur D et ||@|/oo,p < ch(1)2.

+oo n
e. La fonction s est continue sur C par composition car les fonctions z +— iz, z — —iz et z — e* = ) Z—|
n=0 M-
sont continues sur C, les deux premieres car elles sont sont 1-lipschitziennes (par exemple) ou linéaires en
n n
dimension finie et, en posant un : z — i—' pour n € N, on a [[un|lse,B;(0,r) = :T' sit>0donc Y un
. . n>0

converge normalement sur toute boule fermée B¢(0, 1) et les uy, sont continues comme fonctions polynomiales.
Ainsi, comme z  |z| est continue sur C car 1-lipschitzienne et t — t* est continue sur R car polynomiale,
la fonction ¢ est continue sur C par composition. Comme ¢ est continue sur D C C et que D est un fermé

borné en dimension finie, avec le théoreme des bornes atteintes, ¢ est bornée et atteint ses bornes sur D.

eF —e” l( Jrf:o (iz)™ “‘z"f’ (—iz)“>‘2 _ JFZO:O (=12t 2

tout entier n € N, (i)2™ — (=)™ = 0 et (i)2™* — (=)™ = 2i(—1)". Comme cette série converge

i iz |2

Pour z € D, ¢(z) =

car, pour

absolument par le lemme d’ABEL car le rayon de convergence de la série entiére exponentielle vaut +oo,
+o0 2n+1 2

p(z) < ( > %) = sh (|z])? < sh(1)2. Mieux qu’en question d., ||¢|/oc,p < sh(1)2. Si|z| <1, 0ona
n=0 \<N :

|o(z)] < sh(1) car sh est strictement croissante sur Ry donc le maximum de || est atteint sur U.
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Pour que |1 +iz| = 1 + |z|, il est nécessaire et suffisant que 1 et iz soient positivement alignés, donc

que z soit un imaginaire pur. Ainsi, si z € U n’est pas un imaginaire pur, on a |1 4+ iz| < 1+ |z| donc

+o0o (_])nZZnJr] +oo (_1)n22n+1 +o00 |Z|2n+1 . . 2 L
onar | S | <] Ll = t sh (1)2.
HX::O (n+1)! [T+ ] + nZ::Z el | + 2| +zz::o nri)y S (z]) et @(z) < sh(1)*. Les

deux seuls imaginaires purs de U sont +i et (i) = ish (1) et @(—1) = —ish (1) donc ¢(i)| = @(—1i) = sh (1)2.
Par conséquent, ||@||oo,p < sh(1)? et ¢ atteint son maximum sur D en i ou —i uniquement.

On peut constater que, par une récurrence simple, et pour tout a > 0, tous les termes de la suite (un(a))ne N
sont bien définis et strictement positifs.

a. (=) Sia € Ey, comme liT un (a) = 400 par définition, pour tout A € R, il existe un entier ny € N*
n——+oo

tel que ¥n > no, un(a) = A. En prenant A = 1, il existe donc ng € N* tel que Vn > ng, un(a) > 1. Par
exemple, pour n = np, on a bien uy(a) > 1.

(«=) S’il existe ng € N* tel que un,(a) > 1, montrons par récurrence que ¥n = ng, unt+1(a) >un(a) > 1.
1
+1

> 0 donc, par somme uny+1(a) — un(a) >0 et upy,41(a) > uny(a) > 1.

Initialisation : wun,4+1(a) —un, (@) = un, (a)(un, (@) = 1)+ et un, (a)(un,(a) —1) > 0 alors que
n

1
ng + 1

Hérédité : siuny1(a) > un(a) =1 pourn = no, uny2(a) —unii(a) =uni1(a)(unsi(a)—1)+

1
n+2’

on a encore un42(a) —un41(a) > 0 avec les mémes arguments donc un4z(a) > unyi(a) > 1.

Par principe de récurrence, on a bien ¥n > ng, un+1(a) > un(a) donc la suite (un(a))n>n, est croissante.

1

T on aurait ¢ = ¢ donc

Si elle convergeait vers un réel €, en passant & la limite dans uny1(a) = uZ(a) + -

¢ =0ou (=1, ce qui contredit le fait que un,4+1(a) > 1 et que la suite (un(a))n>n, est croissante. Ainsi,

par le théoréeme de la limite monotone, on a liT un(a) = 400 donc a € Ey.
n——+oo

b. Initialisation : on a uj : a + a donc la fonction u; est croissante sur R .

Hérédité : soit n € N* tel que u, est croissante sur R, alors upy1 = ufl + 1 donc, comme u,, est

n+1

2 croissante car t +— t? est croissante sur R, donc u, 47 croissante sur R%.

positive, on a uy

Conclusion : par principe de récurrence, toutes les fonctions u,, sont croissantes sur R* .
Ainsi, si (a,b) € E2 avec a < b et si on prend ¢ € [a;b], on a ¥n € N*, un(a) < un(c) < un(b). Mais,

par définition, lim wupn(a) = +oo donc, par encadrement, lim un(c) = +00. Par conséquent, Eo, est un
n—-+oo n—-+oo

intervalle car si (a,b) € E2, avec a < b, on a [a;b] C En.
De plus, si a € [1;+00[, u1(a) = a > 1 done, d’apres a., a € Es, ce qui montre l'inclusion [1;+00[C Enp.
c. Initialisation : u; =id Re Dt t donc u; est polynomiale de degré 1 = 2°,

Hérédité : Soit n € N* tel que u,, soit une fonction polynomiale de degré 2™. La relation u, 1 = u2 + 1

n+1
montre que un 47 est polynomiale et que deg(un;1) = 2deg(un) =2 x 2™ =2+,
Par principe de récurrence, pour tout entier n € N*, u,, est une fonction polynomiale de degré 2™ sur R7

donc elle y est continue. Ainsi, Vn € N*,| Va > 0, un(b) b—> un(a).
—a

—+oo
d. D’apres la question a., Eo, = U u,'([1;400[). Dommage, car [1;+oc[ est un fermé de R donc, par
n=1

continuité de un, uy ' ([1; +0c[) est un fermé de R. Mais on ne peut rien dire de la réunion infinie de fermés.
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En reprenant la question a. avec > 1 a la place de > 1, on se rend compte facilement qu’on a aussi I’équivalent
+oo

a € B < (In € N*, un(a) > 1). Ceci prouve que Eo = U u,'(]1; 400[). Maintenant, comme ]1; +o0]
n=1

est un ouvert et que u, est continue, u;;'(]1;4+00[) est un ouvert donc E.,, en tant que réunion d’ouverts,

est un ouvert. Par conséquent, E, est un intervalle ouvert de R7 .

On va d’abord montrer que pour A C R, (A dense dans R) <= (V[o;B], o < p = (Ja € A, a € [x;B])).

(=) Si A est dense, A = R donc tout réel est la limite d’une suite d’éléments de A. Soit [«; B] avec o < B,
o+ B
2

prenant ¢ = B—a 3 X ~0, Ing € N, Vn > no, lan —xo| < ¢ <= an € [o; B]. Alnsi, an, € AN [x; B].

en posant par exemple xo = , il existe une suite (an)nen € AN telle que liT an = xo. En
n——+oo

(<=) Supposons que A N [o; B] # @ dés que o < B. Soit un réel xo et n € N, prenons oy = xp — ZL“ et
Bn = X0 + > oy, alors il existe an € [on; Bn] N A et Uencadrement _Zi“ <xo—an < ZL“ montre

que (an)ne N est une suite d’éléments de A qui converge vers xo. Ainsi, A = R et A est dense dans R.
On a montré par double inclusion que (A dense dans R) <= (V[a; 8], a < f = (Ha €A, a€lx [3]))
Montrons que A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R. Soit un segment [«; ] C R non réduit a
un point. On cherche un élément de A dans [«; B]. Traitons plusieurs cas :
o <0< B Prenons n =m =0, alors 0 = f(0) — f(0) € A € [«; B].
0<a<P Posons e =B —a>0. Comme xEToo f'(x) =0, il existe M € R, tel que ¥x > M, [f'(x)| < .
Posonsn = [M] +1€ Net m = Min({k > n | f(k) > f(n) + «}). Cet entier m existe bien
f

puisque lim f(x) = +o0o0. Montrons que f(m) — f(n) € [e; B] :
X—+00

=
par propriété fondamentale de N car la partie X = {k > n | f(k) > f(n) + «} C N est non vide
e Comme m € X, on a f(m) > f(n) + o donc f(m) — f(n) > «.
e On ne peut pas avoir m = n car on aurait f(m) — f(n) = 0 contredisant f(m) —f(n) > « > 0.
Ainsi, m > n donc m —1 > n et, par minimalité de m, m —1 ¢ X donc f(m — 1) < f(n) + «.
D’apres le théoreme des accroissements finis, comme f est dérivable sur [m — 1;m], il existe
un réel ¢ €lm —1;m[ tel que f(m) —f(m—1)=f(c)(m—(m—1)) =f'(c). Orc>m—-1>n
donc |f'(c)| < eet f(m)=Ff(m —1)+f(c) < f(n) + « + e =f(n) + B d’ott f(m) — f(n) < B.
Le réel f(m) — f(n) appartient donc & [«; B] et aussi & A par construction car (m,n) € N2,
« < B <0 D’apres le cas précédent, comme 0 < —p < a, AN [—p; —a] # () donc il existe (m,n) € N? tel
que f(m) — f(n) € [-B; —a] et f(n) — f(m) = —(f(m) — f(n)) € AN [a; B].
Ainsi, A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R car A N [a; ] est non vide dés que o < .
a. Soit f: E — R définie par f(x) =< u(x),x >. On peut décomposer f = g o h avec h : E — E? définie par

h(x) = (u(x),x) qui est linéaire donc continue en dimension finie et g : E* — R définie par g(x,y) =< x,y >
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qui est bilinéaire en dimension finie donc continue. Par composition, f est donc continue sur E. Comme la

sphére unité S = {x € E | ||x|| = 1} est un fermé borné de E en dimension finie, la fonction f étant continue

sur S, elle y est bornée et y atteint ses bornes par le théoreme des bornes atteintes. Par conséquent, il existe

un vecteur unitaire xp € S tel que ¥x € S, f(x) =< u(x),x >= < u(xo),x0 >= f(xo).

b. Pourt € R, ||y(t)||? = || cos(t)xo +sin(t)yol||* = || cos(t)xo||*+|| sin(t)yo||*> par PYTHAGORE car xo L yo

et, comme xo et yo sont unitaires, on a ||y(t)||> = cos?(t) + sin?(t) = 1 donc ||y(t)|| = 1.

c. Vt € R, ¢(t) = cos?(t) < u(xo),xo > +2cos(t)sin(t) < u(xo),yo > +sin®(t) < u(yo),yo > par

linéarité de w, bilinéarité du produit scalaire et car u est autoadjoint donc ¢ est de classe C' sur R on

elle est m-périodique. De plus, ¥Vt € R, ¢(t) =< u(y(t)),v(t) >=< u(xo),xo > d’aprés a. et b. donc

Vte R, ¢(t) = ¢(0). Comme ¢ est dérivable en 0 ol elle admet un minimum absolu, ¢'(0) = 0.

d. D’apres 'expression de c., ¢'(t) = sin(2t)(< u(yo),yo > — < u(xo),xo0 >) + 2cos(2t) < u(xp),yo > pour

tout t réel donc ¢'(0) =2 < u(xo),yo >= 0. On a bien montré que yo L u(xop).

e. Soit 'hyperplan H = Vect(xo)" et soit yo un vecteur unitaire quelconque de H, alors u(xo) L yo d’apreés

la question d. donc u(xp) € HY = Vect(xo), ce qui signifie qu'il existe A € R tel que u(xo) = Axo, donc que

xo est un vecteur propre de u.

f. Soit x € F- et y € F, alors < u(x),y >=< x,u(y) > car u est autoadjoint donc, comme u(y) € F car F est

stable par u et que x € FL, ona < u(x),y >= 0. Comme ceci est vrai pour tout vecteur y € F, on a bien

u(x) € F*, donc F* est aussi stable par u.

g. On démontre le théoreme spectral par récurrence sur la dimension n de E, et sous la forme suivante :

pour tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n, il existe une base orthonormale

de E formée de vecteurs propres de u.

Initialisation : soit E un espace euclidien de dimension 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E, alors u

est une homothétie de E comme tout endomorphisme en dimension 1 ; toute base orthonormale de E est une

base de E formée de vecteurs propres de u.

Hérédité : soit n € N*| supposons le résultat prouvé pour des espaces euclidiens de dimension k € [[1;n].

Soit E un espace euclidien de dimension n + 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E. D’apres e., il existe

un vecteur propre xo de u associé a une valeur propre réelle A. Posons F = Ej(u). On sait que dim(F) > 1.

Traitons deux cas :
e Si F=E, u= Aid g donc toute base orthonormale de E est une base formée de vecteurs propres de wu.
e Si F#E, on a dim(F) < n, comme F est stable par u, G = F' est aussi stable par u d’apres f. et
dim(G) = n+ 1 —dim(F) > 1. Or u induit dans G un endomorphisme autoadjoint de G d’ol, par
hypothese de récurrence, il existe une base orthonormale Bg de G formée de vecteurs propres de ug,
donc de u. En prenant une base orthonormale B¢ de F, ses vecteurs sont des vecteurs propres de u donc
B = Bf Il Bg est une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Par principe de récurrence forte, pour tout endomorphisme autoadjoint u sur un espace euclidien E, il

existe une base orthonormale B de E formée de vecteurs propres de u. On vient de montrer, d’une maniere
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totalement différente de celle du cours, le fameux théoreme spectral.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 5
REDUCTION

a. Par hypothese, il existe X # 0 € My 1(R) tel que MX = AX. Or M2X = M(MX) = M(AX) = AMX = A%X

+oo —+oo
et, par une récurrence classique, Yk € N, M*X = A*X. Si on écrit P = > arxX*, P(M) = Y. axM¥ donc

k=0 k=0
—+o0 —+o0
P(M)X = 3 axM*X = ( > ak?\k)X = P(A)X. Ainsi, comme X # 0, P(A) est valeur propre de P(M).
k=0 k=0
b. Avec b = _]%\/5’ p2 =] _2\4@""5 = 3_2\/5 =1—b donc b est racine du polynéme P = X? + X — 1

qui est bien a coefficients dans Z. Ainsi, b est algébrique.

c. Les quatre coordonnées de X sont 1,b,z,bz et z.1 = z, z.b = bz, z.z = z> = —bz — 1 car z est racine de

X2 +bX +1 et z(bz) = bz? = b(~bz—1) = —(1 —=b)z — b = —b — z + bz. Ainsi, si on définit la matrice
0 0 1 0
0 0 0 1 .

M = 1 0 o -1 | on a MX = z.X, ce qui prouve, comme X # 0, que z est valeur propre de M
o -1 -1 1

avec pour vecteur propre associé le vecteur X. On sait que z est alors racine de xp et un calcul direct donne

xm = X* = X3 + X2 — X +1 qui est & coefficients dans Z donc z est un nombre algébrique.

X 3 0
d.xm=]0 X =1 |=X*X+2)+3+X avec SARRUS donc xm = X> + 2X? + X + 3. Par hypothese,
-1 1 X+4+2

a est donc une racine (éventuellement complexe) de xpm donc a est une valeur propre de M. D’apres

la question a., en posant Q = X?> + X — 1, Q(a) est valeur propre de Q(M) = M? + M — I3. Apres

-1 -3 -3
calculs, on a Q(M) = 1 —2 —1 ] et, a nouveau avec la formule de SARRUS, on parvient & la relation
-1 =2 0
X+1 3 3
P=xom)=| =1 X+2 T|=XX+1)(X+2)+3—-6—2(X+1)—3(X+2)+3X qui se simplifie en
1 2 X

P = X3 4+ 3x% — 11 donc P(a? + a — 1) = 0, ce qui prouve que a? + a — 1 est aussi algébrique car P € Z[X].

a. Soit N € Cp, 3P € GL2(R), N = PMP~! et Tr (N) = Tr (PMP~1) = Tr ((MP)P~1) = Tr (P~1(MP)) par

propriété de la trace donc Tr (N) = Tr ((P~'P)M) = Tr (M). De plus, par multiplicativité du déterminant

des matrices carrées, det(N) = det(PMP~!) = det(P)det(M)det(P~') = det(M) car det(P~') = 1 t](P) La
e

réciproque est fausse comme le montrent les matrices A = (g (1)) et B = (g 8) qui ont méme trace (0)

et méme déterminant (0) mais qui ne sont pas semblables car A est de rang 1 et B de rang 0.

b. Comme A est trigonalisable et pas diagonalisable dans M, (R), xa est scindé sur R mais pas & racines

simples donc il existe un réel a tel que xa = (X—a)2. Comme A est trigonalisable, la matrice A est semblable
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2" 0
0 1

a

aT= 0

-n
Z) avec b # 0. Si on prend P, = ( ) € GL2(R), on a P,;! = (2 0) donc M,, =

0 1

_ a 2™ . . .
PL AP = <0 a > et la suite (Mn)nen € CX est non bornée car [[Mp||oo = 2™[b] et nHTOOZ“\b\ = +o0.

Comme M;(R) est de dimension finie, toutes les normes sur M, (R) sont équivalentes donc 1’aspect borné

de Ca ne dépend pas de la norme employée. De plus, si on prend les matrices Qn = P, TAP, € Ca, 0n a

a O

0 a) = D qui n’est pas dans Ca

27"
Qn = (a ) donc, en regardant case par case, on a lim Qn = (
0 a n—+oo

car A n’est pas diagonalisable alors que D l'est, la diagonalisabilité se conservant par similitude. Comme
une suite d’éléments de Ca converge dans M, (R) mais pas vers un élément de Ca, Ca n’est fermé.
c. Si A est diagonalisable, on a soit xa = (X — a)? avec un réel a et alors A est semblable & al donc il

existe P € GL2(R) telle que A = P(alz)P~! = aly, soit xa = (X — a)(X — b) avec deux réels a # b et A est

semblable & D = (8 g)

e Si A = al, est une matrice d’homothétie, et si M € Ca, comme avant, on a M = A donc Ca = {alz}

est un singleton donc Ca est a la fois fermé et borné.

g g) et toutes les matrices de Ca

sont aussi semblables &4 D. Soit (An)nen € (Ca)Y une suite de matrices de Ca qui converge vers une
matrice M. D’apres a., Tr (An) =Tr (A) =Tr (D) = a+ b et det(A,) = det(A) = det(D) = ab. Par

e Si Sp(A) = {a,b} avec a # b, alors A est semblable & D = <

continuité de I'application linéaire Tr en dimension finie, on a HT Tr (An) =Tr (M) =a+b. De
n——+0o0

méme, par continuité de application polynomiale det (par rapport aux coefficients de la matrice) en

dimension finie (ou par multilinéarité de det), on a liT det(An) = det(M) = ab. Par conséquent,
n—-+oo

xm = X2 —Tr (M)X +det(M) = X? — (a+b)X+ab = (X —a)(X —b). Comme xp est scindé & racines

simples, M est semblable & D, donc M € CA. Ainsi, Ca est fermé. Par contre, B,, = (8 E) vérifie

xB, = (X —a)(X —b) donc, a nouveau, By, € Ca mais ||Bn||eoc = n donc Ca n’est pas borné.

a. La famille ¥ = (uo, --,un—1) comporte n vecteurs dans C™ qui est de dimension n. La matrice
P = Mat 5(F) de la famille ¥ dans la base canonique B = (eq,- -, en) de C™ est , par définition, la matrice
de VANDERMONDE P = ((,U{:}hgi)jgn € My (C). Comme les wo, -+, wn—1 sont les n racines n-iemes de
Punité et qu’elles sont distinctes, on sait qu'alors det(P) = I[I (wj—wi) # 0 donc P est inversible.

o<i<j<n—1
On en conclut que F est une base de E.

; - 4 3 — (P WP ... P P — P —
b. Avec la question précédente, on est amené a calculer Ju, = (w] w} wh_; wh) = wiup = wpuy

pour p € [0;n—1]. Comme up, # Og, up, est un vecteur propre associé a la valeur propre wy,. Ainsi, il existe

une base de E composée de vecteurs propres de J, ce qui prouve que | est diagonalisable et que ] = PDP~!
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avec D = diag(wp = 1, w1, ++,wn_1). On aurait pu calculer le polynéme caractéristique de J, et trouver

sans trop de difficultés x; = X™ — 1 pour se lancer sur les recherche des sous-espaces propres associés.

n—1
c. La forme classique des matrices J* se trouve par récurrence, et on peut écrire C(ag, -, an_1) = > axJ.
k=0
n—1
Or, d’aprés la question précédente, J* = PD*P~! donc C(ag,---,an_1) = P( > aka>P_1. Comme
k=0
n—1
D(ag, - -yan_1) = Y. axD¥ est diagonale, on peut conclure que C(ap,---,an_1) est diagonalisable et
k=0
n—1 n—1
que son polynome caractéristique vaut celui de D(ao, -+, an—1), donc Xc(ao,-;an_1) = 11 (X -3 akw}‘)
j=0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
Ainsi, Sp(C(ag, -+, an—1)) = { Yoarws = Y ak, Y agwl, o, S akw';q} (avec répétition éventuelle).
k=0 k=0 k=0 k=0
X 1 0o 0
=1 x 0 of . X T X 2] s s
a. Xt =XA=| o ; x ,|auipar blocs, devient x¢ = ’ 1 X ‘ . ‘ 1 X’ = (X*41)(X*+2). Comme

0 o -1 X

xf I’a aucune racine réelle, f n’est pas diagonalisable car xr n’est pas scindé dans R[X].

b. S'il existait une droite D = Vect(e) stable par f, on aurait f(e) € D donc I € R, f(e) = Ae et e serait un
vecteur propre de f associé a la valeur propre A. Alors A serait racine de x¢ ce qui impossible car les racines
de x¢ sont dans {i, —i,2i, —2i}. Par conséquent, il n’existe aucune droite de R* stable par f.

c. S'il existait un hyperplan H de R? stable par f, en prenant une base B’ = (a,b,c) de H qu’on complete

0 A
B € M3(R), C € M3,1(R) et A € R. Par blocs, on aurait alors xf = xa = (X —A)xp et A € R serait racine

. B
en une base B = (a,b,c,d) de R* comme H est stable par f, on aurait A = Mat 3(f) = < C) avec

de x¢ ce qui est & nouveau impossible. Ainsi, il n’existe aucun hyperplan de R* stable par f.
d. Comme f et f> + id g+ commutent car fo (f> +id ga) = (f2 +id ga) o f = £3 4 f, on sait d’apres le cours

que Ker(f? + id g4 ) est stable par f. De méme, f et f2 4 2id g+ commutent donc Ker(f? + 2id ps) est stable

-1 0 0 0 0 0 O 0
o -1 0 0 0 0 © 0
2 _ 2 _ :
par f. Or A< = ] o -2 0 donc A“ 414 = 10 -1 o0 est clairement de rang 2 et, avec
0 1 0o =2 o1 o0 -1
la formule du rang, dim(Ker(f? +id gs)) =4 —2 = 2 donc Ker(f?> +id gs) = Vect(e1 +e3,e2 +e4) est un plan
10 0 0
) 5 01 0 0 . s _—
stable par f. De méme, A< +2I4 = 1 0 o o | ostaussi de rang 2 d’ott dim(Ker(f*+2id ga)) =4—2=2
01 0 0

et Ker(f2 + 2id pa) = Vect(e3,e4) est un plan stable par f.

e. Il n’y a qu'un sous-espace vectoriel de R* de dimension 0 et c’est {0} qui est stable par f.

Il n’y a qu’un sous-espace vectoriel de R* de dimension 4 et c’est R* qui est stable par f.

On a vu en b. et c. qu'il n’y avait aucun sous-espace vectoriel de R* de dimension 1 ou 3 stable par f.
Soit P un plan de R* stable par f et fp : P — P l’endomorphisme induit par f dans P, il est défini par
fp(x) = f(x) pour x € P. On a vu dans le cours qu’alors x¢, divise x¢r. Or x¢, est un polynéme réel unitaire

de degré 2 car dim(P) = deg(fp) = 2 donc, avec la question a., on a soit xf, = X? + 1, soit x¢, = X% + 2.
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e Si xf, = X2 + 1, par CAYLEY-HAMILTON, on a f3 +idp = 0 donc Vx € P, f2(x) +x = 0, ce qui
montre que P C Ker(f? +id g4 ). Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc P = Ker(f% +id ga).
o Sixs, = X242, par CAYLEY-HAMILTON, on a flz, +2id p = 0 donc ¥x € P, f2 (x)4+2x = 0, ce qui montre
que P C Ker(f? + 2id ga). Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc P = Ker(f? 4 2id pa).

Ainsi, il y a seulement 4 sous-espaces de R* stables par f : {0}, Ker(f? 4 id g ), Ker(f? + 2id pa) et R*.

a. Pour P € Ry4[X], on a deg(P) < 4 donc deg(P’) < 3 et, si on écrit P’ = aX3 + bX? + cX +d, on a
PI(X+1) =P/ (X)=a((X+1)3=X3)+b(X+1)2+c(X+1)+d—bX? —cX — d qui se développe pour avoir
P/(X+1)=P/(X) = a(3X* +3X+1) +b(X+1)? + ¢(X+1) + d — bX? — cX — d donc deg(P’'(X+1) — P/(X)) < 2
d’ott deg(®(P)) =2+ deg(P'(X+1) — P/(X)) < 4 et ®(P) € Ry[X]. Comme ¢ est linéaire par linéarité de la
dérivation des polynémes, ® est bien un endomorphisme de R4[X].

Pour P € Ker(®), comme X? # 0, on a P/(X + 1) = P/(X). On en déduit que ¥n € N, P’(n) = P’(0) donc
le polynéme P’ — P/(0) admet une infinité de racines, il est donc nul et P/(X) = P/(0) est constant donc
P € Ry[X]. Réciproquement, si P = aX + b, on a ®(P) = X?(a — a) = 0 donc P € Ker(®).

Par double inclusion, on a donc Ker(®) = Ry[X].

b. ®(1) = ®(X) = 0 avec a. et ®(X?) = 2X2, &(X3) = 6X3 + 3x2, ®(X*) = 12X* + 12X3 + 4X? par calculs

00 0 0 0
00 0 0 0
donc, en notant B = (1,X,X?, X3, X#) la base canonique de R4[X],ona A = Mat5(®)=|0 0 2 3 4
0 0 0 6 12
0 0 0 0 12

Comme A est triangulaire supérieure, on a xo = xa = X2(X — 2)(X — 6)(X — 12) donc Sp(®) = {0,2,6,12}.
c. SiPEF onad®P)=X(P(X+1)—P(X)) € X?Ry[X] d’apres a. donc ®(P) € F ce qui prouve que
F = Vect(X?,X3,X?%) est un sous-espace de R4[X] stable par ®. De plus, comme B = (1,X, X% X3, X*) est une
base de R4[X], Im (®) = Vect(®(1), &(X), D(X?), B(X3), ®(X*)) = Vect(X?,3X? +6X3,4X2 +12X3 +12x4) = F.
d. D’apres a., Ker(®) = Vect(1,X) = Ry[X] et F = Vect(X?,X3,X*). Comme B = (1,X,X%,X3,X%) est une
base de R4[X], on en déduit que R4[X] = Ker(®) & F = Ker (®) & Im (P).
e. On a vu en a. que dim(Eo(®P)) = dim(Ker(®)) = 2 vaut la multiplicité de 0 dans xe. Les autres valeurs
propres de ®, a savoir 2,6,12, sont simples donc, d’apres le cours, la dimension de I’espace propre associé
vaut 1. Ainsi, E2(®), Eg(P) et E12(P) sont des droites. Comme xg est scindé sur R et que les ordres de
multiplicité de chacune des valeurs propres vaut la dimension du sous-espace propre associé, ’endomorphisme
d est diagonalisable.

e On a déja vu que Eo(dp) = Rq[X] = Vect(1,X).

e Avec les calculs de la question b., on a aussi Ez(®) = Vect(X?).

-6 0 0 0 0
o -6 0 0 0
eCommeA—6ls=| 0 0 —4 3 4 |,on “voit” que E¢(®) = Vect(3X? + 4X3).
0 0 0o 0 12
0 0 0 0 6
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e Comme A — 12[5 = ,on a E12(®) = Vect(X? + 2X3 + x*4).

©c o oo
c oo
o
|
o
-
N

(=) Supposons A diagonalisable et traitons deux cas :

e Soit A n’admet qu’une seule valeur propre A € C. Alors A = P(Al;)P~! avec P inversible donc A = Alj.
Soit Q un polynéme complexe non constant. D’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS, le polynéme Q —A
admet une racine complexe puisqu’il n’est pas constant. Ainsi, il existe « € C tel que Q(«) = A. Il suffit de
prendre M = «al, pour avoir Q(M) = Q(«)Iz = Al = A.

MO0
0 A2
inversible P € GL,( C) telle que A = PDP~'. Soit Q un polynéme complexe non constant, comme ci-dessus il

e Soit A admet deux valeurs propres complexes A7 # A2. En notant D = < ), il existe une matrice

existe des complexes o et ay tels que Q(a1) = A1 et Q(x2) = A2 (autrement dit Q : C — C est surjective).

11 suffit de prendre M =P (o:)] o‘;) P~ pour avoir Q(M) = P (Q(gq) Q((()Xz)) P~ =PDP ! = A.

(<=) Supposons A non diagonalisable, alors x A ne peut pas étre scindé & racines simples donc Sp(A) = {A},

XA = (X —A)? et dim(Ex(A)) = 1. Comme xa est scindé dans C[X] A est trigonalisable donc il existe

0 A
Pour réduire “ala JORDAN” et avoir 1 & la place de u : si on note u € £(C?) I'endomorphisme canoniquement

P € GL2(C) telle que A = PTP~! avec T = (A H) avec pu # 0.

associé & A, on a donc par CAYLEY-HAMILTON (u — Aid ¢2)? = 0 donc Im (u — Aid ¢2) C Ker(u — Aid ¢2).
Puisque dim(Ex(A)) = 1, par le théoreme du rang, on a dim(Im (u — Aid ¢2)) = dim(Ker(u — Aid ¢2)) =1
donc Tm (u — Aid ¢2) = Ker(u — Aid ¢2). Si on prend v; € C? tel que Ker(u — Aid ¢2) = Vect(vq), alors il
existe donc v, € C? tel que (u — Aid ¢2)(v2) = vi. Comme vy ¢ Ker(u — Aid ¢2), la famille B = (vy,v2)
est libre donc c’est une base de C?. Par construction, comme u(vi) = Avq et u(va) — Avy = vy, il vient

T = Mat s (u) = <7‘ ]

Y ) En notant P la matrice de passage de la base canonique de C? & B, on a par la

formule de changement de base, on a A = PTP~!.

Prenons le polynéme non constant Q = X? + A et supposons l’existence d’une matrice M € M>(C) telle
que Q(M) = A. Posons N = P~TMP de sorte que M = PNP~!. On a la suite suivante d’équivalences :
QM) =M? + Al = A <= P(N2 + A2)P~' = PTP~! <= N2 + Al = A <= N? = ;5. Comme E5; =0,
on a N* = 0 donc N est nilpotente. Or, il est classique que xn = X? (seul 0 est valeur propre de N) donc
N2 = 0 par CAYLEY-HAMILTON. Ceci impose donc E2,1 = 0 qui est absurde.

Par double implication : A diagonalisable <= (VQ € C[X]\ Co[X], IM € M,(C), Q(M) = A).

. [ XIn—A —A | XIn —A
a. Apres 'opération de GAUSS par blocs C; +— C; — C2, xg = ‘ CA XI,, — A‘ = ’—Xln XL, — A
. XIn —A N . . .
Puis 1L, «— L[ +L; et xg = 0 XI Al = X™x2a car cette matrice est triangulaire par blocs.
-

Or xoa = det(XIn — 2A) = 2“det(§ — A) = Z“XA<§) donc xg = 2"X™xa (%) ce qui montre que
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Sp(B) = {0}U(2Sp(A)), que 'on parle du spectre réel ou du spectre complexe. Traitons deux cas en prenant
X

X = (X;) € Man,1(R) avec (X1,X2) € (Mn,1(R))? :
e SiA =0, BX=2AX=0<= (AX] + AXs = 0) <= A(X; + X2) = 0 <= (X; + Xz € Ker(A)) donc
BX = 0 <= (3Y € Ker(A), Xz = Y — X;) ce qui donne une écriture paramétrique du noyau de B,
a savoir Ker(B) = Eo(B) = {(X1,Y —X1) | (,X1) € Ker(A) x My, 1(R)}. Ainsi, comme 'application
@ : Ker(A) X My, 1(R) — Ker(B) définie par ¢(Y,X7) = (X7,Y — X7) est linéaire et bijective d’apres ce
qui précede, on a dim(Eo(B)) = dim (Ker(A) x Myu,1(R)) =n + dim(Eo(A)).
e Si A #£ 0, BX = AX < (AX] + AXy = AX; = AX2) < (X5 = X2, AXy = %Xﬁ ce qui donne
BX = AX <= (X7 = Xz et X7 € Ej/2(A)). Comme l'application py : Ex/2(A) — Ex(B) définie par
P(X7) = (X1,X1) est linéaire et bijective d’apres ce qui précede, dim(Ex(B)) = dim(E,/2(A)).

b. B est diagonalisable dans M, (R) (on suppose que c’est la question) si et seulement si R*™ = @ EA(B)

AESP(B)
par définition. En passant aux dimensions, la matrice B est diagonalisable dans Mz, (R) si et seulement
sizn= Y, dim(Ex(B)) = dim(Eo(B)) + > dim(Ex(B)). D’apres la question précédente, B est

AESP(B) AESP(B),A#0
diagonalisable dans My, (R) si et seulement si 2n = n + dim(Eo(A)) + > dim(E, (A)) en posant
HESP(A),n#0
Comme on a 2n = n + dim(Eo(A)) + > dim(Eu(A)) <= > dim(E.(A)) =mn, on
HESP(A),n#0 HESP(A)
trouve finalement que B est diagonalisable dans Mz (R) si et seulement si A est diagonalisable dans My, (R).

_ A
=3

a. Par linéarité de la trace, Tr (AB — BA) = Tr (AB) — Tr (BA) = Tr (B) = 0 car Tr (AB) = Tr (BA) d’apres
le cours. Si B était inversible, on aurait A — BAB~! = I,, en multipliant AB — BA = B par B~ a droite. On
aurait donc Tr (A —BAB™') = Tr (A) — Tr (BAB™') = n ce qui est impossible car BAB~! étant semblable &
A, on aTr (BAB™') = Tr (A). Ainsi, B n’est pas inversible.

b. Initialisation : pour k = 0, AB —B°A = 0.B® car B® = I,,. Pourk =1, AB' =B'A = AB—BA =B = 1.B".
Hérédité : soit k > 1, supposons que ABX — BXKA = kB, alors AB*T! = AB¥ x B = (BXA 4 kB¥) x B par
hypothese de récurrence donc AB*T! = AB¥ x B = (BXA + kB¥) x B = BX x AB + kB**!. Mais comme
AB = BA + B, en reportant, on a AB¥*! = B* x (BA + B) + kB**! = B*TTA 4 (k + 1)B¥+! qui s’écrit aussi
ABRHT — BRHTA = (k 4 1)BR+],

Par principe de récurrence, on a montré que Yk € N, AB* — BXA = kBk.

c. Soit L : Mn(C) — M, (C) définie par L(M) = AM — MA. Il est clair que L est un endomorphisme de
M, (C). Or la question précédente montre que Vk € N, L(B¥) = kB* ce qui prouve que k est une valeur
propre de L si BX # 0. Comme il est impossible qu'un endomorphisme en dimension finie (dim (M (C)) = n?)
ait une infinité de valeurs propres, il existe forcément une valeur k € N* telle que B* = 0. Par conséquent,

B est bien nilpotente.

a. Soit A € C une valeur propre de A, il existe un vecteur colonne X # 0 € My,1(C), AX =2AX. On a donc
AZX = A(AX) = AX = AX puis A3X = A3X donc (A3 4+ 9A)X = (A3 + 9A)X = 0 donc A% + 9A = 0 car X # 0.
Ainsi, A(A — 31)(A + 3i) = 0 ce qui montre que A € {0,3i,—3i}. Par conséquent, Sp(A) C {0, 3i, —3i}.

b. Le polynome X3 49X = X(X — 31)(X + 31) est annulateur de A et scindé & racines simples dans C[X] donc,
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d’apres le cours, A est diagonalisable dans M, ( C).

c. Si A était diagonalisable dans M, (R), son spectre serait non vide et inclus dans R donc, d’apres la
question a., on aurait Sp(A) = {0}. On aurait donc R™ = Eg(A) = Ker(A) d’oit A = 0 qui est exclu par
Pénoncé. Ainsi, A n’est pas diagonalisable dans M, (R).

d. Méthode 1: A3 +9A = 0 s’écrit aussi A(A%+91,) = 0. Si A était inversible, on aurait A% +91,, = 0 donc
A% = —91,,. On aurait donc det(A?) = det(A)? = det(—91,) = (—9)™ < 0, ce qui est absurde. Ainsi, A n’est
pas inversible si n est impair.

Méthode 2 : comme A est réelle, m3i(A) = m_3i(A) car —31 = 3i donc, comme Sp(A) C {0,3i,—3i}, on a
n = mo(A) + m3i(A) + m_3i(A) d’ott mp(A) = dim(Eo(A)) = n — 2m3i(A) donc dim(Ker(A)) est impair
donc Ker(A) # {0} donc A n’est pas inversible si n impair.

Méthode 3 : deg(xa) est impair et xa est unitaire donc Jimxa (t) = —oco et tHT xA(t) = 400 et, comme
— 400

——00

XA est continue car polynomiale, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, x o s’annule sur R donc en

0 car Sp(A) C {0,3i,—3i}. Comme 0 est valeur propre de A, A n’est pas inversible si n impair.

(3) 03) € GL2(R), on a A2 = —91, donc A3 +9A = 0.

Par contre, si n = 2 par exemple, en posant A = (
X =1 —o 0
a. On calcule xao, =| 0 X—=1 =1 |=X-1)2X+1)—a=X>-X>—-X+1—« par SARRUS. La
—1 0 X+1
fonction f : t = t3 —t2 —t + 1 — « est dérivable sur R et f/(t) = 3t> — 2t — 1 = (3t + 1)(t — 1) donc f est

croissante sur } — 00; —H, décroissante sur [— %; 1} et croissante sur [1; +00l.

Comme f( - l) =114 % Fl-a=32 _«et f(1) = —«, d’apres le tableau de variations de f :

3 27 27

e Si a < 0, f s’annule une seule fois sur R, en x7 € } — 00; —% [ Alors Sp(Ay) = {x1}.

eSia=0,f:t— (t—1)%(t+1) sannule en 1 et —1 donc Sp(Ag) = {—1,1}.

eSixe }O; %[, f s’annule en x7 € ] —oo;—lg{, x2 € ] —g;l [et x3 €]1; 400 et Sp(Ax) = {x1,%2,x3}.

2
eSia= %, frte t3—tz—t—% = (t—l—%) (t—g) s’annule en —% et g donc Sp(A32/27) = {—]g, %}

® Sia> %, f s’annule une seule fois sur R, en x7 €]1;+00[. Alors Sp(Ay) = {x1}.

b. Avec le spectre trouvé a la question a, on considére cinqg cas :

e Si <0, xa, n'est pas scindé sur R car x; est simple donc A4 n’est pas diagonalisable.

0 0 O
e Siax=0,xa, est scindésur Ret Ap—I3={0 0 1 est de rang 2 donc, avec la formule du
1 0 -2
rang, dim(E1(Ap)) =1 7# 2 =mj(Ap) donc Ap n’est pas diagonalisable.
e Sixe }O; % {, XA, est scindé a racines simples sur R donc, d’apres le cours, A, est diagonalisable.
4/3 32/27 0
e Sioa= Q, XAs,,,, st scindé sur R et Azy/p7 + I _ 0 4/3 1 est de rang 2 donc
27 / 3
1 0 —2/3
dim(E_1,3(A32/27)) =1 #2=m_y,3(A32/27) donc A3, /57 n’est pas diagonalisable.

e Si o> %, XA, Dest pas scindé sur R car x7 est simple donc A, n’est pas diagonalisable.
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Ainsi, Ay est diagonalisable si et seulement si « € ]0; % [
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

a. Pour A € R* | la fonction gj : t — f(t) sin(At) est continue sur R par opérations et Vt € R, |ga(t)| < [f(t)]

alors que f est intégrable sur R par hypothese. Ainsi, par comparaison, g, est intégrable sur R ce qui montre
—+oo

que f f(t) sin(At)dt est absolument convergente donc convergente et L(A) existe.
—0oo

cos(At)
A

b. Soit @ >0 et A >0, en posant u:t+— f(t) et v:t+— — , les fonctions u et v sont de classe C' sur

a /
—a; a] donc, par intégration par parties, ¢ f(t) sin(At)dt = | — f(t cos(At) + ¢ Mdt. Par
A
—a a

—a

A
“ ) sinna < “(Ai“)' + “&7“)' +1 [ 1 wla

inégalité triangulaire sur les réels et les intégrales,

a a
donc f f(t) sin(At)dt = O (l) ce qui prouve que hm f(t) sin(At)dt = 0.
—a +oo A

—+ocoJ —a

—+o0
Soit € > 0, comme f est intégrable sur R, elle 'est sur Ry et sur R_ donc liT [f(t)|dt = 0 et
X—+00 X

+
im [ [f(t)]dt = 0. Ainsi, il existe b € Ry tel que ¥x > b, 0 < f ~ [f(t)]dt < § et ¢ € R_ tel
—00 X

X——00

x e +oo e

que Vx < ¢, 0 < f [f(t)]dt < £. En prenant a = Max(—c,b) > 0, on a donc 0 < f [f(t)]at < £

—o 3 a 3

et f (t)]dat < § D’apres ce qui précede, il existe Ao € R% tel que VA > Ao, fa f(t) sin(?\t)dt’ < £
—a

Ainsi, dés que A > Ag, on a |[L(A)| = ’ f ) sin(At) dt+f t) sin(At) dt+f sm()\t)dt’ donc, par

+
inégalité triangulaire, [L()| < [ [f(1)] | sin(At) at + ’ [ sin()\t)dt‘ + [T )] [ sin(ar)]dt < € car
— —a a

| sin(At)] < 1. On a bien établi que lim L(A) =0.

A—+o0

sin(x)

c. La fonction g : x — est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1 car

' L de [ g équivant donc a celle de [
sln(x)r;x. a convergence de fo g équivaut donc a celle de f1 g.
Posons u : x — —cos(x) et v : x — 1 alors u et v sont de classe C! sur [1; +00[ et liT u(x)v(x) = 0
X X——400

L, . . +o0 too . 400 ,
donc, par 1ntegrat10n par parties, la nature de f1 g= f1 u'v est la méme que celle de ‘f] w’ donc

cos(x)
2

de f COS dx Or la fonction h : x est continue sur [1;+oo[ et h(x) = O(iz) donc, par
X

oo

. _ o Foo ..o ftoo
comparaison aux intégrales de RIEMANN, h est intégrable sur [1;+oo[ donc f1 h converge. Ainsi, f1 g
o sin(x)
X
sin((2n 4 1)x) ot 1 x stn((%n—l— 1)x)

x sin(x)

prolongent par continuité en 0 en posant gn(0) = hn(0) = 2n+1 car sin((2n 4+ 1)x) rg(Zn +1)x et sin(x) T

7’ + .
converge et le réel I = fo dx existe.

d. Pourn € N, g, : x — sont continues sur }O; %} et se

Ainsi, g, et hy ainsi prolongées sont continues sur le segment [O; %} donc I, et J,, existent.

dx or on a

5 3 s o
e. On calcule Jo = fon/ ldx = % Sine N, Jpt1 —Jn = foﬁ/ sin((2n + 3)Xs)in(i;n((2n +1)x)
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sin(a)—sin(b) = 2sin (¢ ; b) cos (& er b) donc Jpa1—Jn = fﬂ/z 2cos((2n+42)x)dx =2 [%} :/2
E

d’0l Jn41 — Jn = 0. La suite (Jn)nen étant constante, on a Vn € N, J,, =Jo = >

/2
Par linéarité de l'intégrale, on a I, — J,, = fﬂ sin((2n+1)x) (l— | )dx. Définissons f : ]0; E} — R par
0 x  sin(x) 2

f(x) = }( — sirl(x)' La fonction f est de classe C! sur ]O; %} par opérations. De plus, avec le développement

limité de sin en 0 a l'ordre 3, on a f(x) — 1 =1 (1 - 1 ) En composant

-1
0x x—(x>/6)+o(x>) 0 x — (x?/6) + o(x?)
2
?1+u+o(u)7on obtient f(x)i];(l— (1+%+0(X2)))3 —7+0( ).

avec le développement limité 7 1

L’existence d’un développement limité a 'ordre 1 de f montre qu’elle se prolonge par continuité en 0 en

posant f(0) = 0 car elle vérifie f(x) 5 0+0(1) (& Tordre 0 par troncature) et que cette fonction ainsi prolongée

est dérivable en 0 avec f'(0) = —~. Mais ceci ne montre pas 'aspect C' de la fonction f sur [0; %]

1

c
2 2

cos(x) _ x“cos(x) — sin“(x)

sin?(x) x? sin?(x)

par un développement limité & 1’ordre 4 en 0 un équivalent du numérateur de f’ ( ) en 0. Classiquement,

2 3 2 4
x? cos(x)—sinz(x)§x2<l —X?—i—o(xz)) — (x—%—&—o(a&)) ?xz—x——xz(l ) ce qui donne
L

Comme x2

Comme Vx € }O;%}, f'(x) = ,Lz + sinz(x)r(\;x cherchons

2

4
x? cos(x) — sin?(x) sz - —X_ 4 o(x*) donc x? cos(x) — sin?(x) ~ —

4
2 X 4y _
A o) 5% 0 6

x*
2
Par conséquent, '(x) N —% donc liTT(L) f'(x) = _16 ce qui montre, par le théoreme de prolongement C', que f
xX—>

est dérivable en 0 (on le savait), que f'(0) = —é et que ' est continue en 0. Ainsi, f est C' sur [0; %}

/2

D’apres la question b. avec [O; g} a la place de [—a;a], on a }\1111 sin(At)f(t)dt = 0 donc, comme
—+o0

. . /2 . B ) B
Tll—l>Too(2n + 1) = 400, en composant, on a nl_yroo o sin((2n 4+ 1)t)f(t)dt = 111—1>Too(1n —Jn) = 0. Comme
In=1In —Jn+Jn, il vient tim I, =T,

n—-+oo 2

Dans I, effectuons le changement de variable x = t

2n—+1
2n+1)m/2
croissante de classe C! de ] %] dans ] 0; E} ,ainsi I, = fo SU;( )dt D’apres c., on sait que

= @n(t) avec @, qui est une bijection strictement

2n+1)7/2 g +oo
lim Mdt = f stn(t )dt par convergence de cette intégrale (intégrale de DIRICHLET).
n—+o0J0 t 0 t
. (@n+1)7/2 sin(t) .. .. +o0 gin(t)
Comme on sait que 1 dt = =, par unicité de la limite, on a g =I,
q 1m f ¢ 23 p ) f 0 t 2

a. Pour tout réel x, la fonction gy : t = e **In(t) est continue sur R%. De plus, gx(t) ?;ln(t) ?o(

)

5

donc gy est intégrable en 0 par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Traitons deux cas :

“+o0
e Six<0,o0na hm gx(t) = +0oo donc gy n’est pas intégrable en 400 et j;) gx diverge.

e Si x > 0, par croissances comparées, on a gy(t) = o(e*("/z)t) donc, par comparaison a des fonctions de
+oo

+
référence, g est intégrable en +o0o donc fo = gx converge.
Ainsi, le domaine de définition D de f est D = R?..
b. Soit la fonction g : (R%)? — R définie par g(x,t) = e >t n(t) :
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(Hy) pour t € R%, la fonction x — g(x,t) est de classe C! sur R* par opérations.
(H2) pour x € R%, la fonction gy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir)
et la fonction t — %q(x, t) = —te ' In(t) est continue sur R%.
(H3) Pour a > 0 et (x,t) € [a;+oo[x RY, j(x t)‘ < tlin(t)le” = @q(t) et la fonction @, est
continue sur R* ot elle est intégrable car ¢q(t) f(\;t| In(t)| donc liT(gL+ @4 (t) = 0 par croissances
t—
. In(t _
comparées et car @q(t) +:ooo(t1—2> car t2@q(t) = (Hﬁ) x (tte™1).
+
Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est C' sur R et Vx > 0, f/(x) = — j;) ~ tin(t)e *'dt.
+o0 Foo
C 2 _ —xt —xt — _ —xt
Alnsi, Vx > 0, x“f'(x) + xf(x) = fo x2tn(t dt + f In(t)dt fo x(1 —xt)e ' In(t)dt,
le résultat de ’énoncé étant simple, on cherche une primitive de cette intégrande et on trouve en tatonnant

que x*f'(x) + xf(x) = [(xtIn(t) + 1)e '] goo = —1 par croissances comparées donc x*f(x) + xf(x) +1 = 0.
On pouvait aussi effectuer, dans 'expression de f'(x), une intégration par parties avec u : t — tin(t) et

—xt
vit— =€

qui sont de classe C' sur R? et qui vérifient, comme avant, lim u(t)v(t) =0 = lim u(t)v(t)
t—0t t—+o00

+ +
donc, comme tout converge, f'(x) = % fo Oo(ln(t) +1)e *tdt = —@ + % fo Textat = _f(%) + iz et on
X

retrouve bien la relation x2f(x) + xf(x) + 1 = 0.

c. On résout 'équation homogene (Eo) : x>y’ +xy =0 :y +2 =0 sur R* , ses solutions sont les fonctions
x

In(x) — A A(X)
X

Yy x> Ae” avec A € R. Par variation de la constante, en écrivant y(x) = avec A dérivable sur

R’ et en reportant dans I’équation, on a y solution de (E) sur R si et seulement si A'(x) = —1 et on choisit
X

_In(x)

A(x) = —In(x) de sorte que y : x —
x

est solution particuliere de (E). Par théoréme de structure, les
o — In(x)
X

v+ 1In(x)
—

solutions sur R de (E) sont les fonctions f : x — avec « € R. Comme I’énoncé nous apprend que

f(1) = —y, on a « = —y donc Vx > 0, f(x) =
a. La fonction f: t — tlzn(t)] est continue sur |0; 1], f(t) v In(t) 50 (ﬁ) par croissances comparées donc,
par comparaison, f est intégrable en 0. De plus, f(t) ~ (t—1)

t

e (t-])(t+1)t$1z
1

en 1 en posant (1) = 2 et f est aussi intégrable en 1. Ainsi, f est intégrable sur ]0; 1] donc I existe.

donc f se prolonge par continuité

—+oo —+oo
b. Pour t €]0;1[, f(t) = — In(t) x ] ]tz = (—1n(t)) 3 t2* = 3 ui(t) en posant uy(t) = —t?¥ In(t).
- k=0 k=0
(H1) La série de fonctions . uy converge simplement vers f sur ]0; 1] (on en vient).

k>0
(Hz2) Les ux sont continues par opérations et intégrables sur ]0; 1] (donc sur ]0; 1[) car up(t) v In(t) et

uy se prolonge par continuité en 0 en posant uy(0) = 0 si k > 1 par croissances comparées.

(H3) La fonction f est continue sur ]0; 1] (déja vu).

1 2k 1

1
l t} Y gt = —1 5 par
MO+ o et c+ 2P

1 1
_ 2k _ [t
(Ha) Pour k € N, [ Ju(t)dt = — [ ¥ in(t)de [zk+1
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t2k+1

2k +1
lim ax(t)b(t) = Um ax(t)b(t) = 0.
t—0+ t—1-

intégration par parties car ayx : t — et b : t > In(t) sont de classe C' sur ]0;1[ et que

Par le théoréme d’intégration terme & terme, la fonction f est intégrable sur ]0; 1] (on le savait déja) et on a

la vel (Y wm)e=3 [luma=5 -
a relation I = ( ukt)dt: ui(t)dt = —_—.
0 \k=o k=00 o 2k +1)?
= 1 W i
c. Posons T,, = —— > pourn € Net S, = — our n € N*. On sait que lim S, = ((2) = &
" kZ::o (2k +1)? P " k§1 K* e S @) 6

n

Or, pour n € N* en séparant les indices pairs et impairs, Soni1 = Tn + Y. (211)2 = To + %Tn donc
k=1

Tn = Sani1 — 1. Ainsi, (Tn)nen converge et lim T =3

n n 4 » UIn/n ot M 4 5 3

a. Pour x € R, la fonction hy : t — e_tw est continue sur R”, prolongeable par continuité en 0 en
posant h, (0) = x car sh (xt) Sxt+ o(t) et et 5 1+ 0(1) donc hy(t) Sx+ o(1).
Comme h_, = —h,, il suffit de traiter le cas x > 0.
Six =0 ,il est clair que hg = 0 donc hg est intégrable sur R et f(0) existe, on a méme f(0) = 0.
xt xt xt x—T)t

— e~ (
Six>0,sh(xt) = %-ﬁ %donc hx(t)+~ €
(o) (o)

donc hy est intégrable sur R si et seulement

six—1 < 0 par comparaison de fonctions de référence. En effet, si x < 1, on a hy(t) = o(e=(1=X)t),
(oo}

hi(t) ~ Lot lim hy (t) = 400 si x > 1. hy est donc intégrable si et seulement si x €]0; 1] donc,
+o0 2t t—+o0

+oo
comme h, est positive, fo hx(t)dt converge si et seulement si x €]0; 1.

Ainsi, le domaine de définition D de f vaut D =] — 1;1] et f est impaire sur D.

b. Soit I'application g :] — 1;1[x R} — R définie par g(x,t) = e’tw.

1 our tout t > 0, x — g(x,t) est de classe sur | — 1;1].
H1) Pour tout t > 0 g de classe C' 1;1

(Hz) Pour tout x €] — 1;1[, hy : t = g(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir) et

t %%(x, t) = ch (xt)e™ " est continue R .

0

(H3) Soit a €]0;1[, alors V(x,t) € [—a;a] x R%, %(x, t)’ = ch (xt)e * < ch(at)e™t = @q(t) car ch est

croissante sur Ry et ¢, est continue et intégrable sur R% car elle se prolonge par continuité en 0

(a=T)t
£ avec a — 1 < 0.

en posant @q(0) =1 et @q(t) o
o0

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur | — 1;1[ et, avec la formule de

. +m
LEIBNIZ, on a la relation f'(x) = fo ch (xt)e~tdt.

+o0 Foo
c. Pour x €] — 1;1[, comme les deux intégrales convergent, f'(x) = %fo e~ Dtq 4 % fo e(=x=Dtgg

donc f/(x) ! [7e(x_])t}+w + ] [76(_X_])t}+oo ! + ! ! Comme | — 1;1[ est un
X = - — = = . —_ M S
2L x—1lo 2L —x—1lo 20—x) 20 +x) 1-%° '
intervalle, il existe C € R tel que Vx € R, f(x) = %111(1 +x) — %ln(1 —x)+C= %ln (%) +C. Or
—x

f(0) =0 donc C=0cet Vx €] — 1;1], f(x) = %ln (}ﬂ) = Argth (x).
—x
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D’abord, pour tout entier n € N, les fonctions fy : [0;1] = R et gn : [0;1] — R définies par f(t) = : —i]t”

et gn(t) = In(1 4+ t™) sont continues sur le segment [0; 1] donc I, te J, sont bien définis.

a. Méthode 1: pourt € [0;1], 1—t™ < f(t) < 1 car 1—t?™ < 1 donc, par croissance de l'intégrale, on obtient

T o g1 ]! 1 N .

I'inégalité fo (T—-tMdt=1- [n—ﬁ—J =1- e < In < 1 d’ou, par encadrement, nl_1>1100 Ih=1=1¢
! n tn_H ! 1

Comme Vx > 0, 0 < In(1 4 x) < x, par croissance de 'intégrale, on a 0 < Jn, < fo thdt = [n n 1] =

donc, par encadrement, lim Jy =0.
n—+oo

Méthode 2 : on utilise le théoreme de convergence dominée :
(Hy) Pour tout t € 031, Um fu(t) =1, lm gn(t) =0ct lm fu(1) = % Jimgn(1) = m(2)
donc la suite de fonctions (fn)n>o converge simplement sur [0; 1] vers la fonction f : [0;1] — R telle
que f(1) = % et Vt € [0;1[, f(t) =1 et la suite de fonctions (gn)n>o0 converge simplement sur [0;1]
vers la fonction g : [0;1] — R telle que g(1) = In(2) et ¥t € [0;1], g(t) =0
(H2) Toutes les fonctions fn, gn sont continues et f, g sont continues par morceaux sur [0;1].
(H3) Vn =1, Vt € [0;1], 0 < f(t) <Tet 0 < gn(t) SIn(2) et @ :t+— 1 et P :t— In(2) sont continues

et intégrables sur [0;1].

Ainsi i ] ] d 1 ] ] d i !
1n51,n1_1>1100f0 fn—fof—1 onc lim Ip,=1={let lim gn—fog—o onanTOO]n—O—IZ.

n—-+oo n—-+oo

1 1 n 1 n—1
b. Méthode 1 : pour n € N*, dans 'intégrale 1 -1, = fo (1 ~ 3 _:tn>dt = fo ]t_’_dt’ﬁl = % fo tx ’11:_ e dt,

on pose U, : t ln(] + t“) et v:tr tquisontde classe C! sur [0 1] de sorte que, par intégration par
1
parties,ona 1—1I, = f W (tv(t)dt = - [un } —ff un () (t)dt = l(ln(Z)—fo In(1+t“)dt).

Comme n(1 —In) =In(2) — Jn,ona lim n(1 —1I,) =1In(2) d’apres a. donc 1 — I, ~ M
n—-4o00 oo M

1 n
Méthode 2 : dans 1 — I, = j; tdt o, pose t = @n(u) = u!/™ avec @, bijection strictement croissante

T+t
1 1/n
de classe C' de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a 1—1,, = 1 fo 1u+ du. Soit, pour n > 1,
. P 1/n
la fonction a,, :]0; 1] — R définie par an(u) = 1u+ :
u
(Hy) Comme lim u'/™ =1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (an)n>1 converge simplement

n—+oo

1

sur ]0; 1] vers a :J0;1] — R telle que a(u) = T

(Hz) Toutes les fonctions ay, et la fonction a sont continues sur |0;1].

(H3) ¥n > 1, Yu €]0;1], u!/™ < 1 donc 0 < an(u) < a(u) <1 et t 1 est intégrable sur ]0; 1].

1 1
On peut conclure avec le théoréeme de convergence dominée que lim an = f a, c’est-a-dire que
n—+oo JO 0
. ot n(2)
Jm on(1 - 1) = fo a=n(2) oul—Iy ~ ==
. In(1+u) . o
c. La fonction g : u— ———— est continue sur |0; 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1
u
1 400 (_q\yn—1. n
car In(14u) T Ainsi, fo Mdu converge. On sait que Vu € [0;1], In(T4+u) = > (=1) donc
u —1 n
+o0 (_1)n—1un—1 +o0 ( )
glu)= > = > 3 (ceci est aussi valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de
n=1 n p=
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cette série entiere est R = 1 donc on ne peut pas intégrer terme a terme par le théoréme du cours puisqu’on

(—1)PuP
p+1

IV lloo, 0517 = 1%_’_1 donc on ne peut pas non plus utiliser la convergence normale sur un intervalle borné. Il

n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence. Posons v, : u — , alors

reste le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) La série ) v, converge simplement vers g sur [0;1] (on en vient).
p=0

(H2) Les fonctions v, sont continues et intégrables sur [0; 1] et g est continue sur [0;1].

1 +1 1
(H3) fo [vp (u)]du = [ u? }o = ( 1 > et la série de RIEMANN >~ % converge.

(p+1)° p+1) pso (p+1)
Ainsi téerabl 0:1 1 i déis 1 ol = (=P
insi, g est intégrable sur [0;1] (on le savait déja) et I = fo g(u)du = p;o fo vp = pgo T

1
d. Pour n € N* dans l'intégrale fo In(1 4 t™)dt, on pose t = @n(u) = u'/™ avec @, bijection strictement

)

1 1/n
croissante de classe C! de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a J, = B fo tn(l +wu d
n

1/n
Soit, pour n > 1, la fonction hy, :]0;1] — R définie par hy(u) = L(]'f‘u)
u
(Hy) Comme lim u'/™
n—-+o0

sur ]0; 1] vers h:]0;1] — R telle que h

= 1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (hn)n>1 converge simplement
In(1+u

(w = ),

(Hz2) Toutes les fonctions hy et la fonction h sont continues sur ]0; 1].

(H3) ¥n > 1, Vu €]0;1], u'/™ <1 donc 0 < hy(u) < h(u) et h = g est intégrable sur ]0; 1].

1 1
On peut conclure avec le théoréeme de convergence dominée que liT fo hy, = J; h, c’est-a-dire que
n—-—+00o

1 1
Uum nj, = f g. Par définition, et comme f g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur ]0; 1], on
n—+oo 0 0

P 1 " In(0 +u)
en déduit que J, o fo — du.

Posons, Sn = 35 et sy = 35 O Ao sy, = 55 CDTL U >
osons, = — et = s ors S5, = s = 5 — 5 en
B B v T S TSk k=0 (2k—=1)" =71 (2K)
/ “i‘ 1 1 1 s
séparant indices pairs et impairs. Ensuite, S5, = 5 + 5 — 2 5> =S — 2. Or
S0 (2k=1)7 k3 (2K) k=1 (2k) T2
2 2
. . . . o L . . / — L . . — . / — L
on sait que nE;Too Snh = nHToo Son = ‘ ce qul prouve que nEToo SHn 12 Ainsi, 1 nBToo SHn 12 et,
2
d’apres la question précédente, on a donc J, ~ —2—.
+oo 12n

2
On peut conclure a un développement asymptotique a trois termes de I, : Iy = 1— n@) + ];—2 +0 (iz)
00 n n

D’abord, pour tout entier n € N, la fonction f, : [0;1] — R définie par f,(t) = ﬁ est continue sur le
segment [0; 1] donc I, est bien défini.

a. A écrire. On conjecture que ¢ = 1 avec les premiers termes de cette suite.

b. Méthode 1: pourt € [0;1], T—t™ < f,(t) < 1 car 1—t?™ < 1 donc, par croissance de 'intégrale, on obtient

Pinégalité [ (1 — " i 1 <1 <1dot d i
1nega1tej;)(1—t )dt—1—[n+1}0—1—m\1n\1 ou, par enca rement,nETooIn—l—E.

Méthode 2 : on utilise le théoreme de convergence dominée :
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(Hy) Pour tout t € [0;1], nE;Too fn(t) =Tet nEToo fn(1) = % donc la suite de fonctions (fy )n>o0 converge

simplement sur [0; 1] vers la fonction f: [0;1] — R telle que f(1) = % et Vt € [0;1], f(t) =1.
(Hz2) Toutes les fonctions f, sont continues et f est continue par morceaux sur [0;1].
(H3) Vn > 1, Vt€[0;1], 0 < fr(t) < Tet @ :t— 1 est continue et intégrable sur [0;1].

1 1
On en déduit que lim f fn = f f=1donc lim I,=1=1¢
n—+oo J O 0 n—+oo

1 1 n 1 n—1
. S o o _ thdt 1 nt
c. Pour n € N*, dans l'intégrale 1 — I, = fo (1 1 —|—t“)dt = fo T T fo tx g —|—t“dt’ on pose
Un :t = n(14+t") et vt t quisont de classe C! sur [0;1] de sorte que, par intégration par parties, on a

| — I, = %f; W (Ov(t)dt = %[un(t)v(t)}; -1 [ un@v(at = (i) - [l m@ ).

n
Comme ¥x >0, 0 < In(1+x) < i de lintégral 0< < [[emar= [
>0, < ’ < thdt = =—
omme Vx < In(14x) < x, par croissance de 'intégrale, on a Jn < fo [n i 1]0 -
donc, par encadrement, lim Jn, =0. Ainsi, lim n(1 —I) =1n(2) donc 1 — I, ~ M
n—-+o0 n—-+oo +oco M
. In(1+u) . o
d. La fonction g : u+— ——— est continue sur |0; 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1
u
1 4oo (_q\yn—1. n
car In(1+u) T Ainsi, fo Mdu converge. On sait que Vu € [0; 1], In(T+u) = > Nt donc
u n=1 n
R D R T == o B L STL . .
glu)= > = > (ceci est aussi valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de
n=1 n p=0 p+ 1

cette série entiere est R = 1 donc on ne peut pas intégrer terme a terme par le théoreme du cours puisqu’on

_1\PyuP
n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence. Posons vp : u %7 alors
P
IV lloo, 0511 = % donc on ne peut pas non plus utiliser la convergence normale sur un intervalle borné. Tl
P

reste le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) La série ) v, converge simplement vers g sur [0;1] (on en vient).

p=0
(Hz) Les fonctions vy, sont continues et intégrables sur [0; 1] et g est continue sur [0;1].
1 p+1 1 1 1
(Hs) [vp (u)]du = [ U 2} = > et la série de RIEMANN > ——— converge.
j; ’ P+ o (p+1) pso (P +1)
Ainsi, g est intégrable sur [0;1[ (on 1 it déja) et I f]()d %Of] %O(_Up
insi, g est intégrable sur [0; 1] (on le savait déja) et I = u)du = vy = -,
J & ! 0 I p=0 o P p=0 (p+1)2
1
e. Pour n € N*, dans 'intégrale fo In(1 +t™)dt, on pose t = @n(u) = u'/™ avec @, bijection strictement
1 1/n
croissante de classe C' de ]0; 1] dans ]0;1]. Par changement de variable, on a J,, = 1 j;) Mdu.
n u

1/n
Soit, pour n > 1, la fonction hy :]0; 1] — R définie par h,(u) = w
u
(H7) Comme lim u'/™
n—-+oo

sur ]0; 1] vers h:]0;1] — R telle que h

= 1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (hn)n>1 converge simplement

(w) = In(1 —|—u).

(H2) Toutes les fonctions hy, et la fonction h sont continues sur ]0; 1].
(H3) ¥n > 1, Yu €)0;1], u!/™ <1 donc 0 < hy(u) < h(u) et h = g est intégrable sur ]0; 1].

1 1
On peut conclure avec le théoréeme de convergence dominée que liT j;) h, = j; h, c’est-a-dire que
n—+oo

54



1 1
Uum nj, = f g. Par définition, et comme fo g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur ]0; 1], on

n—-+oo
en déduit que ]n 1 f M du

P s i 1 ‘s i (_1)k+1 Al 5 Zn (_1)k+1 n—1 1 i 1
osons, = — € = s, ors L = — en
B [ S R o k=17 & (20)°
n—1 n
séparant indices pairs et impairs. Ensuite, S, = + 1 - Son — =, Or
P p p 2n Z (Zk . ])2 Z (Zk) kZ::] (Zk)z 2n 2
2 2
on sait que nl_i}m)@ Sh = nEToo Son = % ce qui prouve que nETw SZn = E Ainsi, I = l—1>Too 52n = 71'[—2 et,
2
d’apres la question précédente, on a donc ]n
00 12T1

On peut conclure a un développement asymptotique a trois termes de I, : I, = 1— n(2) + 12 ——+0 (%)
00 n
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

88 a. Par définition du produit des polynomes, P%(X) = apXP.agX9 = apaqXPT9. Ainsi, par
p poly P q pQq p
0<p,qsn 0<p,q<n
1 1
linéarité de l'intégrale de fonctions continues sur un segment, fo PX(t)dt = >  apaq fo tPT9dt donc
o<p,qsn
1
P2(t)dt = — 9294 > 0 car t —» P2(t) est positive sur [0;1].
0

o<pgq<n PHq+1

. . ikt in
b. Pour k =0, foﬂ etktdt = f:].dt = 7 et, pour k € Z*, foﬂ etktdt = [%} = elT_] et on traite deux
ik o i
: . ikt qs : . . T ikt 2
cas, sl k est pair, fo e'**dt = 0 et si k est impair, fo e'"tdt = e
En écrivant |P(e't)|? = P(e't)P(elt) = P(elt)P(e™™), par linéarité de Iintégrale et d’aprés les calculs
précédents, |P(ett)|]? = ( i apeipt)( i _“‘t) = Y apaqet® Dt ce qui donne la relation
p=0 q=0 o<p,q<n
s . n s apa
P(ett)|?dt = a? dt + apaqe®"Vtat = Y al — —P=4_ Or, si
J et = . PR T E I DR sy
p— q unpalr p— q (11mpa1r @ a
(p,q) € [0;n]? vérifie p — q impair, on aussi (q,p) € [0;n]? et q — p impair et —224_ = —_249P _ qonc

i(p—q) i(q—p)

7T . n
les termes de cette seconde somme se simplifient deux & deux, et on a enfin fo [P(e')[2dt =m Y af.
p=0

c. Comme on ne peut pas faire le changement de variable complexe x = e'' car premi¢rement ce n’est pas

au programme et deuxiemement ¢ : t — e'' ne crée pas une bijection entre [0;7] et [—1;1], on va faire le

m
calcul des deux intégrales et comparer. Prenons Q = Y. qiX* € C[X], les deux fonctions x — Q(x) et
k=0
t — Q(elt)elt étant continues sur les segments [—1;1] et [O 7], tous les calculs qui suivent sont valides.
] d S ' xka 3 g [ X L On sé les t t
° f71 Q(x)dx = kZ::oqk j;1 xKdx = kz::oqk{ o J Zoq 1 n sépare les termes e
1 m/2 )
i i t dx = 92k .
impairs et on a fi1 Q(x)ax zo et
. (k+1) 2 2
o —i Q(et)eltdt = —i > qx Dt = 4 > QZk( — 7) d’apres b. donc on trouve
f K=0 f K=0 i(2k+1)

le méme résultat —i fo Q(e')ettdt = Z %%

On peut donc conclure que pour Q € C[X], on a f Q(x)dx = —lf Q(et)ettdt.
XiXj T~

ogi,jsn i+ ] +1

e. Ainsi, X"THnaX > 0 ce qui permet déja de conclure que Hy, € S

d. Par un calcul matriciel classique, X THp,X = = fo X(t)?dt d’aprés la question a..

n-H(R)' De plus, si on suppose que

XTH X = 0 pour X € MHH‘](R ,on a fo X(t) 24t = 0 et la fonction t — i(t)2 est continue et positive
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sur le segment [0; 1], on sait par théoréme qu’alors cette fonction est nulle, donc le polynéme X admet une

infinité de racines, il est donc nul donc X = 0. On a bien établi que Hy,, € S} (R).

Les valeurs propres de Hy, sont donc, d’apres le cours, des réels strictement positifs. Soit A € Sp(Hyn), il existe
n
donc X # 0 € Mp41,1(R) tel que HyoX = AX. Alors XTH,X = AXTX = A[|X||2 = A Y x mais on a aussi,
k=0
1 ~
avec la question d., XTH, X = fo X(t)?dt. Comme la fonction t — X(t)? est positive et non nulle sur [—1; 1],
. T~ - i ~
on a fo X(t)2dt < f : X(t)2dt = —i fOnX(elt)zeltdt d’apres c. appliquée avec Q = X2. De tout ceci, par
1 T o T o n
inégalité triangulaire, on déduit que f X(t)?dt < f IX(elt)?|dt = f X(elt)?]dt =7 Y x¢ = n|[X]||? avec
0 0 0 Sy
la question b.. Comme ||X|| > 0 car X # 0, I'inégalité XTH,X = A[|X||? < 7||X||* devient A < 7. La plus
grande des valeurs propres de Hy, est aussi strictement inférieure & 7, et Sp(Hyn) CJ0; 7.
n
a. Avec ces notations, on a Z' MZ = ZT(?\Z) =AZ'z= 7\( > \zk|2) = MN|zZ||? si ZT = (21 --- zn). Mais
k=1

comme Z' MZ € M; (C), que M est réelle et symétrique, donc que MT = M et que M = M, on a la relation
(Z'M2Z)T = (Z"TMZ)T = Z' MZ donc A||Z||? = A[|Z||?. Mais comme Z # 0, ||Z||?> > 0 donc A = A et A € R.

b. La matrice Ay, est symétrique réelle donc diagonalisable par le théoreme spectral. On a Tr (Ap) = n

1 2 n—1 n
2 4 : n n
et, COmmeAi: : . : : avec S = Zkzzn(n+])6(2n+])’ona
: : : : =
n—-1 2n=1 - (n=172% (n—=1)n
n 2n o (m=T)n S
n—1 _ o 2
Tr (A2) = Zk2+S:(n 1)116(211 1)+n(n+1)6(2n+1):n(2n3+1).
k=1

c. Sin=1,A; = (1) donc Sp(A1) = {1} et (1) est une base de R.

Sin > 2, la matrice Ay, est de rang 2 car les n — 1 premieres colonnes sont proportionnelles et non nulles et
la derniére n’est pas proportionnelle & la premiére. dim(Eo(An)) = dim(Ker(An)) =n —rang(A,) =n—2
par la formule du rang et, en regardant A,,, une base de Eg(Ay) est (e2 —2e1,e3—3e1, -+, en_1—(n—1)e7).
Comme A, est diagonalisable, xa, = X" 2(X — A1)(X — Az) avec Aj # 0, A2 # 0 mais peut-étre A\; = Aj.
Ainsi, Tr (An) = A1 + A2 et Tr (AZ) = A2 + A3 car A,, est semblable & diag(0,---,0,A1,A2). On a donc

2 2 3
(A1 +2A2)2 = A3+ A3 + 2022 = n? done M, = %(nz - n(2n3 + 1)) " — 26n — T Par conséquent, A

. N . _v2 -3 -—n i A
et Az sont les racines de (X —A1)(X —Az2) = X* —nX+ T Le discriminant de ce polynéme vaut

2 3 _ 2
A2 20n 32n n) _ n(4n 33n+2)donc?\]:n+2¢let7\2:n—2\/ﬁ(

par exemple).

Comme A1 # Az, les deux sous-espaces propres Ex, (An) et Ex, (Ay) sont des droites, elles sont orthogonales
et incluses dans Eo(A,)t d’aprés le théoréme spectral. Comme on sait que Eg(An)t = Im(Ay), on a
Ex, (An) C Im (An) = Vect(en, e1 + 2e2 + - - - + neyn ), on peut chercher un vecteur directeur vy de Ej, (An)
sous la forme vi = xjen + B (e1 +2e)+ -+ nen). On ne peut pas avoir 1 = 0 car e, n’est pas vecteur
propre de A;, (car n > 2), donc on va plutot chercher vy sous la forme vi = ajen + (e1 +2e2+ -+ - +ney) (en

divisant par 7). En calculant A,,vi, on constate que Apvi = Ajvy si et seulement si a7 = A7 —n. On peut
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donc conclure que Ey, (An) = Vect(vq) avec vi = e +2e2 + -+ (n — 1)en—1 + Ajen. Bien slr, de méme,

Ea, (An) = Vect(vz) avec va = e1 +2e2+ -+ (n— T)en—1 + Azen.

a. A diagonalisable dans I’énoncé est entendu comme “A diagonalisable dans M, (R)”. Par hypothese, il

existe P € GL,(R) et D € My, (R) diagonale telle que A = PDP~". Posons Q = Po >, alors Q € GLon(R)

0 P

-1
car det(Q) = (det(P))? > 0et Q' = (PO PQI) et, par blocs, on trouve Q7'MQ = § = (ID IS)
n

Comme S est symétrique réelle, d’apres le théoreme spectral, la matrice N est diagonalisable donc, la matrice
M lui étant semblable, M est aussi diagonalisable.

b. Soit A une valeur propre de A, forcément A € R par le théoréme spectral et, pour tout vecteur X € Ex(A),

onaAX = AX donc M <§) = (A1) (i) et M (XX> =(A-T1) <XX). Ceci prouve que Sp(A)+1 C Sp(M)

XA I, . X =T —A I
et que Sp(A) —1 C Sp(M). Comme xm = ‘ T XL, — A devient xpm = ’Xln LA XA
N . (X =D, — A —In .
apres 'opération par blocs C; <— C1+Cy, puis xm = 0 X+ 1)1 A apres L «— Lo —1Ly,
-

onaxm = det(X—1)IL —A)det((X+1)I, —A) = xa(X+T1)xa(X—1) donc Sp(M) = (Sp(A)+1)U(Sp(A)—1).

Posons Py — { <§> X € E;\(A)} et My = { (_XX>

sont des sous-espaces vectoriels de R?™ et que fy : Ex(A) — P et gi : Ex(A) — M, définies par fa(X) = <X>

X e E;\(A)}. On vérifie facilement que Pj et My

X

et ga(X) = <_XX) sont des isomorphismes, ce qui garantit que dim(Py) = dim(My) = dim(Ex(A)).

Posons les sous-espaces P = > Py et M = Y My de R*™ Si (Xa)aespa) € 11 Ea(A)
AESP(A) AESP(A) AESP(A)
est telle que > (X)‘> = (g), alors > Xax = 0 donc, comme les sous-espaces propres de A
AESP(A) XA AESP(A)

associés & des valeurs propres distinctes sont en somme directe, on en déduit que VA € Sp(A), X, = 0

donc que la somme définissant P est directe. Ainsi, P = @ Py et M = @ M, ce qui montre que
AESP(A) AESP(A)
dim(P) = > dim(Ex(A)) =n = dim(M) car, puisque A est diagonalisable, R™ = @ EA(A).
AESP(A) AESP(A)

De plus, si <)\§> EPNM,onaX=Y=—-Ydonc X=Y=0et (>Y() = (g) donc P et M sont en somme

directe. Comme dim(P) = dim(M) = n et que P& M C R?™, on en déduit, par inclusion et égalité des

dimensions, que R =P @M = ( @ P}\) &) ( @ M;\>.
AESP(A) AESP(A)

Comme les vecteurs non nuls de chaque P, ou chaque M, sont des vecteurs propres de M d’apres ce qui

précede, une base de R2™ adaptée A cette décomposition R*™ =P®M = ( @ P>\> &) ( @ M;\> est
AESP(A) AESP(A)

une base formée de vecteurs propres de M, donc M est diagonalisable ce qu’on savait déja, mais cela prouve
aussi que Sp(M) = (Sp(A) + 1) U (Sp(A) — 1). Plus précisément, si p € Sp(M) :

esoit u—1€Sp(A)et u+1¢Sp(A), ennotant A =p—1, onaE (M) =Py.

esoit p+1€Sp(A)et p—1¢Sp(A), ennotant A=p+1,0onaE, (M) =M,.
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esoit p—1€Sp(A)et p+1€Sp(A),ennotant Ay =p—TetA; =p+1,0onakE,(M)=Pr &M,,.

a. D’abord, pour P € Ry [X], comme AP € R[X] et deg(B) = n + 1, le reste R de la division euclidienne de
AP par B vérifie deg(R) < deg(B) =n + 1 donc deg(R) < n et on a bien ®(P) € R, [X].
De plus, pour (A1,A2) € R? et (P1,P2) € (Rn[X])?, on pose Ry = ®(Pq) et R, = ®(P,) de sorte que l'on a
AP1 = Q1B+Ry avec Q1 € R[X] et AP, = Q2B+R; avec Q2 € R[X] avec deg(R1) < n et deg(R2) < n. Alors,
A(AP1+2A2P2) = (AMQ14+22Q2)B+A1R; +A2R2 avec A1Q1+A2Q2 € R[X] et AjR1 +A2R2 € R,y [X] car on sait
que deg(ARy + A2R2) < Max(deg(R1), deg(Rz2)) < n. On peut donc conclure que ¢ est un endomorphisme
de R, [X] car ®(A1P1 +A2P2) = A1R1 + A2R2 = A1 D(Py) + A, P(P;) par définition de .

b. Puisque B est scindé a racines simples et de degré n 4+ 1, notons ag,---, an41 ses racines distinctes
n+1

de sorte que B = A J[ (X — o) avec A = dom(B) # 0. Il est classique que @ : Ry[X]*> — R défini par
k=1

o(P,Q) = ni? P(ok)Q(ak) est un produit scalaire sur Ry [X]. En effet, ¢ est bien défini, symétrique par
symétrie dlr ;}oduit des réels, bilinéaire par bilinéarité du produit des réels et défini positif car si P € Ry [X],
o(P,P) = ni1 P(xx)? > 0 et, si on suppose @(P,P) = 0, alors Yk € [1;n + 1], P(a) = 0 donc P admet au
moins n —|—k1:11racines alors que deg(P) < n donc P = 0.

Soit (P1,P2) € (Rn[X])?, si AP; = Q1B+Ry avec Q1 € R[X], Ry = ®(P1) et AP, = Q2B+R; avec Q2 € R[X],
Ry = ®(Py),onaVk € [1;n+1], (AP1)(ok) = Ry(ok) = Aok )P1 (i) et (AP2) (o) = Ra(a) = Aok )P2 (k).

Ainsi, @(®(P1),Ps) — :i' Ry (o )P (k) — :é] Ao )P1 (e )Pa (o) = :é] P1 (o )Ra (k) = o(P1, B(P2)).

D’apres le théoreme spectral, comme ® est auto-adjoint, ® est diagonalisable. Mieux, ce méme théoreme

nous donne lexistence d’une base orthonormale de R, [X] formée de vecteurs propres de ®. Si on pose

n+1 .
les polynémes d’interpolation de LAGRANGE Ly = [] X— o
i=1 Kk — &i
i#k
(i,j) € [1;n +1]?, donc (Ly,---,Ln41) est une base orthonormale de R,,[X] pour le produit scalaire ¢.

, il est classique que @(Li,Lj) = ;5 pour

Or, pour tout entier k € [[1;n 4 1], si on pose ALy = QB + Ry avec R = (L), en évaluant en i, on a
Aoi)Li(oi) = Qe(ai)B(exi) +Ri(exi) = Ri(xq) done Ry(exi) = 0sii# ket Ri(ox) = Aag). Ainsi, comme Ry

et Aoy )Ly coincident en n+1 valeurs et sont de degrés inférieurs ou égaux & n, on a Ry = ®(Lx) = A (o )Lk.

Ainsi, (L1, -+, Ln41) est une base orthonormale de Ry, [X] formée de vecteurs propres de ® associés aux valeurs
n+1 n+1

propres A(e1), -+, A(an41). Par exemple, on a Tr (®) = > A(ayk) et det(P) = [] A(ok)-
k=1 k=

c. La famille B = (1,X — a, (X — a)?,---, (X — a)™) est libre car elle est formée de polynémes de degrés

échelonnés et B est de cardinal n + 1 dans Ry, [X] donc B est une base de Ry [X]. Par la formule de TAYLOR

+oo 2 (1) ) n-k A1) .
pour les polynémes, A = > A_i'(a)(x —a)l. Pour k € [0;n], on a ®((X — a)*) = Z A '(a) (X —a)t** car
i=0 b i—o U

oo A (D) _ too A 5 K AD(q .
e e A e o A
i= : i=nt1— !
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Ala) 0 0
n—k a (i) . .
avec deg ( > A.il(a)(x - a)1+‘<> <n=deg(B)—1dou M=
i=0 v : -
: . 0
AM(a)/m! - Al(a) A(a)

matrice de ® dans la base B. Par conséquent, xo = (X — A(a))™*! donc ® n’a qu'une seule valeur propre

A'(a) Ala) est la

qui est A(a) donc ® est diagonalisable si et seulement si Ex(q)(®) = Rn[X], c’est-a-dire si et seulement
si ® = A(a)id g, [x]. Ainsi, ® est diagonalisable si et seulement si M = A(a)ln41, ce qui se traduit par
A’(a) = A”(a) = --- = Al (a) = 0, ou encore par le fait que a est une racine de multiplicité au moins n + 1
de A—A(a). On peut aussi dire que ® est diagonalisable si et seulement si ®(1) = A(a) car on a I’équivalence

(3Q € R[X], A —A(a) = (X — a)"1Q) «= @(1) = A(a).

a. Dans R? euclidien orienté canonique, si u est la rotation d’angle 725, sa matrice dans la base canonique

0 -1

1 o ), on a ¥(x,y) € R?, u(x,y) = (—y,x) donc

étant la matrice antisymétrique A = Mat cqn(u) = (

(u(x,y)|(%,y)) = (—y).x 4+ x.y = 0 donc u est un endomorphisme antisymétrique de R?.
Dans R3 euclidien orienté canonique, si u : v — ej A v, alors u est un endomorphisme de R3 car le produit

vectoriel est bilinéaire (donc linéaire & droite). De plus, on sait que Vv € R3, (e; Av) L v donc (u(v)|v) =0,

0o 0 O
ainsi u est un endomorphisme antisymétrique de R3. On a d’ailleurs A = Mat cqn(u) = [ 0 0 —1 | qui,
0o 1 0
bizarrement, est aussi antisymétrique.
b. Notons B = (v1,--+,v) la base orthonormale de I’énoncé et raisonnons par double implication.

(=) Supposons u antisymétrique, donc Vx € E, ((u(x)[x) = 0. Comme B est une base orthonormale, on

sait que A = Mat 5(u) = ((u(vj)[vi)) . Or, pour i € [[T;n], (w(vi)|vi) donc les termes diagonaux de

1<i,j<n
A sont nuls. De plus, si (i,j) € [1;n]? et i #j, on a (w(vi +vj)|[vi +vj) = 0, ce qui donne par bilinéarité du
produit scalaire et car (u(vi)|vi) = (w(vj)[vj) =0, (u(vi)lvj) + (u(vj)|vi) = 0 donc les cases (i,j) et (j,1) de A
sont opposées. Ainsi, A est antisymétrique.

(<=) Si A = Mat 5 (u) est antisymétrique, pour (x,y) € E?, en notant X et Y les vecteurs colonnes associés
de leurs coordonnées dans B, comme B est une base orthonormée, on a (u(x)|y) = (AX)TY = XTATY donc
(u(x)|ly) = =XTAY = —(x|u(y)) donc, en prenant y = x, on a (u(x)|x) = 0 donc u est antisymétrique.

Ainsi, si u € £L(E) et B une base orthonormale de E, u antisymétrique <= Mat g (u) antisymétrique. On a
montré au passage que u est antisymétrique si et seulement si V(x,y) € E2, (u(x)ly) = —(x|u(y)).

c. Sin est impair et si u € £(E) est antisymétrique, en notant A = Mat g (u), comme det(u) = det(A), on
a det(u) = det(AT) = det(—A) = (—1)"det(A) = —det(u) donc det(u) = 0. Ainsi, si n est impair, tous les

endomorphismes antisymétriques de E ne sont pas bijectifs.

0 —1 . s . . R
) est antisymétrique et inversible. Ainsi, si on

d. Sin = 2p est pair, on a vu en a. queA:(] 0

consideére u 'endomorphisme de E dont la matrice dans B vaut M = diag(A,---,A) (p fois A en diagonale
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par blocs), alors M est antisymétrique donc u l'est aussi d’aprés b. car B est orthonormale, et u est inversible
car det(u) = det(A)P = 1. La condition suffisante de la question précédente est donc aussi nécessaire et, en
notant A(E) 'ensemble des endomorphismes antisymétrique de E, (n pair) <= (A(E) N GL(E) # 0).

e. Soit u € A(E) tel que u est diagonalisable. Soit A une valeur propre de u, il existe x # Og tel que u(x) = Ax.
Mais on a (u(x)|x) = Al[x||* = 0 alors que ||x||> > 0 donc A = 0. Comme 0 est la seule valeur propre possible
pour u, la matrice de u dans une base de vecteurs propres est la matrice nulle donc u = 0. Ainsi, le seul
endomorphisme antisymétrique diagonalisable est ’endomorphisme nul.

f. Soit uw € L(E) antisymétrique et B une base orthonormale de E, on sait d’aprés b. que A = Mat 5 (u)

est antisymétrique donc B = Mat 5 (u?) = A? est symétrique car BT = (A2)T = (AT)? = (-A)? = A2 =B.
Comme B = Mat 3 (u?) est symétrique, le cours nous apprend que u? est un endomorphisme autoadjoint (ou

symétrique). D’apres le théoréme spectral, u? est diagonalisable. Il existe méme une base orthonormale de
E formée de vecteurs propres de u?.
g. Si E = R3 (supposé euclidien orienté canonique) et u € £(R3) antisymétrique, on sait d’aprés b., comme

la base canonique By = (e1, e2,e3) est une base orthonormée de R3, que A = Mat g, (1) est antisymétrique

0 —-c b
donc qu’on peut écrire A = c 0 —a | avec (a,b,c) € R3.
-b a 0

Existence : en posant le vecteur w = ae; + bey + ce3 € R3, pour un vecteur x = x1e1 + x2e2 + x3e3 € R3,
comme la base canonique est une base orthonormée directe, on calcule classiquement w A x et on trouve
wAx = (—cx2 + bxz)er + (cx1 — axz)ez + (—bxg + axz)ez = u(x).

Unicité : soit wy et w, dans R3 tels que Vx € R3, u(x) = wi Ax = waAx, alors Vx € R3, (wj —w2)Ax = Ogs
donc wy —wy est colinéaire a tous les vecteurs de R3, ce qui n’est possible que si wi = wy.

Ainsi, si u € £(R3), il existe un unique vecteur w € R3 tel que Vx € R3, u(x) =w Ax.

Si w est unitaire et siv = —u? € £L(R3), ona ¥x € R3, v(x) = —wA(WAxX) = (ww)x— (w]x)w = x — (w|x)w.
Ainsi, Vx L w, v(x) = Ogs et v(w) = 0gs, donc v est la projection orthogonale sur le plan Vect(w)=.

h. Soit x € Im(u) N Ker(u), alors il existe y € E tel que x = u(y) et u(x) = Og. Ainsi, d’apres b.,
(u(x)ly) = (0ely) = 0 = (x|u(y)) = ||x||* donc x = 0 ce qui prouve que Im (u) et Ker(u) sont en somme
directe. Par la formule du rang, dim(E) = dim(Im (u)) + dim(Ker(u)) donc E = Im (u) & Ker(u). Comme
Im (u) est un supplémentaire de Ker(u), la version géométrique du théoréeme du rang nous apprend que u

induit un automorphisme v = uy,, ( de Im (u). Comme v est antisymétrique car u l’est, la question c. nous

w)

montre que dim(Im (u)) est pair. Ainsi, rang (u) est pair.

n n
a. Pour j € [1;n], par hypothese, on a |[lej||> = 3 (ejlex)? = |lej||* + X (ejlex)? donc, comme ||e;|| = 1,
k=1

k]
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on en déduit que i (ejlex)? = 0 donc que Vk € [1;n]\ {j}, (ejlex) = 0. Ainsi, la famille (e1, -, en) est une
=1

famille orthogonaltjét, comme elle ne contient pas le vecteur nul, elle est libre.

b. Posons le sous-espace F = Vect(ej,---,en) de E. Comme B = (ey,---,e,) est libre avec a., on a

dim(F) = n. Si x € F*, alors ||x||? = i (x|ex)? = 0 donc x = 0g. On en déduit que F- = {0g} or, comme F

est de dimension finie, on sait d’apr‘esk1=e1cours que F = (F+)+ = {0g}* = E donc E = F est bien de dimension

finie et B est une base orthonormale de E.

a. Pour (P,Q) € E%, f: t — t}??i(;) est continue sur | —1; 1] et onaf(t)tjio(ﬁ) st O(ﬁ)

et f(t) = O<17> = O(#> car 1 —t* = (1 —t)(1 +t) donc f est intégrable sur | — 1; 1] par
t——

e VS
comparaison aux intégrales de RIEMANN, ce qui garantit lexistence de (P|Q).
La bilinéarité de (.]|.) est garantie par la linéarité de I'intégrale.

La symétrie de (.|.) provient du fait que ¥t €] — 1;1[, P(t)Q(t) = Q(t)P(t).

P(1)’

1—12

L’aspect défini positif (.|.) découle de la positivité de I'intégrale car pour tout P € E, t — est une

P(1)?

fonction positive donc (P|P) > 0. De plus, si (P|P) = 0, la fonction t — \/ﬁ est positive et continue sur
] — 1;1[ et d’intégrale nulle donc, d’apres le cours, elle est nulle ce qui impose Vt €] — 1;1[, P(t) = 0. Ainsi,
P admet une infinité de racines donc P = 0.

Tout ceci fait de (.].) un produit scalaire sur E.

b. D’abord une récurrence pour l’existence d’une telle suite :

Initialisation : si on pose To = 1 et Ty = X, on a bien (Tp,T1) € E2 et V0 € R, To(cos(8)) = 1 = cos(0.8) et
Ty (cos(0)) = cos(0) = cos(1.9).

Hérédité : soitn € Net (T, Tay1) € E? tels que VO € R, T,y (cos(8)) = cos(n8), Tni1(cos(8)) = cos((n+1)8).
Posons Tny2 = 2XTn41 — Tn, on a bien T4y € E et, comme cos(a 4+ b) + cos(a —b) = 2cos(a) cos(b), on a
V0 € R, Tnhy2(cos(0)) =2cos(8)cos((n+1)0) —cos(nd) = cos((n+2)0)+ cos(nd) — cos(nd) = cos((n+2)0).
Par principe de récurrence, cette suite (T )nen € EN vérifie Vn € N, V0 € R, T, (cos(8)) = cos(n8).

Pour I'unicité : si une suite (Un)neny € EN vérifie aussi ¥n € N, V8 € R, U, (cos(8)) = cos(nd), comme
0 — cos(0) est surjective de R dans [—1;1], on a Vn € N, Vx € [-1;1], Tn(x) = Un(x) donc, T, et Uy
coincidant en une infinité de valeurs, U, = Ty,.

c. Tp est de degré 0 et de coefficient dominant 1, il est a part dans la récurrence qui suit.

Initialisation : T; est de degré 1 et de coefficient dominant 1 car Ty = X, T, de degré 2 et de coefficient
dominant 2 car T, = 2XT; — To = 2X% — 1.

Hérédité : soit n € N* tel que Ty est de degré n et de coefficient dominant 2™~ et T, 41 est de degré n+1 et
de coefficient dominant 2™. Alors, comme Ty 12 = 2XT 41 — Ty et que deg(2XTh11) =n+2 > n = deg(—Ty),
on sait d’apres le cours que deg(Tn4+2) = n+ 2. De plus, le coefficient dominant de T, 42 ne provient que du
terme 2XTy 41, donc il vaut dom(Tny2) = 2dom(Tnyq) = 2.2™ = 2nF1 = 2(n+2)=1,

Conclusion : par principe de récurrence double, on a établi que ¥n € N*, deg(T,) = n et dom(T,) =2""".
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d. Avec les notations de la question a., comme la fonction f est continue sur | — 1;1[ et que la fonction
@ : 0 — cos(8) est une bijection strictement décroissante de classe C' de ]0;7[ dans | — 1; 1], on a la relation

(PIQ) = f: P(C\O/s1(e_))cQoiC2(E;§9))( sin(0))do = fon P(cos(8))Q(cos(0))dd en ayant posé le changement de

variable t = cos(8) = ¢(8). Calculons, pour (n,m) € N2, la valeur de (Ty|Tpm)-

e Sin # m, on a la relation (Tn|Ty) f Tn(cos(0))Tm(cos(0))de = fon cos(nd) cos(m0)de donc

_1 B _1([sin((n+m)6)1™ | [sin((n —m)6)1™\ _
(Ta[Tw) = 1 fo (cos((n +m)8) + cos(n — m)8))do = 2([7n+m }0 n [771—111 }0) —o0.
eSin=m=0,0na (To|Ty) = f To(cos(8))?d8 = = donc ||To|| = /7.

s 2 7T
eSin=m>0,ona (Tn|Tn) j‘Tcw dezj;mdw»dez ﬁﬂ1+mqm®MG®m

N [—

sin(2no)

TalTa) =% %
(Tn[Tn) z+z n

}0 = g donc ||Ta|| = g

Ainsi, la famille (T )nen est une famille orthogonale de R[X] et la famille (T—O) I (\[zT“> est une
ﬁ \[ ne N*

base orthonormale de R[X].
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a. La fonction Tr est une forme linéaire non nulle sur M, (R) car Tr (I,,) = n # 0. Ainsi, d’apres le cours,
H = Ker(Tr ) est un hyperplan de M, (R) donc dim(H) =n? — 1.
b. Par définition de H, pour M € M, (R), on a M € H <= Tr (M) = 0 <= (M|I,,) = 0. Ainsi, I, € H* ce
qui, comme H™t est une droite, prouve que Ht = Vect(Iy).
c. Comme I, € H', si py est la projection orthogonale sur H, on a py(I,) = 0. Or, d’apres le cours, on

dispose de la relation d(In,H) = |[|In — pr(In)|| donc d(In,H) = ||In|| = vV Tr (In) = v/n

d. Pour (i,j) € [1;n]?, par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, puisque ci; = Y. ai kbk,j, on a la majoration

3

—_

k
2, < (i ai{k)(é bZ;). Ainsi, [|ABI2 = JICIP = % <y (i ( > agk)(é bﬁ’j>> ce

k=1 1<i,j<n i=1 \ j=1 “k=1

aui donne |[AB]2 < Y- (( et (X 2 bi,j)> - (£ X a%,k) < (£ 3 vEy) = AR IR En

j=1k=1
passant & la racine, on a bien ||AB]|| < ||A|||[B]]-

a. D’apres la formule du rang, comme E est de dimension finie et que f —idg € L(E), on a 1'égalité
dim(Ker(f —idg)) = dim(E) —rang (f —id g)) = dim(E) — dim(Im (f —id¢)) = dim(Im (f —id ¢)+). De plus,
soit x € Ker(f —id ), alors f(x) = x. Pour y € Im (f —id ¢), il existe un vecteur z € E tel que y = f(z) — z
donc (x|y) = (x|f(z) — z) = (x|f(z)) — (x|z) = (f(x)|f(z)) — (x|z) car f(x) = x donc (x|y) = O car f est une
isométrie donc qu’elle conserve le produit scalaire. On vient de montrer que Ker(f —id¢) C Im (f —id )+,
et on conclut Ker(f —idg) = Im (f — id g) avec 1'égalité des dimensions.
b. Comme (f —idg)? = (f —idg) o (f —idg) = 0, on a Im(f — idg) C Ker(f — id¢) donc, avec a.,
Im (f —idg) € Im (f —idg)*. Six € Im (f —idg), on a donc (x|x) = ||x||> = 0 donc x = O ce qui prouve

que Im (f —idg) = {0} donc que f =id .
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a. D’abord f est bien un endomorphisme de E par bilinéarité du produit scalaire. De plus, pour tout

n

(x,y) € B2, on a (f(x)ly) = ( 2_: (ek|x)ek’y) = k§1(ek|x)(ek|y) = (x‘ kX;(ekh;)ek) par symétrie et linéarité

du produit scalaire a gauche et & droite donc, pa; définition, f est un endomorphisme auto-adjoint de E.
n

Pour x € E, (f(x)|x) = 3_ (ex|x)? = 0 et, si x # O, comme x ¢ E+ = Vect(eq,---,en)* = {0}, il existe un
k=1

indice k € [[1;n] tel que (ex|x) # 0 ce qui donne (f(x)[x) > 0. On en déduit que f € ST+(E).

D’apres le théoreme spectral, x¢ est scindé sur R et si A € R est une valeur propre de f, il existe x # Og tel
que f(x) = Ax donc (f(x)|x) = (Ax|x) = A|[x||?> > 0 donc A > 0 car |[x||?> > 0. Ainsi, f est autoadjoint & valeurs
propres strictement positives.

b. Comme 0 ¢ Sp(f), f est un automorphisme de E. En effet, si x € Ker(f), on a f(x) = 0g donc (f(x)|x) =0
ce qui impose x = 0 d’apres a. donc Ker(f) = {Og } ce qui montre que f € GL(E) car E est de dimension finie.
Comme f est autoadjoint, par le théoréeme spectral, il existe une base orthonormée B = (vi,---,vn) de E
formée de vecteurs propres de f. Notons Ay, ---, A, les valeurs propres. Soit g I'unique endomorphisme de E
tel que Vk € [1;n], g(vk) = ﬁvk. Alors Yk € [1;n], g?(vk) = g(ﬁvk) = ﬁg(vk) = ;—kvk =f"T(vy).
Comme les endomorphismes g et f~! coincident sur une base, on a g2 = .

c. La famille B = (g(e1), ey g(en)) est de cardinal n = dim(E). Comme g est un automorphisme de E, B
est 'image par g de la base (e7,- -+, en) donc B est une base de E.
Pour (i,j) € [1;n]?, (g(ei)|g(ej)) = (eilg®(ej)) car g € S(E) donc (g(ei)|g(e;)) = (ei|f~'(e;)). En posant

xj = f~'(ej), on a f(xj) = ¢j = kz1(ek\x]-)ek par définition de f donc, en identifiant les coordonnées du

3

n n
vecteur ej = ) dxjex = . (ex|xj)ex dans la base (er,---,en), on trouve que Vk € [1;n], (ex|xj) = b ;.
k=1 k=1

On a donc (g(ei)|g(ej)) = 8i,j et B est bien une base orthonormée de E.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

104

a. L’énoncé identifie sans vergogne R™ et My 1(R) car b défini dans I’énoncé est un vecteur colonne.

Méthode 1 : soit A une valeur propre de M telle que dim(Ex(M)) > 2, il existe donc deux vecteurs propres

a=(ay, - -,ant1) et b= (b1, --,bnr1) de M associés a A tels que (a,b) est libre. Traitons deux cas :

e Siany1 =0, le vecteur v = a répond a la question.

e Siantq # 0, le vecteur v = bpp1a — ang1b est encore dans Ex(M) car Ex(M) est un sous-espace

vectoriel de R™*1 il est non nul car (a,b) est libre et que (an41,bny1) # (0,0) et sa (n + 1)-ieme

coordonnée dans la base canonique est nulle par construction donc v convient.

Méthode 2 : soit I'hyperplan H = {v = (vi,---,vn,0) | (vi,---,vn) € R™} = Vect(ey,---,en) de R™T et

A une valeur propre de M telle que dim(Ex(M)) > 2. On a donc dim(H) = n+1—1 = n. Grace a la

formule de GRASSMANN, dim(HNEA(M)) = dim(Ex(M)) + dim(H) —dim(H+Ex(M)) > 24+n—(n+1) =1

car H + Ex(M) € R™ donc il existe un vecteur non nul v € H N Ey(M), c’est-a-dire un vecteur propre

v=(vi, ", Vn,vnt+1) de M tel que v, 41 = 0.

Avec un tel vecteur propre v qu’on écrit par blocs v = (‘g) avec w € My 1(R)“ ="R", 'équation Mv = Av

se traduit par bTw = 0 et Aw = Aw. Ainsi, comme w # 0 car v # 0 et que Aw = Aw, w est un vecteur

propre de A associé a la méme valeur propre A.

b. L’équation b'w = 0 se traduit aussi (bjw) = 0 avec le produit scalaire canonique de R™ donc il existe

bien un vecteur propre de A orthogonal a b si M n’est pas simple, par exemple le vecteur w.

2 0 0 A T X1
c. NotonsA = |0 1 X5 |, comme N = (b c ) est symétrique avec b = | X, | et ¢ = Xy, si on note
0 X5 -1 X3

C l’événement C = “il existe un vecteur propre de A orthogonal b”, on a B C C donc P(B) = 1— P(B) < P(C)

ce qui montre que P(B) > 1 — P(C). Comme Xs5(w) = {0,1}, par la formule des probabilités totales, on a

P(C) = P(Xs = 0)P(C|X5 =0) + P(X5 =1)P(C|X5 = 1).
20 0

SiXs=0, A=|0 1 0 | estdiagonaledonc Sp(A)={2,1,—1}, E2(A) = Vect(e1), E1(A) = Vect(ez)

0o 0 -1
et E_1(A) = Vect(e3) donc C est réalisé si et seulement si (e; L b) ou (e2 L b) ou (e3 L b
Avec la formule du crible, il vient P(C|Xs = 0) = P(X3 = 0) + P(X2 = 0) + P(X3 =

—P(X; =Xz =0)— P(X; = X3 =0)— P(X = X3 = 0) + P(X; = Xz = X3 = 0) donc

P(C|X5 =0) =3(1 —p) — 3(1 —p)? + (1 — p)? par indépendance de X7, X2, X3.
2 0 0

Sixs=1, A= [0 1
o 1 -1
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1 et on a facilement xa = (X — 2)(X — v2)(X + v/2). 1l est clair que



0
1 |, onak 5(A)=Vect((1+v2)ez +e3)
—1
et, de méme, on a E_ 5(A) = Vect((1 — V2)ez + e3). Ainsi, comme e; L b <= X; = 0,

(1++v2)ex+e3 Lb<= (1+v2)Xa+X3 =0 <= X = X3 = 0 car /2 est irrationnel et

E2(A) = Vect(ey) et, comme A — /213 =

o o N
—_ - o

(1—v2)ez+e3 L b <= (1—v/2)X2+X3 = 0 <= X3 = X3 = 0 pour la méme raison, C est réalisé

si et seulement si (X3 = 0) ou (X2 = X3 = 0) done, toujours par indépendance de Xj, X2, X3,

P(CIXs =1)=P(X1 =0)+P(Xa =X3 =0)—P(X; =Xa =X3 =0) = (1-p)+(1—p)2—(1—p)3.
Avec tout ceci, on conclut que P(C) = (1—p)[3(1—=p)=3(1—=p)2+(1=p)*| +p[(1—=p)+ (1 —p)? = (1 —p)?]
qui se simplifie bien en P(C) =1 — 3p3 +2p*. Au final, P(B) > 3p3 — 2p*.

a. Pour t € [-1;1], comme Vn € N, |P(X = n)t"| < P(X = n) et que >, P(X = n) converge, par

n=0
comparaison, la série Y P(X = n)t™ converge aussi donc la domaine de convergence de la série entiere
n=0
> P(X = n)t™ contient [—1;1] et le rayon de convergence R de cette série vérifie bien R > 1. En posant
n=>0
Un tt= P(X=n)t", on a |[un|o,(=1;1] = P(X = n) donc la série ) u, converge normalement sur [—1;1]

n=0
donc, comme toutes les fonctions wu, sont continues sur [—1;1], la fonction Gx est continue sur [—1;1].

b. Soit g : [0;1] — R définie par g(t) = Gx(t) —t qui existe et est continue sur [0; 1] d’apres a.. Une fonction

somme d’une série entiere est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence donc, d’apres a., Gx est au

+oo
moins dérivable sur [0; 1] donc g est dérivable sur [0; 1] et Vt € [0;1[, ¢/(t) = =1+ > nP(X = n)t"~" donc
n=1

gt) < -1+ Jrfjo nP(X =n)= -1+ E(X) <0 car Vn € N*, t"~! < 1. Ainsi, g est strictement décroissante
et continue SL;LI"ZFO; 1[ donc, comme g(0) = P(X =0) > 0 et tlﬁianf g(t) =g(1) = Gx(1) — 1 =0, lapplication g
réalise une bijection de [0; 1] dans ]0; P(X = 0)] € R* donc g ne s’annule pas sur [0; 1] : I’équation Gx(x) = x
n’admet pas de solution sur [0;1].

c. On pose & nouveau g : [0;1] — R définie par g(t) = Gx(t) —t qui est continue sur [0; 1] et de classe C? sur

+oo
[0;1[ car R > 1. De plus, Vt € [0;1], g”(t) = 3. n(n —1)P(X = n)t""2 > 0 car ¥n > 2, t"~2 > 0. Mieux,
n=2
si on avait Yn > 2, P(X =n) = 0, on aurait E(X) = P(X =1) < 1, ce qui est contraire & ’énoncé, ainsi,
+oo
vt €]o;1], ¢”(t) = > n(n—1)P(X = n)t" % > 0 car Vn > 2, t"~2 > 0. Ainsi, g est strictement convexe sur
n=2

[0;1] et g’ strictement croissante sur [0;1][. Comme ¢'(0) = P(X=1)—1<0et g’'(1) = G4(1) = E(X)—1 >0,
que g(0) = 0 et g(1) = 0, on a forcément g’(0) < 0 sinon g’ serait positive donc g croissante donc nulle
sur [0;1] ce qui est absurde car g’(1) > 0. Ainsi, g’ réalise une bijection strictement croissante de ]0;1|
dans ]g’(0), g’(1)[ donc il existe un unique o €]0;1] tel que g’(«) = 0. La fonction g est donc strictement
décroissante de [0; ] et strictement croissante sur [e;1]. Comme g(1) = 0, on a forcément g(«) < 0, et
puisque g(0) > 0 et g(x) < 0, il existe un unique x € [0; x[C [0;1] et g(x) = 0 et I’équation g(x) = x n’a pas

de solution dans [«; 1[. Au final, I’équation Gx(x) = x admet une unique solution sur [0;1].

d. Pour n > 2, puisque X1, -, X, sont indépendantes et suivent toutes la loi de BERNOULLI de parametre
n n

Pn, on sait d’apres le cours que Vt € R, Gy, (t) = [] Gx,(t) = [T (0 —pn +tpn) = (1 +pa(t—1))™.
k=1 k=1
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Ainsi, Gy, (1) = (14 2(c - 1))“ = exp (nin (14 2= 1)), Comme n (142t = 1) ~ 2—1), 0n

a UWm nln (1 + A(t - 1)) = A(t — 1) donc, par continuité de exp, lim Gy, (t) = e**~1). On sait que
n n—+oo

n—+oo
t — eMt=1) est la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de POISSON de paramétre A.
On a montré dans le cours que la suite (Yy)nen+ convergeait en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi

de PoI1ssoN de parametre A. En effet, soit k € N et n > k, comme Y, suit d’apres le cours la loi binomiale de

Ak n—1). . (n—k+1
parametre n et p, P(Y, = k) = (n) KA —p) = x(1—pn) Fx n(n—1) (n +1) X (T—p)™.

k Y nn.---.n
Or lim (1 —pp)™ = e comme avant, lim (1 —pn) %=1, lim nn o —kdl) 1 donc
n—+4oo n—-4oo n—+o00 nmn.---.n
e MK
lim P(Y, =k)= comme attendu.
n—+oo !
e. Pour t € [0; 1] par exemple (plus généralement pour t tel que la série converge absolument), par définition,
+o0o
Gz(t) = E(t?) = Y t*P(Z = k). Pourk € N, (Z = k) = |_| (Z = k,Y = n) donc, par c-additivité, on
ke N n=k
+ o0
a la relation P(Z = k) = Y, P(Z = k,Y = n) donc Gz(t) = > t*P(Z = k,Y = n) qui s’écrit
n=k (k,n)e N2
n>k
aussi Gz(t) = >, t*P(Y = n, Xy + .-+ X;, = k). Puis, par indépendance de Y et des X;i, on arrive
(k,n)e N2

n>k

n
AGz(t) = Y P(Y =n) S t"P(Xg + -+ X = k) = X P(Y = n)Gx, +...1x,(t) ce qui donne, par
neN k=0 neN

indépendance des variables aléatoires Xy, - -+, Xn, la relation Gz(t) = > P(Y =n)Gx, (t)" = Gy(Gx, (t)).
neN

f. On suppose implicitement dans cette question que les variables aléatoires Y et X; admettent des espérances
finies, donc qu’elles sont dérivables en 1 d’apres le cours, ce qui montre par composition que Gz est elle-méme
dérivable en 1 et, d’apres le cours, que la variable aléatoire Z est d’espérance finie.

On sait aussi que E(Z) = G%(1) = G, (1)GY(Gx, (1)) = E(X7) E(Y) : c’est la formule de WALD.

g. En notant Y le nombres d’ceufs pondus, on a Y ~ P(A), et si on note X; = 1 si I'ceuf numéro i éclot et

Xi = 0 sinon, on a X; ~ B(«). On peut supposer les ceufs indépendants entre eux et indépendants de Y
Y
donc, en notant Z le nombres d’ceufs éclos, on a Z = > X; donc Vt € R, Gz(t) = Gy(Gx, (t)) d’apres e.

i=1
donc Gz(t) = eMUI=PH+PY=1) — AP(t=1) donc, comme la fonction génératrice donne la loi, Z suit la loi de

PoOi1SSON de parametre oA > 0.

107
108

a. Soit une suite (Ap)nen une suite d’événements, les propriétés de continuité monotone sont :

e Si (An)nen est croissante pour 'inclusion, alors ]P’( U An> = lim P(A,).

n—-4oo
neN
e Si (An)nen est décroissante pour 'inclusion, alors IP’( ﬂ An> = lim P(Ayn).
n—-+4oo
neN
N
b. Posons I'évenement Uy = U An pour tout entier N € N, alors Un41 = Un UAN47 done Un C Upng
n=0
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et la suite (Un)nen est croissante pour Pinclusion. D’apres le théoréme de continuité croissante, on a donc

+o00 +o00 +o00
lim P(Uy) = ( ) : _ ,
N—1>Too (Un)=P U Uy |. Montrons que U Un U An
n=0 N=0 n=0
+o0 N +o0
(C) Siw e U Un, INe N, welUuy = U Ay donc 3n € [[0;N], w € A, et on a bien w € U An.
N=0 n=0 n=0
+oo +oo
(D) Siw e U An,Ine€ N, w € A,, C U, donc w € U, avec N =n et on a bien w € U Un.
n=0 N=0
+oo +oo “+oo N
Par double inclusion, on a établi que U Un = U A, donc, que IP’( U An) = NETOO IP’( U An).
N=0 n=0 n=0 n=0
Puisque Ao, - -+, AN sont indépendantes, on sait d’apres le cours que Ag,---,An le sont aussi.
c. Traitons deux cas :
“+ o0 400
e Sl existe np € N tel que P(An,) =1, comme Ay, C U An, IP( U An) =letIn(P(An,)) = —o0
n=0 n=0
donc Y In(P(Ay)) diverge (en mode famille sommable). L’équivalence dans ce cas est bien vérifiée.

n>0

N
eSivn € N, P(A,) < 1, In(P(A,,)) est un réel et, pour N € N, on a [[ P(A,) > 0. Ainsi,

n=0

N N
ln( 11 ]P’(H)) = > In(P(A;)) est la somme partielle d’ordre N de la série > In(P(AnN)) &
n=0 n=0 NZ=0

termes négatifs. Traitons & nouveau deux cas :

— Si la série numérique > In(P(AN)) diverge, ses sommes partielles tendent vers —oo donc

N>0
N N
1T P(An) = exp (ln( 11 ]P’(An))) tend vers 0 quand N tend vers +oco car lim et = 0.
n=0 n=0 t——o0
+oo
D’apres la question b., on a donc ]P’( U An) =1-0=1.
n=0
— Sila série numérique Y In(P(AN)) converge, ses sommes partielles tendent vers un réel négatif
N>0
N N
S donc [] P(An) = exp (111( I P(An)>> tend vers e5 €]0;1] quand N tend vers +oc par
) =0
T n oo
continuité de exp. D’apres la question b., on a donc ]P’( U An) =1-e5<1.
n=0
L’équivalence est aussi respectée dans ce cas.
+oo
Les deux cas étant les seuls possibles, on a I’équivalence IP’( U An) =1<= > In(P(An)) diverge.
n=0 n>0
d. Traitons trois cas :
—+o0
e S’il existe ng € N tel que P(A,,) =1, on a comme avant IP’( U An> = 1 mais il est tres possible
n=0
que la série > P(Ay) converge, par exemple en prenant Ag = Q et Vn € N*| A;, = (). L’énoncé n’est

n>0
donc pas vrai dans tous les cas.
e Si (P(An))nen ne tend vers 0, alors (P(A))nen ne tend pas vers 1 donc (In(P(Ay)))nen ne tend

pas vers 0 (par continuité de In et exp) donc la série > In(P(A,)) diverge grossierement et, d’apres
n=0
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—+ 00
la question c., IP( U An> =1.

n=0

e Si (P(An))nen tend vers 0, comme In(P(A;)) = In(1 — P(A,)), on a In(P(A,)) o —P(An) <O
o0
donc, par comparaison de séries & termes négatifs, > In(P(A;)) diverge < > P(A,) diverge.

n>0 n>0
+oo
D’apres la question c., on a donc, dans ce cas, IP’( U An) =1 < > P(A,) diverge.
n=0 n>0
On peut donc conclure, par exemple, que si (An)nen est une suite d’éveénements mutuellement indépendants
+oo
non presque sirs, alors ]P’( U An) =1<= > P(A,) diverge.
n=0 n=0

a. On dit quune matrice M € Mp (R) est symétrique positive si MT = M et si VX € My 1(R), XTMX >0
(matrice de M1 (R) identifiée & un réel). On a vu dans le cours que pour une matrice symétrique M € M, (R),

on a M positive si et seulement si son spectre est inclus dans R,. En effet :

(=) D’apres le théoreme spectral, xm n’a que des racines réelles. Soit A € Sp(M), il existe X # 0 € My, 1(R)
tel que MX = AX. Alors XTMX = AXTX = A||X||? > 0 donc, comme ||X|| > 0, on a A > 0. Ainsi, Sp(M) C R,.
(<) Si Sp(M) C R4, soit une base orthonormale B = (Vq,---,Vy) de My, 1(R) formée de vecteurs propres

de M. Soit A1,---,An les valeurs propres positives associées respectivement aux vecteurs Vi,---,Vy,. Pour

n n n
X =3 xkVk € Mn,1(R) décomposé dans la base B, on a MX = > Axx Vi done XTMX = > MexE > 0.
k=1 k=1 k=1

b. Comme les variables aléatoires X1, - - -, X, admettent des moments d’ordre 2 par hypothese, on a vu dans
le cours que Cov(Xi,Xj) = E((Xi — E(Xi)(X; — E(X;)) était bien défini pour tout (i,j) € [1;n]? et vérifiait
Cov(Xi, Xj) = E(XiXj) — E(X;) E(X;). Ceci assure 'existence de la matrice Rx.

Par symétrie de la covariance, la matrice Rx est symétrique et, pour Y € My, 1(R), si YT = (y1 -+ yn), on

n
aYRxy = X y1yjCov(Xy, Xj) = V( > kak) par bilinéarité de la covariance et avec une formule du
1<ij<n k=1

cours. Comme une variance est toujours positive car V(Z) = E((Z — E(Z))?) par définition si Z admet un

moment d’ordre 2, d’apres a., on put conclure que Rx € Sf(R).
V(Xi) COV(X] , Xz)

étant symétrique positive d’apres b., ses deux
Cov(X2,X1) V(Xz2) ) Y quep P

c. Pour n = 2, la matrice Rx = (

valeurs propres A1, A sont positives d’apres a. donc, puisque xgr, est scindé sur R par le théoréme spectral,
det(Rx) = AM1Az2 = 0 ce qui équivaut a V(X7) V(X2) — Cov(X7,X2)? > 0, ou encore, comme V(X7) > 0 et
V(X2) = 0, & la majoration |Cov(X1,X2)| < v/ V(X1)/V(X2).

Bien sir, on suppose les tirages indépendants entre eux et le tirage d’une boule dans une urne a chaque

étape uniforme. Pour tout entier n € N, on pose I’événement R, = “on tire une boule rouge au tirage n”.

a. Soit n > 0 et k € [[0; N — 1], on a deux possibilités pour avoir k boules rouges au bout de n + 1 tirages :
e soit on a k + 1 boules rouges au bout de n tirages et on a tiré une boule rouge au tirage n 4+ 1 qui a
été remplacée par une boule verte.

e soit on a déja k boules rouges au bout de p tirages et on a tiré une boule verte au tirage p + 1.

Ceci se traduit par (Xn41 =k) = ((Xn = k) NRuy1) U ((Xn =k +1) N Ryuy1). Par incompatibilité de ces

deux évenements, P(Xny1 =k) = P(x, =1)(Rns1) P(Xn = %) + Pix, =k 1) Rng1) PXn =k +1) (7).
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Ou alors, comme X (€2) C [N — n;N], avec le systéme complet d’éveénements ((Xn = 1 et la

))N—ngigN
formule des probabilités totales, P(X;, +1=k) = ' % P(Xn = 1) P(x, =1)(Xn41 = k) sachant que i # k et
i#k+1, Pix,—i)(Xngy1 = k) =0, ce qui donne a ;T)Tl;gau la formule (1).

Or, si Xn =k, il y a dans I'urne k boules rouges et N — k boules vertes donc Px, ) (Rnt1) = % Et si

Xn =k +1,il y a dans I'urne k + 1 boules rouges et N —k — 1 boules vertes donc P(x, —i)(Rny1) = k Jr 1,

Ainsi, avec la relation (1), on a P(Xn41 =k) = % P(Xn =k) + kNi] P(Xn =k+1).

Il reste a parler des cas particuliers :
esin=0ctk=N,ona (X;=N)=Xo=N+1)=0et (Xo =N) = donc, comme N];N =0, on

a encore la relation P(Xo41 = N) = N—N P(Xo =N) + % P(Xo=N+1)=

esin>letk=N)ou(m=0et k>N),ona (Xpnr1 =N)=0= (X, =N) = (X, =N+1) donc on
a toujours la relation P(Xn41 =%) = %IP’(Xn =k)+ kNi”P’(Xn =k+1)=0.

Ainsi, dans tous les cas, Vn > 0, Vk > 0, P(Xn41 =k) = N]\_I KP(X, = k) + kNi] PXn =k +1).
N

b. Pour n >0, on a E(Xpn41) = Y kP(Xn41 = k) car Xn () C [[0; N]] done, avec la question précédente, il
k=0

N
vient E(Xn41) = > k(% P(X,, = k)+kNi1 P(X,, = k+l)) qu’on décompose, puisque k = (k+1)—1, en
k=0

N N N N
E(Xni1) = 3 kP(Xp =k)— 1+ 3 K2P(Xy = k) + - ) (k+1)2P(Xn = k+1)— = 3 (k+1) P(Xn = k+1).
k=0 N k=0 N N k=0

Apres simplification et changement d’indice, comme P(X;, = N + 1) = 0, il ne reste dans cette formule que

E(Xni1) = kiokp(xn =%)— #Nf(kﬂ)l?(xn =k+1)= ( ) E(Xn)-

k=0

>

n
c. (E(Xn))n>0 est géométrique et, comme E(Xo) =N,Vn € N, E(Xy,) =N{(1— %) avec l—ﬁ €]-1;1[. Or

N N N
E(Xn) = 3 kPXn =k) = 2 kPXn =k) = 3 P(Xp = k) = P(X,, > 1) donc 0 < P(X,, > 1) < E(Xy).
k=0 k= k=1

E(Xn)

Comme X;, est a valeurs positives, on a aussi directement P(X;, > 1) < 7

= [E(Xn) par inégalité de

MARkKOV. Comme lim [E(Xy) =0, par encadrement, HT P(Xn, >1)=0.
n——+0oo

n—-+o00
N
Comme E(Xn) = (1 —]—) = exp (Nln (1 —1—)) et In (1 —l> ~ —L donc lim Niln (l —l> = -1,
N N N N/ 400 N N—+oc0 N
par continuité de exp, on a lim E(XN) =1. 0,37.
N—+oco N e
d. On a Y = 0 si et seulement il reste des boules rouges (il y en a au moins une dans l'urne) a toutes
+oo n
les étapes. Ainsi, (Y =0) = ﬂ (Xn, = 1) donc on a bien (Y =0) C ﬂ (Xx = 1) pour un entier n € N*.
n=0 k=1

Comme la suite d’éveénements ((Xk > 1)) est décroissante car si Xy41 > 1, a fortiori, on a Xy > 1, on

k>1

C ﬂ (Xx 2 1) = (Xn 2 1). Par croissance de P, il vient 0 < P(Y = 0) < P(Xy, > 1) donc, par
k=1
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encadrement, P(Y = 0) = 0 en passant a la limite dans cette double inégalité d’apres c..

112

a. Pourn € N*, ona (Y = n+2) = (Cp,Xnt1 = 0,Xn42 = 1,Xn43 = 1) avec les conditions de
I'expérience. Or C, ne concerne que les variables aléatoires Xi,---, X,y donc, par le lemme des coalitions,
Cn, Xnt1, Xnt2, Xnt3 sont indépendantes donc P(Y = n+2) = P(Cn) P(Xnt1 = 0)P(Xn412 = 1) P(Xn43 =1)

et on a bien P(Y =n+2) = % car Xn, Xn+1, Xn+2 suivent la loi de BERNOULLI de parametre %

b. Pour n > 4, si I’évenement C,, est réalisé, on ne peut pas commencer par X7 = Xz = 1. Ainsi,
on peut écrire Cr, = (Cn, X7 = 0) U (Cny Xy = 1,X2 = 0) (réunion de deux évenements incompatibles)
donc P(Cn) = P(Cn, X3 = 0) + P(Cn, X1 = 1,Xz = 0). Par les probabilités conditionnelles, on obtient
P(Cn) = P(X3 =0) x Pix,=0)(Cn) + P(X3 =1,X2 = 0) x Prx,=1,x,=0)(Cn). Si X7 =0, c’est comme si on
repartait au point de départ apres un tirage donc P(x,—0)(Cn) = P(Cn_1). De méme, si X; =1 et X3 =0,

on repart au point de départ apres deux étapes donc Pix,—1 x,-0)(Cn) = P(Cn—2). On a donc bien la

relation P(Cy,) = P(Cznq) + P(C;L*Z).
Pour étre totalement “rigoureux”, mais la méthode précédente suffit largement a ’oral, on peut écrire I’égalité
n—1
(C,X1 =0) = (X3 =0)N ( ﬂ Xk = Xkq1 = 1)) donc, par le lemme des coalitions, comme ci-dessus,
k=2
n—1

P(Cn, X7 =0) = P(X3 =0) x IP’( X = Xyq1 = 1)) Mais la famille de variables aléatoires (X2, -, Xn)

k=2
n—1 n—-2
suit la méme loi que (X1, -+, Xn—1) d’out IP’( ﬂ Xk = Xk41 = 1)) = IP’( ﬂ (Xx = Xk41 = 1)) Et comme
k=2 k=1
n—2
ona (Cpho1) = m (Xx = Xk4+1 = 1) par définition, P(Cn,X; =0) = P(X;1 = 0)P(Cph_1) = %P(qu). De
k=1
la méme maniére, on montre que P(Cn,X; =1,X2 =0) = P(X; =1)P(X2 = 0)P(Cn_2).
De nouveau, on retrouve la relation P(Cy) = P(C;_1) + P(CI_Z).
On vérifie que cette relation est encore vraie si n = 3, en effet C; = Q donc P(Cy) = 1. On aussi
P(Cy) = % car C2 = (X1 =1,X2 =0)U Xy =0,X2 =0)U (X3 =0,X2 =1) et ona P(C3) = % car
Cs= (X1 =1,X2=0)LU(X; =0,Xa = 0)LI(X; = 0,X = 1,X3 = 0) et g = P(C3) = @Jr P(f‘) = %ﬂlt.
c. Soit I'équation caractéristique (E.) : z? = % + % associée a la récurrence linéaire de question précédente.

Les solutions de (E.) sont rq = % ~ 0,81 et 1, = ]%[5 ~ —0,31. 1l existe donc deux réels a et

b tels que l'on ait ¥n > 1, P(Cy) = ar} + br}. Comme |ri| < 1 et |rz] < 1, liT P(Cn) = 0. Plus
n——+oo

précisément, comme P(Cy) = 1 et P(Cy) = f’? apres calculs, pour tout n > 1, on obtient la relation
n o _ n
P(Cn) = 205+ 2\/§)r1 \/g(\/g 1)r2 . Ainsi, d’apres la question a., pour tout entier n > 3, on arrive a
5(1 +V/5)
2 2 n—-2 -1 n-—2
P(v,) = B(Cn-2) _ 26+ V5! VEVS -1, Yy =Xy =Xa = 1) done P(Y =1) = 1 et
8 40(1 4+ /5) 4

71



“+o0
. Comme (Y =0) = |_| (Y = n), par o-additivité, on

n=1

(Y=2)= (X3 =0,X; =1,X3 = 1) donc P(Y =2) =

o |[—

11, 262V VE(VE )2
a1_P(Y_O)_Z+§+n§3( 005 V5) ’

Beaucoup plus simple, on pouvait constater que (Y =0) C C,, pour tout n € N donc 0 < P(Y =0) < P(Cp)

). On trouve P(Y = 0) = 0 apres calculs.

et, en passant a la limite quand n tend vers +o00, on arrive plus vite & P(Y = 0) = 0 comme attendu.

d. D’apres les questions a. et b., on a Vn € N*, P(Y = n+2) = (Y :2n+ ) + P(Yf n). On a
méme P(Y = 2) = P(YZZ ) + P(Y4: 0) car P(Y =2) = %, Py =1) = 411 et P(Y = 0) = 0. Ainsi,
¥ne N, P(Y=n+2)= 2 :2“ 1) L POY=1) 4y 11 existe donc k € R tel que P(Y = n) ook ce

qui assure existence de E(Y) et de la fonction génératrice Gy de Y sur } — i; 1 [
T

+oo too
Méthode 1: d’apres (1),ona E(Y)= > nP(Y=n)=P(¥Y=1)+ > n(%]P’(Y = n—1)+}1]P’(Y = n—2)>.
=1 =2
L A
On a aussi E(Y) = P(Y = 1)—5—2 >o(n—1 —|—1)IP’(Y:n—1)—|—Z > (n—2+2)IP’(Y:n—2)) car les deux
n=2 n=2
+o0
séries convergent, ce qui devient, apreés séparation des séries convergentes et car Y. P(Y =n) = 1 d’apres
n=1
: 1 1 1 1 1
1 w EY)==-4+-FE -+ - E(Y) + =.
a question c., E(Y) 213 (Y)+2+4 ()-1-2
+oo
On pouvait écrire E(Y) = P(Y=1)+ > n(l]P’(Y—i— T=n)+ lIP’(Y+2 = n)) =14 E(Y +1) + E(Y +2)
n=2 2 4 4 2 4
avec le méme résultat. On trouve finalement la valeur E(Y) =5 (6 tirages).
Méthode 2 : on multiplie I"équation (1) car t"+2 pour t € ] — l; 1 [ et on somme, ce qui donne la relation
T oM
Gy(t)— L = Gy (t) + LGy (Y car P(Y=0)=0et P(Y=1) = 1 Par conséquent Gy(t) = —t—.
4 2 4 ’ 4—2t—t*
Comme Gy est dérivable en 1 car 1 € } -1, i[ on a E(Y)=G{(1) =5 car G{(t) = __Axe?
T1,T‘1 ’ Y Y (4—2t—t2)2'
114
115
116
On modélise avec Q2 = S;, 'ensemble des permutations de [1;n], on sait que card (Sn) = nl, et X(2) = [[1;n]

et A = P(Q) donc X est une variable aléatoire.

Il n’existe qu’une permutation ol tous les termes sont croissant, il s’agit de 'identité, donc card (X =n) = 1.
Par contre, si k € [1;n — 1], voici le protocole de choix pour les permutations telles que (X = k) :
n
e on choisit les k + 1 premieéres boules : (k . 1) choix.

e on choisit parmi ces k + 1 boules celle qui va étre tirée en position k + 1 : k choix car on ne peut pas

prendre la plus grande.
e on impose, pour les k autres boules parmi ces k+ 1, de les prendre dans ’ordre croissant : 1 seul choix.

e on range dans un ordre quelconque les n — (k 4 1) derniéres boules : (n — k — 1)! choix.
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n card (X = k) k(n —k —1)n! k
=k)=k(n—k—1)! P(X=%k) = = = .
card (X =) = k(n ) <k+ 1) done PX=1) = = d(5m) ~ nln—k—1i(k+ 1)1~ et 11
~ . I S R T
On a donc la loi de X, Vk € [1;n—1], P(X =k) R ) et P(X=n) _E On vérifie la
. . . o S 1 1 1, 1
cohérence de ce résultat par télescopage, kz::1 X=k)= (g::] (ﬁ - m)) + i 1— o + i 1.
n n—1 2
b. Comme X est bornée, X admet une espérance finie et E(X) = > kP(X =k) = > k T+ ] '
K=1 = (k1) (n=1)!
n—1 n—1
_ k(k+1)—(k+1)+1) 1 _( ( 11 1 )) 1 .
donc E(X)_(g c+ 1) ooy o\ Go T T e ) Ty e
n—1 n
simplifie par télescopage en E(X) =1+ kZ::] = kZ:] o donc nE;T_iT_lOO EX)=e—1~1,72.

118

On peut prendre ) = S, et A = P(Sn) (la tribu pleine) pour modéliser ces expériences puisque S, est

un ensemble fini. On suppose qu'on a une loi uniforme sur toutes les permutations, ce qui se traduit par
P(E) = card (E)

m pour un évenement E C Sy,.
a. Si A C Sy, vérifie card (A) = k, ’événement (xa = 1) = {0 € Sn | o([1;k]]) = A}. En effet, comme o est
une permutation donc une bijection, la condition o([[1;k]) C A se traduit par o([[1;k]) = A par inclusion et
égalité des cardinaux car o conserve le cardinal. Pour dénombrer les permutations qui vérifient o([[1; k]}) = A,
on adopte le protocole de choix suivant :
e on choisit comment envoyer les entiers 1, - - -, k sur les éléments de A de maniere bijective, il y a k! choix.
e on choisit de quelle maniére envoyer les entiers k + 1,---,n sur les éléments de [1;n] \ A de maniere
bijective, il y a (n — k)! choix.

kl(n —k)!

Ainsi, card (xq = 1) = kl(n — k)!, donc P(xq =1) = - = py donc xa suit la loi de BERNOULLI de

n!

N N 1 n
parametre py oll k = card (A) et — = .
Pk k

b. Avec les conditions sur A et B de I’énoncé, si k = card (A) et { = card (B) et i = card (AN B), on a
(xa=lxg=1)={c€Snq|a([;k]) =A, o[1;¢]) =B}. Sio € (xa =xg =1), pour 1 <j < Min(k,¢),
onao(j) € Acarj < ket ofj) €Bcarj <L Ainsi, 0(j) € ANB pour j € [[1;i], ce qui montre & nouveau
que o([[1;i]) = A N B par inclusion et égalité des cardinaux, ceci étant méme vrai (§ = @) si i = 0. Comme
AZBetB¢Z A,onai<keti<{donco(i+1)€Acari+1<ketoi+1)e€Bcari+1 <L
On a donc une contradiction puisque o([[1;1]) = A N B. On en déduit que (xa = xg = 1) = 0, donc que
Pixa =1,xg =1) =0# P(xa =1)P(xg = 1), ce qui montre que xa et xg ne sont pas indépendantes.

c. D’apres la question précédente, il est impossible d’avoir xA = 1 en méme temps que xg = 181 B ¢ A et
A ¢ B. Comme les parties de A vérifient cette condition, pour une permutation o € S, il ne peut y avoir
qu’une partie A € A qui vérifie xa (o) = 1, les autres donneront 0. Ainsi, Y ne peut prendre que les valeurs
0 ou 1, elle suit donc une loi de BERNOULLI.

d. Par linéarité de l'espérance, E(Y) = . E(xa) et Y suit une loi de BERNOULLI, d’out E(Y) = P(Y =1) <1
AcA
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AEA
k
triangle de PASCAL, les termes croissent puis décroissent, et le terme maximum est “au milieu” de la ligne.

et on sait avec la question a. que E(xa) = px si k = card (A). Ainsi,ona > <r11> < 1. Dans une ligne du

n
(k + 1) kl(n —k)! —

En effet, pour k € [0;n — 1], 1 = (n) = (k+1)((n7)71) Jrl]cdoncn< 1= k< {HZ]J

k
En distinguant les cas n pair et n impair, on constate que le terme maximum de la n-iéme ligne du triangle
de PASCAL est ( " ) Par conséquent, card (A) < > 1 < 1 donc card (A) < "

[n/2] n Aea (M [n/2]
|n/2] k

Il est & noter que cette majoration est optimale car si on prend pour A I’ensemble des parties a {;J éléments,

ces parties sont bien au nombre de (L T;2J> et pour deux parties A # B de A, on a bien B ¢ A et A ¢ B.
n

a. On adet(M) = X2 — Y2 = (X = Y)(X+Y) et X +Y # 0 car X(Q) = Y(Q) = N* par hypothése donc
+o00
X+4+Y > 2. Ainsi, M inversible <= X # Y. Or (X =Y) = |_| (X = n,Y = n) (réunion d’événements

n=1

+ o0
incompatibles) donc, par c-additivité, on a P(X =Y) = Z P(X =n,Y =mn). Or, X et Y ont été supposées

indépendantes ce qui donne la relation P(X = Y) = Z PX =n)P(Y =n) = Z p(—p) Tp(1 —p) .

Comme 0 < (1 —p)? < 1, on peut calculer avec les séries géométriques : P(X = Y) = ] (? 72 =3 P_
—U=p - P

La probabilité que M soit inversible est donc 1 — P(X =Y) = 22ng
—-p

b. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M;(R) et les valeurs propres « et B
vérifient a+p = Tr (M) = X+Y et ap = det(M) = X>—Y2 = (X—Y)(X+Y). Ainsi, les deux valeurs propres de
M sont X+Y et X —Y. Par conséquent, comme Y > 0,onalU=X+Y >2et V=X-Y € Z. D’apres le cours,
Cov(U,V) = E(UV)— E(U)E(V). Or E(V) = E(X—Y) = E(X)— E(Y) = 0 par linéarité de I’espérance et que
X et Y suivent la méme loi. Ainsi, Cov(UV) = E(UV) = E((X+Y)(X-Y)) = E(X?—Y?%) = E(X?)— E(Y?) = 0.
c. Or(U=2v=0)=U=2)=(X=Y=1)donc PU=2,V=0)=PX=1Y=1)=PX=1)P(Y=1)

car X,Y indépendantes donc P(U =2) = P(U =2,V = 0) = p?.
+o0 +oo

Par contre, (V=0)=(X=Y) = U (X = Y =n) (réunion incompatible) donc P(V =0) = > P(X = n)?
n=I1

par o-additivité, indépendance de X et Y qui suivent la méme loi. Comme P(U =2,V =0) # P(U=2)(V =0)

“+o00 2
car P(V=0)= > p?(1 —p)2(-1 = P 5 = E <1, U et V ne sont pas indépendantes.
n=1 1—(1—p) 2—p

+oo
d. Comme Z(Q2) = N* C N, on a E(Z) = ). P(Z > n) d’apres le cours. Pour tout entier n € N*|

(Z <n) = (X<n)N(Y<n) donc, par indépendance de X et Y, P(Z < n) = P(X < n)? = (1 — P(X > n))?
car X et Y suivent la méme loi. Ainsi, P(Z >n)=1—-P(Z<n)=1—(1—(1—-p)"1)? (classique). On en
déduit donc que P(Z = n) = 2(1—p)™~ " — (1 —p)?>(™=1). On sait sommer les séries géométriques, et comme
1 _3-2p

. . 2
|1 —p| < 1, Z admet une espérance finie et E(Z) = - = .
1-(1-p) 1-(0-p?* p2-p)
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

a. La fonction f est de classe C? sur (Rj)z par opérations car les fonctions cos, ch, sin et sh le sont et

que les fonctions (x,y) — x et (x,y) — y le sont aussi puisque leurs dérivées partielles sont constantes.
b. Pour (x,y) € (R%)?, %(x,y) = ch(y) cos(x) — sin(y)sh (x) et g;: (x,y) = sh(y) sin(x) — cos(y)ch (x).

Ainsi, pour (x,y) € A, on ay = x et grad f(x,x) = (0,0) <= ch(x)cos(x) = sin(x)sh(x). Les x € R*}

pour lesquels x = % [n] ne vérifient pas ch (x) cos(x) = sin(x)sh (x) car sh(x) # 0 donc, pour (x,x) € A,
— _ N _ sh(x)
grad f(x,x) = (0,0) <= tan(x) = YOI coth(x) = h ()

Posons les intervalles Iy = ]O; %[ et, pour tout n € N*, I, = |nm — %;nn + %{’ puis fn, : Iy — R définie

par fn(x) = tan(x) — coth(x) pour n € N. Les fonctions f, sont dérivables sur I, et on calcule leurs
dérivées Vx € I, i (x) = 14 tan?(x) — (1 — coth?(x)) = tan?(x) + coth?(x) > 0. Or 111?)1+ fo(x) = —o0
x—

et  lim fo(x) = 400 et fo (%) = 1— coth(n/4) < 0 et, pour n € N* n(x) = —o0 et

lim f
x—(7t/2)~ x—(n—(mt/2))+

lim fa(x) = 400 et fy (nn + E) = 1 — coth(nm + (n/4)) < 0 donc f réalise une bijection de
x—(n—+(m/2))~ 4

I, dans R pour tout n € N. Comme 0 € R, il existe un unique réel x, € I, tel que fr(xn) = 0, et

comme les f,, sont strictement croissantes sur I, et que fy (mr + %) <0="Ffn (xn), on a xn > N+ % donc

Xn € Jn = nTt—i—%;nn—}—%[.

Les points critiques de f sur A sont des (xn,xn) 0t xn = f;;(0) avec x, € }mr + Tonm 4 E[ pour n € N.

4 2
2, . , o2¢ . . 2%t
c. ﬁ(x,y) = —ch (y)sin(x) — sin(y)ch (x) et ay—z(x,y) = ch (y) sin(x) + sin(y)ch (x) = —ﬁ(x,y) et
2 2
aia]; (x,y) = sh (y) cos(x) — cos(y)sh (x) pour (x,y) € (Ri)z. Ainsi, %(Xn,xn) = —2ch (xn) sin(xn) = an
2 2
et &J—E(xn,xn) = 2ch (xn) sin(xn) = —an et 76?(82; (xnyxn) = 0 pour n € N. Alors, la hessienne de f en le

an 0
0 —an
an # 0. Ainsi, f admet en (xn,%,) un point selle, et pas un extremum local.

point critique (xn,xn) est He(xn,xn) = ( > a deux valeur propres de signes strictes opposés car

Il n’y a donc aucun extremum local de f sur la demi-droite A.

a. Pour x € Ry, la fonction t — sin(x — t)g(t) est continue sur le segment [0;x] donc h(x) est bien

définie. De plus, Vx € Ry, h(x) = fox(sin(x) cos(t) — cos(x) sin(t))g(t)dt et, puisque tout converge, par
linéarité de l'intégrale, h(x) = sin(x) fox cos(t)g(t)dt — cos(x) fOX sin(t)g(t)dt. Par le théoreme fondamental

de lintégration, comme les fonctions a : t — cos(t)g(t) et b : t — sin(t)g(t) sont continues sur l'intervalle

R, les fonctions A : x — fox cos(t)g(t)dt et B : x — fox sin(t)g(t)dt sont de classe C' sur R (ce sont des
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primitives les primitives de a et b respectivement qui s’annulent en 0). Par opérations, h est C' sur R, et
Vx € Ry, h(x) = cos(x)A(x) + sin(x) cos(x)g(x) + sin(x)B(x) — cos(x) sin(x)g(x) = cos(x)A(x) + sin(x)B(x).
Par opérations, h’ est aussi de classe C' sur R, donc h est bien de classe C? sur R, et on peut calculer
Vx € Ry, h'(x) = —sin(x)A(x) + cos?(x)g(x) + cos(x)B(x) + sin?(x)g(x) = —h(x) + g(x).

b. Les solutions réelles sur Ry de (Eo) : y” +y = 0 sont classiquement les y : x — asin(x) + B cos(x) avec
(«,B) € R%. Comme h est une solution particuliere de (E) avec a., les solutions réelles de (E) sur R sont,
par structure affine de 1’ensemble des solutions, les y : x + h(x) + asin(x) + B cos(x) avec («, p) € R2.

c. Soit @ : Ry — R telle que o(x) = e™* (a—&—j;)x f(t)dt). Alors @' (x) = —e™* (a—|—f0X f(t)dt) +e *f(x) <0
donc ¢ est décroissante sur 'intervalle R;. Comme ¢(0) = a,onaVx € Ry, ¢(x) < a ce qui donne 'inégalité

X
a+ fo f(t)dt < ae® et on obtient Vx € Ry, f(x) < ae® par transitivité.
d. D’apres b., on a @) : x — h(x) + asin(x) + p cos(x) avec @4 (0) = h'(0) + o« = A et ®A(0) = h(0) +p = 0.
X
Or W (0) = A(0) = 0 et h(0) = 0 donc Py : x fo sin(x — t)g(t)dt + Asin(x). Je suppose qu’on souhaite
étudier laspect lipschitzien de @ : g — Px(g) qui est la solution de ’énoncé en utilisant 'inégalité vue en

question c. mais dans quelle espace et avec quelle norme 7

n
a. La fonction f est de classe C! sur R™ par opérations car les fonctions polynomiales (x1,---,xn) = > xk

k=1
n
et (x1,-++,xn) = Y. x et méme exp sont de classe C'. Pour (x1,--+,xn) € R™, on calcule le gradient
k=1
n n n
grad f(x1, - +,xn) = exp <— > xﬁ)(1 —2%7 D Xy, 1= 2xn Y xk).
k=1 k=1 k=1

n
Analyse : si (x1,---,xn) est un point critique de f, alors Vj € [1;n], 1 —2x; > xx = 0 donc xj # 0 et
k=1

n
1 4 . 1
xx = — donc x7 = --+ = x, = A et en reportant dans les équations, 1 — 2A(nA) = 0 donc A = +——.
kgl k 2x; 1 n p q s ( ) \/Zin
n
Synthese : réciproquement, si (x1,---,xn) = :I:(L L), comme Xe = 4nx - =4 [T gt
Qynthese proq ( 1y ) n) \/ﬁ) )\/Zin k;] k \/an >

n

2 _ 1 _1 — _ ( l)( 2 /n 2 n>_

—n % — a flxq. - - _ 1— 1= —(0.---.0).
k§:1xk nX - =o,onagra (X1, +yXn) = exp 5 o2 5=1/2 (0,---,0)

Ainsi, il y a deux points critiques de f sur R™ qui sont = (L L) et —an.
y X p q q an \/271) ,\/2711 an

b. De méme, la fonction f est de classe C? sur R™ et, pour tout (x1,---,xn) € R™ et tout j € [1;n]],
2 n n n
on calcule a—fz(x1,~-~,xn) = ( — 25— 2 ) xk—2x (1 —2x5 xk)) exp ( -2 Xﬁ) ce qui montre que
) 0xj k=1 k=1 k=1
o°f _<_ 1, /n_ L<_L n)) -1/2 _ _ 2 G 2 L
an) = 2 2 2 1-2 e =—(n+1 . Si(i,j) € [1;n]“ avec i # 5,
anz( n) n > Von Vil 2 ( ) en (1,j) € [1;n] #j
2% f = 2 > N2
W(x1,~~,xn) = (727(]' —2xi(1-2% > xk>) exp (7 > xk> = (fZXifZXjJrﬁlxin > xk) exp (7 > Xk)
, k=1 k=1 k=1 k=1
donc #aij(an) = (— 4\/%71 + i /%)e‘l/z = — /ﬁ. Ainsi, la matrice hessienne de f en a, vaut
n+1 1 1 n+1 1 .- 1
H=— |Z ] R : . Soit la matrice symétrique réelle M = 1 R : ,
en : .. .o. ‘I : -.. -.. ‘l
1 1T n+1 1 - T n+1
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M —nl, = est de rang 1, d’apres la formule du rang, dim(Ker(M —nl,)) =n—1doncn
TR

est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité supérieure & n — 1. De plus, en notant v = (1,---,1),on a

Mv = 2nv avec v # 0 donc 2n € Sp(M) de sorte que Sp(M) = {n,2n} C R% (avec xp = (X—n)"~'(X—2n)).

Ainsi, M est symétrique définie positive donc H est symétrique définie négative ce qui montre que f admet

en a, un maximum local.

c. Comme f(—x1, -+, —xn) = —f(x1," - *,xn ), puisque f admet en a, un minimum local, la fonction f admet

un maximum local en —ay car si Vx € B(an, 1), f(x) = f(an), alors V —x € B(—an, 1), f(—x) < f(—an).

n n

d. Pour x = (x1,--,xn) € R™, [f(x)] < ( ) |xk|> exp(— ) xﬁ) et on sait que |[x||1 < vmljx||2 (par
k=1 k=1

CAUCHY-SCHWARZ) done [f(x)| < g(|[x||2) avec g : v — \/rTre_Tz. Comme lim g(r) par croissances

T—+00

comparées, on a bien  lim  f(x) = 0 par encadrement.
[1x[|2 =00

e. Posons o, = f(an) > 0, il existe vy > 0 tel que Vx € R™, |x]|2 = tnh = |f(x)] < (Xz—“ d’apres la question

précédente. La fonction f étant continue sur le fermé borné K, = B¢(0, ), comme on est en dimension finie,

d’apres le théoreme des bornes atteintes, f admet un maximum absolu sur K;;. Comme f est inférieure a ‘XZ—T‘

sur la frontiere de K,, et que f(an) = o > %, le maximum de f sur K,, est atteint dans 'intérieur de K,

o
c’est-a-dire dans 'ouvert K;, = B(0,1y,) donc en un point critique, donc en an ou en —ay avec les calculs de

la question a.. Mais f(an) > 0 et f(—an) < 0 donc mp = N}Eax(f) = f(an).

Pour x € R™, on a deux possibilités :
® Six € Ky, alors f(x) < mp = f(an).
e Six ¢ Ky, alors f(x) < “2—“ < flan).
Ainsi, ¥x € R™, f(x) < f(an) = my, donc )I(\élﬁllg f(x) = f(an) et f admet bien en a, un maximum absolu.

a. Soit ((x,y), (¥,y")) € (R*)?, on a o(x,y) — o(x,y') = 0(x,y) — ¢(x,y') + ¢(x,y') — @(x,y) en suivant
les axes donc, par inégalité triangulaire, |o(x,y) — @ (¥, y")| < |o(x,y) — o (x,y')| + |0 (x,y") — 0(x',y’)| donc
oty oty < [ txl eyl [yt [ ([t—x|~[t—x]) [e—y/|dt. Or |[a|~b]| < |a—b] done
oby) — o0y < ly—y'| [ Je—xlattx—x| [ jt-y/de Orsi (xy) € ¢, Ve e [-1:1], [t-x| <2t
[t—y’| < 2 donc |o(x,y)— @ (X, y)| <4(x—x'|+[y—y'|) =4/|(x,y)—(x/,y")||1. Ainsi, ¢ étant 4-lipschitzienne
sur C (avec la norme 1), on en déduit que ¢ est continue sur C. Plus généralement, ¢ est continue sur R?

]? avec a > 0.

car elle est, avec les mémes arguments, lipschitzienne sur tout carré du type [—a; a

b. La partie C est une partie bornée car ¥(x,y) € C, ||(x,y)|lco < 1, et fermée, car si ((X”’y“))neN est

une suite convergente, vers (x,y) € R?, de points de C, alors lim x, =x et lm vy, =y donc, comme
n—+oo n—+oo

vn e N, =1 < xn,yn < 1, en passant a la limite quand n tend vers 400, on a —1 < x,y < 1 donce (x,y) € C.

Comme ¢ est continue sur le fermé borné C en dimension finie, ¢ est bornée sur C et y atteint ses bornes ce
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qui justifie 'existence de p = ( M%nc((p(x,y)) par le théoreme des bornes atteintes.
xX,y)E

1 x y 1
c. Pour (x,y) € T, 9(x,y) = f_] [t—x||t—y|dt = f_1 [t—x] \t—y|d’c—|—fX [t—x| |t_y|dt+fy [t—x|[t—y|dt par
x 1
CHASLES donc @(x,y) = f 1(x—t)(y—t)dt+fy (t—x)(y—t) dt+f t—x)(t—y)dt. Ainsi, en développant,
X
o(xy) =xy[(x+1)—(y—x)+(1—y)]— (x+y) (f_ tdt—f tdt—|—f tdt)—l—f tzdt—f tzdt+f t2dt.
3_.3
1

Onadonccp(x,y)zxg[Zx—Zy—i—Z]—L—'z_li[ —1—y?+xt+1—y?] + X ;’1 E! gx + 3y qui se

3 3 —%x)3
simplifie en ¢(x,y) = % —y*x +yx? — X? + 2xy + % = % + 2xy + %

d. Comme en b., T est un fermé borné donc ¢ admet aussi sur T un minimum qu’on note A = ( Mi)nT((p(x, y)).
€

’

La partie T est un triangle dont les trois bords (frontiere de T) sont les cotés Cy : x = —1,—-1 <y < T,

Cr:y=1,—-1<x<1et C3:—1<x=y < 1. Faisons une étude sur chacun des trois bords de ce triangle.
3

Sur Cy, soit f1 : [—1;1] — R définie par fi(y) = o(—1,y) = w -2y + %, alors f1 est dérivable

sur [—1;1] et fi(y) = (y + 1)? — 2 donc f; est décroissante sur [—1;—1 + /2] et croissante sur

[—1+v/2;1]. Ainsi, [I\Am(f]) =f1(-1+V2) = 4(2*37\[2) ~0,78.

3
Sur Cy, soit fa : [—-1;1] — R définie par f2(x) = ¢(x,1) = =% x4+ 2= (—x). Par conséquent, on

3 3
a [M11Lr11](fz) =f(1-2) = @ ~ 0,78. C’est normal car on a aussi f(—x, —y) = f(x,y) avec
le changement de variable t = —u.
Sur C3, soit f3 : [~1;1] — R définie par f3(t) = @(t,t) = t* + %, alors f3 est clairement minimale pour

t =0 donc [A/L]uﬁ(@) = f3(0) = % ~ 0,670.

Comme ¢ est de classe C' sur lintérieur de T car elle y est polynomiale d’apres la question c., on peut

o
chercher les points critiques de ¢ & 'intérieur de T. Pour (x,y) €T, %(x,y) = g—;(x,y) = 0 si et seulement
1

—(Y—xP+2y=(y—x)2+2x=0+= (y=xet x> +2x =0) = (y = —x = Joux=y =0). Or
(0,0) n’est pas dans U'intérieur de T mais sur le ¢dté C3 donc 'unique point critique de ¢ a lintérieur de T
11 11 1 1 2 1 1 : s
est (— = 7) en lequel (— = 7) = - — -+ £ = —. Comme cette valeur — est strictement inférieure aux

22 mete(—23) 3727372 2
trois valeurs des minima des fonctions f1, f2, f3 trouvées précédemment, ¢ admet son minimum & l'intérieur

de T en un seul point qui est ( — E) car il n’y a qu’un point critique. Ainsi, A = 12

e. Comme T C C, on a A > n. De plus, pour (x,y) € C,si x <y, on a (x,y) € T donc f(x,y) = A. Et si
x >y, comme ¢(y,x) = @(x,y) et (x,y) € T, on a ¢(y,x) = A donc @(x,y) = A. Ainsi, A est un minorant de

f sur C donc p > A. Ainsi, ?\—u—%

1 1
f. Par exemple, six > Tety > 1, ona @(x ,y):f_1(x—t)(y—t)dt>f_](x—1)(y—l)dt:Z(x—])(y—1)

donc liT @(x,x) = +00 et la fonction ¢ n’est pas majorée sur R? donc n’admet pas de maximum absolu.
X— 100

Quant au minimum éventuel, découpons le plan en 9 parties :

1

e Si (x,y) vérifie x € [-1;1] et y € [-1;1], alors (x,y) € C donc ¢(x,y) > p = 7

1 1
e Si (x,y) vériﬁex)]ety}],cp(x,y):f1(x—t)(y—t)dt:2xy (x+y) f tdt—l—f]tzdtdonc

79



2 2 _8<1
=2 = £=2> - =

eyl =2y + 322+ =7>7=u
1

oSi(x,y)VériﬁGx}]ety§—1,(p(x,y):f (x—t)(t—y)dt = —2xy — 232451
-1 3 3 372
1

e Si (x,y) vérifiex < —lety =1, ¢o(x,y) fq(t—x)(g—t)d:—zw %>2—§:%>%:u.
1

e Si (x,y) vérifie x < =1 ety < —1,(p(x,y):fq(t—x)(t—y)dt—ny—l—% +§=§2%=u.

X 1

o Si (xy) vérifie x €] = L[ ety > 1, o(x,y) = [ (= Yy —tdt+ [ (t = %)y = vdt donc
— X

x> 2 N x> 2 (1—x)° 2

o(x,y) :xf?+(l+x )y apres calculs et @(x,y) = f?er +x+1= erZerg =fa(x) = p.
X

e Si (x,y) vérifie x €] — ;1] et y < —1, o(x,y) f1x7t tfydt+f (t —x)(t —y)dt donc

x> 2 (x+1)” ])
(p(x,y):—x—f—?—(]—i—x) /—x—|—3—|—1—|—x —2x+ £ —f1(x)2u.

o Si (x,y) vérifie x = 1 ety €] — 1], o(x,y) = fy1(x —t)(y —t)dt + fl(x —t)(t — y)dt donc
- y

3 3
o(oy) =x(1+yY) +y— L =1+ +y - L =ny) >u

1
o Si (x,y) vérifie x < —1 ety € — 1;1], p(x,y) = f“’1(t—x)(y —t)dt+ [ (t—x)(t - y)dt donc
- Yy
3 3
oloy)=—x(1+y?) —y+ L 214y’ —y+ L =n(y >

Ainsi, u est le minimum de ¢ sur R2. On aurait pu traiter moins de cas avec les symétries de la fonction ¢.
+oo

a. Supposons qu’il existe une fonction y :] — r;r[— R définie par Vx €] — r;7[, y(x) = > anx™ qui soit
n=0
solution de (E) sur | — r;r[ avec r > 0. Puisque le rayon R de la série entiere ) anx™ vérifie R > r par

n=>0

Pexistence de y(x) pour x €] — r;7[, on peut dériver terme a terme a lintérieur de lintervalle ouvert de
+oo +oo

convergence | — R; R[ donc dans | —r;7[, ainsi Vx €] —r;7[, y/(x) = Y. (n+Dansix™ = >, (n—1)ap_1x™"2.
-0 =2
+o00 +o0 +oon "
Onadonc Vx €] —7ir, > (n—Nan_1x"+ > anx™ =ao+ ». ((n—1)an_1 +an)x™ =x?* ce qui donne,
n=2 n=0 n=1

par unicité du développement en série entiere, ap =0, a1 =0, a2 =let Vn >3, (n—1)an—1 +an =0.

. . a .

On trouve donc, par une récurrence simple, que Vn > 3, an, # 0 donc que Vn > 2, 27“ = —7 puis
n

lim |S&ntl

m ’ = +o0 et, avec D’ALEMBERT, R = 0, ce qui est absurde. Ainsi, il n’existe aucune solution de
n——+oo aT‘L

(E) qui soit développable en série entiere au voisinage de 0.

b. Les solutions réelles de (Eo) : x?y’+y =0sur Iy = R* ousur I, = R* sont les fonctions y : x — Ae'/*

avec A € R car x — + est une primitive de x — ,Lz sur I; ou I,. Par méthode de variation de la constante,
X X

1/x

une solution particuliere de (E) sur Iy ou I, se trouve avec y : x — A(x)e'/* avec A : ) — R dérivable. En

reportant dans (E), y solution de (E) <= Vx € Iy, x*A/(x)e! /X —A(x)e! X +A(x)e!/* = x? <= N (x) = e” /%

1/t qui s’annule en 1 € 1,). Les

X
On prend, sur I, la fonction A : x +— j‘] e 1/tat (la primitive de f: t — e
X
solutions réelles de (E) sur I, sont donc les fonctions y : x — (oc + f e 1/t dt)e”" avec o € R. Puisque

lim e'/* = 400, si on veut une limite finie de y en 07, il est nécessaire d’avoir lim ((x+ f _1/tdt) =0.
x—0t x—0+t
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La fonction f est continue sur ]0;1] et se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0 ce qui assure la

1 1
convergence de f . f(t)dt, la seule valeur possible pour avoir une limite finie de y en 0 est donc « = f o f (t)at.
1 x X

Posons yo : x — (fo f(t)dt + f1 e*tht)e]/" = el/x fo e~ !/*dt par CHASLES. Comme f est positive
et croissante sur Ry, pour x > 0, on a Vt € [0;x], 0 < f(t) < f(x) donc, par croissance de l'intégrale,

x X
0< f f(t)dt < f f(x)dt = xf(x) donc 0 < yo(x) < xf(x)e'/* = x. Par encadrement, lim yo(x) = 0.

0 0 x—0+t

X

La fonction yo : x — e!/* fo e~ 1/tdt est la seule solution de (E) sur R% qui admette une limite finie en 0.

X
c. Par la méme méthode qu’en b., les solutions de (E) sur R* sont les fonctionsy : x — ((5+f ! e_l/tdt) el/x
avec p € R car —1 € R*. Pour tout f € R, lim (Be'/*) =0car lim e' =0.
x—0— t——o0

tetv:tr t? quisont de classe C! sur [—1;x],

X X
— Ze]/"f te Vtat = x2 — e.el/* — 2e1/xf te~V/tat. On
-1 -1 —1

Pour tout x €] — 1;0], en posant les fonctions u : t +> e~/

on a el/xfx e /tat = el/"[tze_l/t}X
-1

recommence en posant u : t = e/t et v :t > t> qui sont de classe C' sur [~1;x] et on a la nouvelle relation

el/x fx1 e /tdt =x? —eel/x —2e!/x [t3e_1/t]i1 +6el/x f): t2e~1/tdt. A terminer.
132
133

a. Le couple (a,b) € R? est fixé. Les solutions sur R de I’équation homogene (Eo) : y” — 4y = 0 sont,

d’apres le cours, les fonctions y : t — Ae?t +Be 2t avec (A, B) € R? car Iéquation caractéristique associée a
(Eo) est 2% —4 = 0 donc les solutions sont 2. Il est clair que les fonctions fq : t _c&T—% et fy:t— at47_b
sont respectivement solutions particulieres de I’équation (E) sur R et R*.

Analyse : soit y : R — R une solution de (E) sur R, il existe d’apres ce qui précede quatre scalaires réels
A1,A2,B1,B; tels que Vt > 0, y(t) = Aje?t + Bre 2t — (HTH) et Vt < 0, y(t) = Aze?t + Boe 2t + ‘”T_b.
Par continuité de y en 0, y(0) = Xli%x+y(x) = A1+B;q —% = xli%l* y(x) = Az—i-Bz—% tA1+Br =A2+B2 (1).

Par continuité de y’ en 0, on a y'(0) = 1im+y’(x) = 2A; — 2B — % = lm y'(x) = 2A, — 2By + % donc
x—0

x—0—

A1 —B1=A;—By+ % (2). En additionnant et en soustrayant (1) et (2) : Az = Ay — % et B, =By + %.
Synthese : soit (A7,B7) € R? et la fonction y : R — R définie par y(0) = Ay + By — % et aussi par

Vx > 0, y(x) = Aje?* + Bre 2% — L‘jb et Vx < 0, y(x) = (A1 - %)ez" + (81 + %)e‘z" + L‘ézb. Ce

qui précede prouve que y est une solution de classe C* de (E) sur R et R*. De plus, comme il vient

lim y(x) = lim y(x) =y(0) = A;+B; — b 4 est continue en 0. lim y'(x) = lim y'(x) =2A; —-2B; - ¢

x—0+ x—0~ 4 x—0+ x—0~ 4

donc y est de classe C! sur R avec y'(0) = 2A; — 2By — %. Enfin, Vx > 0, y”(x) = 4A1e?* + 4Bje 2%

et Vx < 0, y”’(x) = 4(A1 — Q)eZX +4(B1 + Q)e—ZX donc lim y”(x) = lm y”(x) = 4A; + 4B et y est
8 8 x—0+F x—0~

donc deux fois dérivable en 0 (théoréme de prolongement C' appliqué & y’) avec y”(0) = 4A1 + 4B;. Ainsi
y”(0) —4y(0) = 4A; +4B1 — 4(/\1 +By — %) =b = a|0| + b. Finalement, y est bien solution de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y : R — R définie par (A7,B7) € R%, y(0) = A7 +B7 — %,

81



Vx >0, y(x) = A1e?* + Bre 2 — L‘jb et Vx <0, y(x) = <A1 - %)ezhr (81 +§)e*2x+7a"4_b.

b. Si une solution y de (E) sur R a l'expression ci-dessus, pour que y admette une asymptote en +oo, il

est clair qu’il est nécessaire et suffisant qu'on ait A; = 0 et pour que y admette une asymptote en —oo, il

est nécessaire et suffisant qu’on ait By + % = 0. Ainsi, la fonction y : R — R définie par y(0) = —% - %,
Vx >0, y(x) = —%e_zx - ax47+b et Vx < 0, y(x) = —%ezx—i— ax4;b est 'unique solution de (E) sur R dont le

ax+b ety = axfb_

graphe possede des asymptotes en +0o, respectivement les droites d’équations y = — 2 2

a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C*) sur ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme

2 2
Y(x,y) € D, |f(x,y)| < |xy|xz—+L2 = |x|ly|] < ||(x,y)||§ et que lim [|(x,y)||2 = 0, par encadrement, on
X +y (X)U)_)(O>O)

trouve « l)im(o 0 f(x,y) = 0 = £(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R2.
\y - )

of — 13 f<t> 0) — f<0’0) _ of — 1i f(0> t) — f(0>0)

b 5x(0.0) = mn t = oy00) = i3 t

YO+ a2y —yh) oy xly 4+ ady? )
(" +y?)* oy (" +y7)*

n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc ﬁ(x,y) = —%1(y,x) en dérivant (1) par rapport

= 0 en revenant a la définition et, par

. Le second calcul

un calcul brutal, on a g—i(x,y) =

of
dy
a x avec la regle de la chaine.

c. De méme, les fonctions rationnelles 2 ax et g:; sont continues sur l'ouvert D par opérations. De plus,

V(x,y) €D, |5 (% y)’ [yl + 4y +2U ) = 2y|] < 2||(x,y)]|2 et, comme en a., ? est aussi continue
(< +y?)? X
n (0,0). Comme %(x,y) g; (y,x), ng est aussi continue en (0,0).
Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.
of of of of
' @(t, 0) — @(0,0) o 82¢ ' a(o, t) — ™ (0,0)
of of of of
22 —(t,0) — —(0,0) o2 30 (01 = 5-(0,0)

peut aussi calculer —(0 0) = lim 9 Ox =0et 25(0,0) = lim & Y = 0. Par

ox? t—0 t dy t—0 t

ey
contraposée du théoreme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C? sur R? car 6x6y (0,0) # 0 6y ax (0,0).

o1/
a. La fonction g est dérivable sur R* par opérations et Vx < 0, g'(x) = e'/* — e | ex 5 0 done g
X

strictement croissante sur U'intervalle R*. Or m g(x) = —co et Xl_i:?)if g(x) = 1 donc, par le théoreme de la
bijection, g réalise une bijection strictement croissante de R* dans |—oo;1[. Comme g(—1) = —e~'4+e7! =0
et que g est une bijection R* dans | — 0o; 1], le seul réel x strictement négatif tel que (x) =0 est x = —1. Or
g(x) = 0 est impossible si x > 0 donc, pour un réel x € R, g(x) =0 <= x = —1.

b. f est de classe C' sur R? par opérations et V(x,y) € R?, a(x,y) = eY +ye*, g—;(x,y) = xeY +e*. Ainsi,
Wf(x,y) =(0,0) <= (e¥ +ye¥ =xe¥ +e¥ =0) <= (xy — 1 =xe” /¥ +e* =0) <= x =y = —1 d’apres
la question a.. Le seul point critique de f sur R? est donc le point (—1,—1).

c. Comme R? est un ouvert, si f admet un extremum local, c’est en un point critique, donc en (—1,—1).
32 2

Comme f est aussi de classe C? par opérations sur R?, on calcule a—f( x,y) = ye~, g—g(x,y) = xeY et
x Y
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-1 2
2 -1
e~ ! et —3e”! de signes stricts opposés donc f admet en (—1,—1) un point selle. f ne possede donc aucun

2
ai—afy(x,y) = eX 4 eY, donc la hessienne de f en (—1,—1) est e™! ( > dont les valeurs propres sont

extremum local, et a fortiori aucun extremum absolu. De plus, f(x,1) = ex +e* et lim f(x,1) = —oo et
X—>—00

lim f(x,1) = +oo donc f n’est ni minorée, ni majorée.
X—r—+00
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