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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

Centrale Maths1 PST 2025 Lucas Balanger (note 15)

—tx?

“+o0
Soit f: R% x R — R définie par f(t,x) =e~ 2 et, pourn € Net t >0, mp(t) = f_oo x"e 2 dx.

+
On rappelle la valeur de I'intégrale de GAUSS I = fo e qu = ?

a. Montrer que (mq (t))nen est bien définie.

b. Pour un entier k € N et t > 0, calculer myy (t) et maw41(t).

, . —+oo 7txz
c. En déduire la valeur de f e 2 eXdx.

— 00

d. Retrouvez la valeur de la question précédente par une autre méthode.

Centrale Mathsl PSI 2025 Amjad Belmiloud (note 12)
Soit f € C2([0; 1], R) telle que (1) > 0, £(0) < 0, f'(0) > 0 et " > 0 sur [0;1].
a. Montrer qu’il existe un unique z €]0; 1] tel que f(z) = 0.
Soit a €]z; 1] fixé.
b. Montrer que la tangente a la courbe de f (notée I'¢) au point (a,f(a)) coupe 'axe (Ox) en un unique
point (xo,0) avec xo €)z; al.
Pour tout entier n € N, en supposant x,, construit, comme a la question précédente, la tangente a ['s au
point (xn, f(xn)) coupe 'axe (Ox) en un unique point (xn41,0) avec xn41 €)z;xn].
c. Montrer que la suite (xn)nen converge vers z.
d. Montrer I'existence de M € R* tel que Vn € N, 0 <xnq1 —z < M(xp — z)2.

(M(xo —2))*"
M

e. En déduire que ¥n € N, |xn, —z| < . Commenter.

Centrale Maths1 PSI 2025 Maél Orduna (note 18)

teo dt . 4o
a. Pour x > 0, montrer que F(x) = fo Tl e est bien défini et le calculer.
x

1
tan(t)’

7T
b. Pour n € N* et « € Ry, calculer I, = j; T dgf - Z(t)' Indication : on pourra poser u =
n*n% sin

oo dt

c. Donner une condition nécessaire et suffisante, si « € R, pour que f converge.

0 1+4t%sin’(t)
Mines PST 2025 Lilian Agenais I (note 9)

/2 +
On pose 1 = f cos(x )d et I, = f > cos(x) dx.
7T

o Wi

a. Montrer 'existence de 17 et I5.

37/2 cos(x) N
/2 N
+00 cos(x)

c. Montrer que fo de converge.

b. Montrer que I; > @ et I >



Mines PSI 2025 Esther Barthou II (note 8)

+
Soit P € R[X], étudier la convergence de fo OQ(—])LP(")J dx.

@ Mines PSI 2025 Paul Lanardoune II (note 8,5
Soit f: [0;1] — R continue telle que f(0) = f(1).
a. Montrer que Vn € N*, Ix,, € {0;1 — %}, f(xn + 1;) = f(xn)-

Indication : on pourra commencer par les petites valeurs de n.

b. Sia €]0;1 [\{% ‘ ne N*}, trouver f : [0; 1] — R continue avec f(0) = f(1) et Vx € [0; 1—«f, f(x+a) # f(x).

Mines PSI 2025 Simon Latxague I (note 10)

Soit ¢ € R% et 'équation (E) : xsin(x) — ccos(x) = 0. Pour n € N, on note I, = }mr; nm+ % [

a. Montrer I'existence et I'unicité d’une suite (xn)nen telle que Vn € N, x;,, € I, est une solution de (E).
b. Déterminer un équivalent simple y,, de x,, — nm.

c. Déterminer un équivalent de x,, — nm — yn.

Mines PSI 2025 Titouan Leprétre I (note 15)

+oo
a. Soit « € R, donner la nature de j;) x*1n (1 + ﬁ) dx selon les valeurs de o.
X

+
b. Calculer la valeur I = fo X% n (1 + ﬁ)dx en cas de convergence.
X

@ Mines PSI 2025 Clément Rebola I (note 10)
Soit f: [a;b] — R continue et strictement positive.

a. Pour n € N*, montrer qu’il existe une unique subdivision (xo,---,%n) du segment [a;b] qui vérifient les
it . X B
conditions Vk € [[1;n], kaq f(t)dt = - fa f(t)dt.

n
b. Montrer la convergence de (l > f(xk)) et calculer sa limite.
nyx—o n>l

CCINP PSI 2025 Anthony Peillex I (note 10,12)

a. Montrer que ¥Yn € N*| 3lx € [1;+00[, x — In(x) = n. On notera u, cet unique réel de [1; +oo|.

b. Déterminer la limite de la suite (un )nen+ et trouver un équivalent de ur,.

lnT(ln) B lr;i(zn) Lo (lnign) )

c. Montrer que u, = n+1In(n) +
+oo

Navale PSI 2025 Timéo Nivelle 11
+oo
a. Soit une fonction f: Ry — Ry continue et un réel a € R tel que j;) f(t)e~2tdt converge.

+oo
Montrer que Vx > a, f f(t)e~**dt converge.

0

+oo
b. Soit une fonction f: Ry — R continue et un réel a € R tel que fo f(t)e” *tdt converge.

400
Est-ce que Vx > q, fo f(t)e~*'dt converge 7



PREPARATION ORAUX 2026 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

ENS Cachan PSI 2025 Antoine Cailly, Lucie Dupouy et Bilal Mrani I (note 11,25 et 11,25 et 10)

2 -1 0 --- 0
-1 :
Soit un entier n > 2 et A = 0o .. . o
: -
0 - 0 -1 2
Pour un vecteur x € My,1(R) défini par xT = (x7 -+ xn), on dit que x > 0 si Vi € [1;n], x; > 0. Plus

généralement, si A = (ai,j)1<ij<n € Mn(R), on dit que A > 0 si V(i,j) € [1;n]?, ai,; = 0.
a. Montrer que Vx € My, 1(R), Ax > 0= x >0 (on dit que A est monotone).
b. En déduire que A est inversible.

c. Montrer que A1 >o0.

Mines PSI 2025 Florian Allard II (note 15)
Soit n € N* et (A,B) € M,,(R)2. On écrit que A ~ B s’il existe P € GL,(R) telle que A = PB.
a. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur Ker(A) et Ker(B) pour que A ~ B.

b. Pour A € M, (R), déterminer une matrice B la plus simple possible telle que A ~ B.

Mines PST 2025 Amjad Belmiloud IT (note 13)

o -1 0 0
. 1 0 0 0 , . 4 . AN
Soit A = 0o 1 o0 -2 et f ’endomorphisme de R” canoniquement associé a A.
o 0 1 o0

a. Montrer que F; = Vect(e1 + e3,f(e1) + f(e3)) et F2 = Vect(es, f(e3)) sont stables par f.
b. Que peut-on dire de Fy et Fy ?
c. On pose x = e7, montrer que B = (x, f(x), f*(x), 3(x)) est une base de R*.

d. Trouver tous les sous-espaces de R* stables par f.

Mines PSI 2025 Antoine Cailly I (note 15)

On note Dy, le nombre de dérangements de [[1;n], un dérangement étant une permutation sans point fixe.

n (_])k
a. Montrer que Yn € N*, D, =n! T
k=0 :
b. Déterminer la limite de (h) .
n! ne N+

On note D} (resp. D;;) le nombre de dérangements de signature +1 (resp. —1).

On pose A = (ai»i)1<i,j<n € Mn(R) avec ajj =1 — 8.

c. Calculer det(A).
d. Trouver un lien entre D}, D} et det(A).

n

e. En déduire les valeurs de D} et D,.



Mines PSI 2025 Margot Fabre II (note 14,5)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f, g deux endomorphismes de E tels que f+ g =id g et
rang (f) + rang (g) < n.
a. Montrer que Ker(g) C Im (f). En déduire que Ker(g) = Im (f).
b. Que peut-on en déduire sur go f 7
c. Montrer que f et g sont des projecteurs de E.
d. Faire de méme pour des endomorphismes f1,---,f, de E tels que i1 fx =idg et kzp:l rang (fx) < n.
k= =
Mines PSIT 2025 Lucie Frémaux II (note 8,5)
Soit F un sous-espace de K[X] de dimension finie p € N*.

Montrer que F admet une base composée de polynomes de degrés deux a deux distincts.

Mines PSI 2025 Clément Rebola II (note 10)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
a. Rappeler les différentes caractérisations d’un hyperplan de E.
Soit a € E \ {0}, on appelle REBOLA de a tout s € GL(E) tel que :
es(a) =—a.
o Il existe un hyperplan H de E tel que Vx € H, s(x) = x.
Soit R une famille génératrice finie de E.
b. Soit s € £(E) un REBOLA de a tel que s(R) = R, montrer que s induit une bijection de R dans R.

c. Montrer qu’il existe au plus un s € £(E) REBOLA de a vérifiant s(R) = R.

Mines PSI 2025 Keanu Toofa I (note 15)
Soit n € N*, A, B deux matrices de M, (R) telles que rang (A) = rang (B) et A’B = A.
a. Montrer que Ker(A) = Ker(B).
b. Montrer que R™ = Im (B) ¢ Ker(B).
c. Montrer que B2A = B.

CCINP PSI 2025 Finlay Menzies IT (note 9,23)

Soit E un espace vectoriel et f € £(E) tel que f2 — 3f + 2idg = 0.

a. Montrer que f est un automorphisme de E.

b. Pour tout n € N, déterminer deux réels x,, et yn, tels que f™ = xf + ynide.

c. Y a-t-il unicité de x, et yn 7

d. Trouver deux réels « et B tels que p1 = a(f — 2id¢) et p2 = B(f —id ¢) soient des projecteurs.

e. Exprimer, pour tout n € N, 'endomorphisme f™ en fonction de p; et p;.

CCINP PST 2025 Keanu Toofa II (note 14,63)
Soit D : K[X] — KI[X] défini par D(P) = P".

a. Soit F un sous-espace de K[X] stable par D contenant P de degré d € N. Montrer que Kq[X] C F.

b. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de K[X] stables par D.

7



Mines-Télécom PST 2025 Linon Le Guen I (note 14)
Soit un entier n > 2 et F un sous-espace de My (R) stable par produit matriciel tel que M, (R) = F& Vect(1,).

On note p la projection sur Vect(I,,) parallelement & F.

On note (Eij)1<i,j<n la base canonique formée des matrices élémentaires.
a. Montrer que ¥(M,M’) € M, (R)?, p(MM’) = p(M)p(M’).

b. Montrer que YM € M,,(R), M?> € F= M € F.

c. Rappeler ce que vaut EqjEy 1.

d. Montrer que les matrices E; ; appartiennent a F. Conclure.






PREPARATION ORAUX 2026 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

Centrale Mathsl PSI 2025 Rose Boudjenah (note 13)

-

“+o0
Soit une suite (an)nen € RY telle que Y a, converge et S :] —1;1[— R définie par S(t) = > ant™.
n=0

n=0
—+oo
a. Montrer que lim S(t) = > a, dans les deux cas suivants :
t—1- n=o0

e La suite (an)nen est & termes positifs.

e La suite (an)nen est alternée et (Jan|)nen est décroissante.

“+o0
b. En déduire la valeur de né:] m

. . e (=)
c. Déterminer la valeur de > ~——.
—+oo
d. On suppose (an)nen € (Ry)N et 1111} S(t) =€ € R. Montrer que > an converge et que ». an ={.
t— n>0 n=0
Centrale Mathsl PSI 2025 Adrien Courmont (note 17)
a. Soit (un)nen une suite strictement positive telle que Endl — g%y o(l> avec o« > 1. Montrer que
Up +oo n n
> un converge. Indication : pour B €]1; «f, montrer que (nPuy)nen décroit & partir d'un certain rang.
n>0
b. Donner le développement en série entiere > anx™ de la fonction x — /T — x et donner le domaine de
n>0
—+o0
définition de la fonction x — > anx™.
n=0
n
Soit la suite (un)nen définie par up =T et Vn € N, uniy = > ugun—x.
k=0
c. En supposant que Y unx™ a un rayon de convergence R > 0, déterminer S(x) si x €] — R; R[ et majorer R.

n>0
d. Déterminer une expression de u, en fonction de n.

Centrale Maths1 PST 2025 Margot Fabre (note 13)

Soit ng € N et une fonction f : [ng; +oo[— R continue, décroissante et positive.

n
Pour tout entier n > no + 1, on pose wy, = f ! f(t)dt — f(n).
ne

a. Montrer que la série > wy converge.
n>noe+1

+
b. En déduire que Y. f(n) et f ~ f(t)dt sont de méme nature.
Mo

n>ng

c. Soit a € R, déterminer la nature de la série S —
; 2y wint ()
o ln(k) 2 N 7 .
d. Montrer que —~ o CIn“(n) avec une constante C a déterminer.
k=2 o0

10



Centrale Maths1 PST 2025 Gaspard Girard (note 10)

n—1
Soit f: R — R continue. Pour n € N*, on définit f,, : R — R par fo(x) = = >, f(x + k).
a. Définir ce qu’est une fonction k-lipschitzienne sur R.
b. Montrer que (fn)n>1 converge simplement sur R vers une fonction ¥ & déterminer.
c. Etudier la convergence uniforme sur tout segment de (fn)n>1.

Questions de cours :
e Citer le théoreme d’intégration terme a terme.
e Soit f: R? — R de classe C' et g : R — R définie par g(x) = £(2%,x?). Dériver g.

Centrale Mathsl PSI 2025 Linon Le Guen et Amaury Viaud (note 16 et 13)

a. Pour tout entier n € N*, montrer qu’il existe une unique fonction f, : R} — R de classe C? telle que
(1) =fn(2) =0 et Vx € R, f/(x) = (—=1)"2~ ™"
b. Montrer que > fn, >, fj, et > 7 convergent uniformément sur tout segment de R .
n>l n>l n>1

+oo
c. Montrer que F = 21 fn est de classe C2 sur R.

n=
d. Montrer que |[F[[oo,r: < %
Centrale Maths1 PST 2025 Judith Todero (note 10)

a. Soit (un)nen une suite réelle qui tend vers 0. Pour tout entier n € N, on définit la somme partielle
n

Sn = > uk et on suppose que la suite (Son)nen converge. Monter que > u, converge.
k=0 n>0

b. Montrer que Y (—])k\/E+N (_1)11%.
k=1 o0

Mines PSI 2025 Florian Allard I (note 15)

n—1
Soit x € R, q €]0;1[ et n € N, on pose (x,q)n = [] (1 — g*x).
K=0

a. Montrer que ((x, q)n) converge vers un réel qu’on note (x, q)o-

neN
Soit p : R — R définie par p(x) = (x, q)oco-

b. Montrer que p est continue sur R.

c. Montrer que p est l'unique fonction continue f de R dans R vérifiant f(0) = 1 et Vx € R, f(x) = (1—x)f(qx).

Mines PSI 2025 Théodore Bélicard II (note 11,5)

Soit une marche dans Z?2 ot on note My le point & l'instant k sachant que Mg = (0,0) et que si My = (ax, bk),
on a avec probabilité 1/3, My 1 = (ax + 1,bx) ou My 41 = (ak,bx + 1) ou Myy1 = (ak,bx — 1) mais sans
possibilité de retour immédiat en arriere (un (0,+1) ne peut pas étre suivi juste apres par un (0,—1)).
On note uy le nombre de chemins possibles au jusqu’a I’étape k avec up = 1 par convention.
a. Calculer u7, uz, us.
b. Pour n > 1, trouver une relation donnant un41 en fonction de ug, -+, un.
c. Montrer que le rayon R de la série entiere Y, unx™ vérifie R > 0.
n>0

+oo
d. Calculer la valeur de S(x) = > unx™ pour x assez petit.
n=0
e. Déterminer Um u:l/ ™
n—-4oo

11



Mines PST 2025 Antoine Cailly T (note 15)
1 n
Pour n € N*, on pose u, = fo eX dx.

a. Calculer u;. Montrer que la suite (un)nen+ €st monotone et convergente.
b. Montrer que Yy € [0;1], T+y <e¥ <14 (e —1)y.

c. En déduire la valeur de £ = lim un.
n—+oo

d. Pour quels « € R la série Y (un — €)* converge ?
n>1

Mines PSI 2025 Margot Fabre I (note 14,5)
N n
Pour (a,q) € R? tel que |q| < 1 et x € — 1;1], on définit la suite (Sn(x))nen par Sn(x) = ] Tﬁq;"
n=0 ! —X
a. Montrer que la suite (Sn(x))nen converge vers une limite finie qu’on note S(x).
b. Montrer que la fonction S est 'unique fonction continue f :] —1;1[— R qui vérifient les conditions f(0) = 1
et Vx €] — 1;1[, (1 —x)f(x) = (1 — ax)f(qx).

c. En déduire que S est développable en série entiere sur | — 1;1[.

Mines PSI 2025 Lucie Frémaux et Judith Todero I (note 8,5 et 8,5)

. . o 2o In(k)
Soit les deux suites (Sn)nen €t (Un)nen+ définies par S, = Y

T,m =a>0et upp =
k=1

$h.

a. Trouver, pour n > 2, une relation entre S;,_1 et un,.

b. Etudier la convergence de (un)nen--

Mines PSI 2025 Benjamin Lucante I (note 15)
Pour n € N* et o € R, on définit f,, : [0;1] = R par f(t) = n*t" sin(nt).
a. Etudier la convergence simple de la suite (fr)ne N+
b. Etudier la convergence uniforme de la suite (fn)nen-. On pourra poser uy : t — n tan(mt) + nt.

c. Etudier la convergence simple de la suite > fy.
ne N*

., too
d. Etudier la continuité de S = > fy.

n=1

Mines PSI 2025 Bilal Mrani II (note 17,5)

.l n
~etan= ), K2.
k=1

k=1k

NgE!

Pour n € N*, on pose H, =
a. Montrer que Iy € R, H, = In(n) +v 4+ o(1).
oo

b. En déduire la valeur de lim (Han — Hn).

n—-+oo
c. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle —s————— 1 5 .
2X? 4+ 3X° 4+ X

d. Montrer que > 1 converge. Calculer sa somme.

n>1 on

12



Mines PSI 2025 Maxime Plottu II (note 13,5)

Pour n € N* et x € R, on pos fn(x) = Arctaig(nx)
n
+oo
a. Déterminer le domaine de définition D de S : x +— > fn(x).
n=1

b. Montrer que S est continue sur D.

+oo Arctan(t)

Soit F:x 5 dt.
x t

c. Montrer que F est définie sur R* et trouver un équivalent de F(x) quand x tend vers ot.

d. En utilisant F, trouver un équivalent de S en 0.

Mines PSI 2025 Adrien Richard I (note 5)
Soit la suite (an)nen définie par ap =1, a1 =0et Yn € N, ant2 = (n+ 1)(an+1 + an).

a. Montrer que Vn > 2, (n —2)! < an, < nl.

b. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere »_ a—’}x“.
n>o0 n:
+oo a
Pour x €] — R;R[, on pose S(x) = > —x™.
n=0 ™

c. Pour x €] — R; R[, montrer que (1 —x)S’(x) — xS(x) = 0.

d. En déduire une expression simple de S(x) pour x €] — R; R[, puis une expression de a,.

Mines PSI 2025 Keanu Toofa II (note 15)
Soit (fn)nen telle que fo: Ry — Ret fo(x) =TetVne N, Vx € Ry, fri1(x) = j: \/Wdt.

a. Montrer que, pour tout entier n € N, il existe deux réels p,, et pn tels que ¥x € Ry, i (x) = pnxPr.
b. Déterminer B, en fonction de n et donner In(py ) sous forme d’une somme.
c. Montrer que (fn)nen converge simplement vers une fonction f sur Ry.

d. Donner une expression simple de f.

CCINP PSI 2025 Amjad Belmiloud I (note 16,99)

oo : X (—1)"e
On définit la fonction S par S(x) = >, ~—~+——
n=1 n

a. Déterminer ’ensemble de définition D de S.

b. La fonction S est-elle continue sur D ?

c. Montrer que S est intégrable sur D.

d. Montrer que la fonction S est de classe C' sur R .

e. Exprimer S(x) & I’aide de fonctions usuelles pour x € D.

—+o0
f. Calculer j; S(x)dx.

13



CCINP PST 2025 Lucie Frémaux I (note 19,11)

400
On pose f(x) = —X— et, pour n € N*, on se fp : x = —2>—.
P (x) n; 2+ nZ p n 2+ nZ

a. Quel est le domaine de définition D de f 7
b. Etudier la continuité de f sur D.
c. Y a-t-il convergence normale de > f, sur R ?

n>l

d. Déterminer { = lim f(x).
X—+40o0

e. Qu’en déduire quant & la convergence uniforme de . f;, sur R ?
nxl

f. Donner un équivalent de f(x) — ¢ en +oo.

CCINP PSI 2025 Louise Poully-Tarin IT (note 15,27)

Pour n € N, on définit gy, : x — e ™ Arctan(nx?).
a. Montrer que (gn)nen converge simplement sur R vers une fonction g.
b. Soit a > 0, montrer que (gn)nen converge uniformément sur [a; 4o00].

c. Est-ce que (gn)nen converge uniformément sur R 7

CCINP PSI 2025 Keanu Toofa I (note 14,63)

nx(x? + a)e™™

Soit a un réel positif ou nul. Pour n € N, on pose f,(x) = 3
nx

a. Montrer que (fn)nen converge simplement sur [0; 1] vers une fonction f que 'on précisera.
b. Que dire de la convergence uniforme de (f;,)nen vers f sur [0;1] en fonction de a ?

c. Montrer que (fn)nen converge uniformément vers f sur [R; 1] dés que 0 < R < 1.

Mines-Télécom PST 2025 Rose Boudjenah I (note 15)

Soit la suite (un)nen définie par uo =0, 17 =2, up =3 et Vn € N, uni3 = unyq + un.
a. Montrer que Yn € N, 0 < u, <2™.

b. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere > unx™ vérifie R > 0.
n=0

2x + 3x2

“+oo
c. En posant f(x) = > unx™, montrer que Vx €] — R; R, f(x) = T3
n=0 —XxX =X

d. Donner le rayon de convergence R en fonction des racines de P = X3 4+ X% — 1.

Mines-Télécom PSI 2025 Maxime Felgate II (note 13)

—nx

+o0o
On définit la fonction S par S(x) = >, &—.
n=1 T

a. Donner ’ensemble de définition D de S.
b. Déterminer les limites de S aux bornes de D.

c. Exprimer S(x) & I’aide de fonctions usuelles.

+oo
d. Calculer J;) S(x)dx.
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Mines-Télécom PSI 2025 Gaspard Girard I (note 14)
“+oo n
Pour x et s réels, en cas de convergence, on pose fs(x) = », *<.
n=1T

a. Donner les domaines de définition de fo et f1 et en trouver des expressions simples.

n
b. Donner le rayon de convergence R de la série entiere > *-.
n>1n

c. Donner les domaines de définition I5 de fs en fonction de s.
d. Pour s € R et x convenable, établir un lien entre fs(x) et fs_1(x).
e. Trouver une expression simple de f_;(x) et f_(x) pour x convenable.

f. Déterminer un équivalent en 1~ de f_,(x) pour p € N.

Mines-Télécom PST 2025 Louise Poully-Tarin IT (note 20)

n
On s’intéresse a la série entiere > %X T On note S sa fonction somme.

nx2n —

a. Calculer le rayon de convergence R de cette série entiere.

b. Exprimer S(x) a l’aide de fonctions usuelles pour x €] — R;R[.
c. Montrer que S admet des limites finies en 1~ et —17.

d. Calculer S(1) et S(—1).
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

X PSI 2025 Théodore Bélicard I (note 5)

Soit E = R[X] et f définie sur E par f(P) = %(P(%) + P(XTH)>

a. Pour n € N*, a € R et P € E, donner une expression de f™(P)(a) sous forme de somme.

b. Déterminer la valeur, pour P € E, de lim f™(P)(0).
n—-4oo

c. Trouver de méme, pour x € [0;1], la valeur de lim f™(P)(x).
n—+o0o

d. Montrer que 1 est valeur propre de f et déterminer Eq (f).
e. Soit k € R tel que |k| > 1, est-ce que k peut étre valeur propre de f 7 Et —1 ?

f. Pour p € E, calculer (f(P))/. Déterminer E; /5 (f).

X PSI 2025 Clément Rebola I (note 11,5)
Soit E un R-espace vectoriel normé et ¥ : E — E qui vérifie V(x,y) € E?, U(x +y) = ¥(x) + U(y) et
IM € Ry, Vx € B¢(Og, 1), ||[T(x)]| < M.
a. Montrer que ¥ est continue.
b. Montrer que ¥ est linéaire.

ENS Cachan PSI 2025 Lilian Agenais (note 10)

a. Définir un espace euclidien.

On dit qu'un R-espace vectoriel normé E de dimension 2 et de base (v1,v2) vérifie la propriété (x) si on a la
relation V(7\1,7\2> € Rz, H?\]V] +7\2V2|| = H|7\1 |v1 + |7\2‘V2||.

b. Donner un exemple de plan réel normé et de base (vi,vz) vérifiant ().

c. Donner un exemple de plan réel normé et de base (vi,v2) ne vérifiant pas (x).

Soit E un plan normé et une base (vi,v;) de E vérifiant (x). Soit f : R — R définie par f(n) = ||uvy + va||-

!
d. Montrer que V(u,p') € R?, f(%) < %(f(p.) —|—f(p.’)).

e. En déduire que f est convexe.
f. Montrer que f est croissante sur R;.
g. Montrer : V(a1,a2,B1,B2) € RY, (Jar| < [B1] et |az| < [B2]) = || o1 v + |aa|va [| < || |B1[v1 +|B2v2 |-

ENS Cachan PSI 2025 Antoine Cailly, Lucie Dupouy et Bilal Mrani II (note 11,25 et 11,25 et 10)

Soitn > 2, A = (aij)1<ij<n € Mn(R) & diagonale strictement dominante : Vi € [1;n], |aii| > i lai ;-
=151

Soit E = (eij)1<ijen €t F = (eij)1<ijen dans My (R) définies par ey ; = aij si i < j et ey ; = 0 sinon, et

fi,j = —aij sii>jet fi; = 0 sinon.

a. Montrer que A est inversible.

b. Montrer que V(u,v) € My 1(R)?, (Ev="Fuet u#0) = |[v]|oo < |[t|[0o-

c. En déduire qu’il existe k € [0; 1] tel que V(u,v) € My 1(R)?, (Ev=TFu et u#0) = ||v||oo < k||1t||co-

Soit b € Mn,1(R). On définit la suite (xp)pen par Expy1 = Fxp + b.

d. Montrer que (xp)pen est bien définie.

e. Montrer que (xp)pen converge vers une limite que 'on précisera.
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ENS Cachan PSI 2025 Jules Mérillou (note 11,25)

1 1/p
Soit E P’espace vectoriel des fonctions continues de [0; 1] dans R. Sip € N*, on pose |[f||, = (fo [f(1)|P dt) .
a. Montrer que f — ||f||2 et f — [|f||4 sont des normes sur E.
b. Montrer que Vf € E, [|f]]2 < ||f]|4.

c. Pour n € N* soit f, : [0;1] — R appartenant & E définie par fn(x) = 0 si x € [O; ZL}’ f,, affine sur
n

[i; l] et fo(x) =x""*sixe {1;1]] Comparer ||[fn]|2 et [[fnll4. Qu'en conclure ?
Zn' n n
Soit (Xn)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes telles que Vn € N*| P(X,, = £1) = %
n b\ /P
Pour une suite réelle A = (an)nen- et p € N*, on pose Ny (A) = (E(’ > aka‘ ))
k=1
d. Calculer Ny, »(A).

n n
e. Supposons que Y. aZ = 1, montrer que N 4(A) =3 —2 3" af.
k=1 k=1

Centrale Mathsl PSI 2025 Bilal Mrani (note 13)

Soit 2 C Retf: Q2 — R.
a. Rappeler la définition de “f bornée sur 2”.

b. Rappeler la définition de “f admet un maximum sur ”.
On étend la définition de I'aspect borné d’une fonction aux fonctions a variable et a valeurs complexes et

celle d’une fonction admettant un maximum aux fonctions & variable complexe et & valeurs réelles.

iz

Soit s: C— Cet ¢ : C— R définies par s(z) = % et o(z) = |s(z)|?.

c. Est-ce que s est bornée sur C ?
d. Est-ce que @ est bornée sur D ={z€ C | |z] <1} ?
e. Montrer que ¢ admet un maximum sur D atteint en deux points seulement.

Centrale Mathsl PSI 2025 Maxime Plottu (note 15)

définie par uq(a) = a et Vn € N*| uny1(a) = uZ(a) + 1

Soit a € R et la suite (un(a)) T
n

neN*
On définit la partie Ec = {a € RY | un(a) — +o0}.

n—+oo
a. Montrer que a € Eoo <= (In € N*| u,(a) > 1).
b. Montrer que E est une partie convexe de R et justifier que [1;400[C Eoo.
c. Montrer que Vn € N*| Va > 0, un(b) 1)—_H>lun(a).

d. Montrer que E., est une partie ouverte.

Mines PSI 2025 Lucas Balanger I (note 11,5)
Soit (E, |].]|) un espace vectoriel normé et F un fermé non vide de E.
Pour x € E, on note dr(x) = d(x,F) = £n]1§(\|x —fl)et T(x) ={f€F||x—f|]|=dr(x)}.
€

a. Trouver les x € E pour lesquels df(x) = 0.
b. Montrer que df est 1-lipschitzienne.
c. Pour x € E, montrer que I'(x) est non vide.

Dans la suite, E est préhilbertien réel, ||.|| est la norme euclidienne et F est un fermé convexe de E.

d. Montrer que I'(x) ne contient qu'un élément qu’on note y.
e. Montrer que I'application pr : E — E telle que pr(x) = uy vérifie p2 = pr et qu'elle est 1-lipschitzienne.
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Mines PSI 2025 Théodore Bélicard I (note 11,5)
Soit n € N* et A € M (C), on pose SaA = {Q 'AQ | Q € GL,(C)} I'ensemble des matrices semblables & A.
Pour & > 0, on pose Ps = diag(s,8%, - -,8™) € Mn(R).
a. Pour A € My (C), exprimer P5'AP;.

b. Soit A € My (C) nilpotente, montrer qu'il existe une suite (Bp)pen € SY telle que lim B, = 0.
p—>+o0

c. Réciproquement, sil existe une suite (Bp)pen € sY telle que liT B, = 0, montrer que A est nilpotente.
p—+oo

Mines PSI 2025 Adrien Courmont II (note 15)
Soit f: Ry — R dérivable telle que lim f(x) = +oo et lim f'(x) =0.
X—+00 X—+00

Montrer que A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R.

Mines PSI 2025 Jules Mérillou I (note 14,5)
Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme autoadjoint de E.
a. Montrer qu’il existe un vecteur unitaire xo de E tel que Vx € E, ||x|]| =1 =< u(x),x > = < u(x0),x0 >.
Soit yo € E tel que ||[yo|| =1 et yo L xp, on pose y : t — cos(t)xp + sin(t)yo et ¢ : t —»< u(y(t)),y(t) >.
b. Calculer, pour t € R, la valeur de ||[y(t)]].
c. Montrer que ¢ est de classe C' sur R et que ¢’(0) = 0.
d. Montrer que yo est orthogonal & u(xo).
e. En déduire que xo est un vecteur propre de wu.
Pour un sous-espace F de E stable par u, monter que F' est aussi stable par .

f.
g. En déduire une preuve du théoreme spectral.

Mines PSI 2025 Amaury Viaud I (note 13)
Soit E Iensemble des applications f : [0;1] — R qui sont lipschitziennes.
Pour f € E, on note K(f) le plus petit réel k > 0 tel que f est k-lipschitzienne.
a. Montrer que E est un espace vectoriel.
b. Pour f € E, montrer que K(f) est bien défini.
c. Pourquoi les fonctions polynomiales P appartiennent a E et déterminer K(P).
d. Montrer que Vf € E, ||f]|oo < %h]r]t(|f|) + K(f).

e. Montrer que ﬁ n’est pas bornée sur E \ {0}.
« oo

f. K est-elle une norme sur E 7

18



19



PREPARATION ORAUX 2026 THEME 5
REDUCTION

Centrale Maths1 PSI 2025 Esther Barthou (note 16)

Soit a € C, on dit que a est un nombre algébrique s’il existe un polynéme P non nul a coefficients dans Z

tel que P(a) = 0. Soit b = _1%6
a. Soit n € N*, M € M, (C), A € Sp(M) et P € C[X], montrer que P(A) est valeur propre de P(M).
b. Montrer que b est algébrique.

c. Soit z une racine de X% 4+ bX -+ 1, trouver une matrice M € M4(Z) telle que z est valeur propre de M
associée au vecteur propre X tel que X' = (1 b z bz). En déduire que z est un nombre algébrique.
0 -3 0
d. Soit M= |0 0 1 |,aracinede X3 +2X? 4+ X + 3, trouver P # 0 € Z[X] tel que P(a? +a —1) = 0.
1T -1 =2

Centrale Mathsl PSI 2025 Lucie Dupouy (note 13)
Soit P € C[X] de degré p € N* et Q € C[X] de degré q € N*.
On définit I'application Tp,q : Cp_1[X] x Cq—1[X] = Cpiq-1[X] par Tp,q(R1,R2) = PRy + QR».
a. Montrer que si P et Q ont une racine commune, Tp g n’est pas surjective.
b. Soit n € N*, M € M, (C) et H = xm, montrer que si Ty, est inversible, alors M est diagonalisable.

c. Si P et Q sont scindés a racines simples et sans racine commune, déterminer deux bases By et B, telles

que Mat ¢, 5, (Tp,q) soit diagonale.

Centrale Mathsl PSI 2025 Syuma Louette (note 11)

Pour M € M>(R), on définit Cpy = {PMP~! | P € GL2(R)}.

a. Montrer que toute matrice de Cp a méme trace et déterminant que M. La réciproque est-elle vraie ?

b. Soit A € M, (R) trigonalisable mais non diagonalisable, montrer que Ca n’est pas bornée. Est-il fermé ?

c. Soit A € M (R) diagonalisable, montrer que Ca est fermé. Est-il borné ?

Mines PSI 2025 Lilian Agenais IT (note 9)
Soit n € N*, A et B deux matrices semblables de M, (R).
a. Montrer que si B est diagonalisable, alors A l'est aussi.

b. A et B ont-elles les mémes valeurs propres 7

0 1 3 2 0 0
c.A=1[2 1 -3 |etB=|0 —2 —12 | sont-elles semblables ?
0 2 4 0 1 5

20



Mines PSI 2025 Esther Barthou I (note 8)

Soit N € N*, F = CN*! et Iapplication ¢ : F — F définie par ¢ (x) = y ot x = (x0,"--,xn) ety = (Yo, -, yn)
k )
avec Yk € [O;N], yx = > (—1)'x4.
i=0
a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.

b. Déterminer le spectre de .

Soit E = CY I’ensemble des suites & valeurs complexes et ® : E — E définie par ¢(x) =y oil x = (xn)nen et

k .
Yy = (Yn)nen avec ¥k € N; yx = > (—1)'x4.
i=0
c. Déterminer le spectre de ® et les sous-espaces propres associés.
d. Calculer ® o .

Mines PSI 2025 Lucie Dupouy I (note 13,5)
Soit cing réels oo, a1, 2, Bo, B1 tels que Vk € N, kaz + 1 # 0. Pour tout entier n € N, on pose B, = Ry [X]
et on définit f,, sur E,, par VP € En, fn(P) = (02X? + o1 X 4+ xo)P” + (B1X + Bo)P’.
a. Montrer que f, est un endomorphisme de E,,. Est-ce un automorphisme de E,, 7
b. Ecrire la matrice de f,, dans la base canonique de E;,. Est-ce que f,, est diagonalisable ?
c. Montrer qu'’il existe une base B = (Py )nen de R[X] telle que Vn € N, deg(Pn) =n et fn(Pn) € Vect(Pn).

Mines PST 2025 Simon Latxague II (note 10)

. 2ik
Soit n € N* et k € [0;n — 1], on note wy = e~
Pour tout p € [0;n — 1], on définit le vecteur u, de E = C™ par uj = (wf @l -+ wb_;).
a. Montrer que (ug,---,un_7) est une base de E.
0 1 o - 0
b. Diagonaliser la matrice | = 0
0 1
1 0 0
T T
an-1 a - an-2
Soit, pour (ag,--,an—1) € C™, la matrice circulante C(ag, -,an—_1) =
aj
ag az -+ an-1 ao
c. La matrice C(ag, -, an—1) est-elle diagonalisable ? Donner son spectre.
Mines PSI 2025 Finlay Menzies I (note 7,5)
0o -1 0 0
. 1 0 0 0 , . 4 . .
Soit A = 0 1 0 —2 et f 'endomorphisme de R” canoniquement associé a A.
0o 0 1 0

a. Montrer que f n’est pas diagonalisable.

b. Montrer qu’il n’y a aucune droite de R* stable par f.

c. Montrer qu’il n’y a aucun hyperplan de R?* stable par f.

d. Montrer que Ker(f? +id g ) et Ker(f? + 2id g4 ) sont des plans stables par f.
e. Trouver tous les sous-espaces de R* stables par f.
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Mines PSI 2025 Timéo Nivelle I (note 15)
Soit n € N* et Ay, = (ai,j)1<i,j<n € Mn(R) telle que V(i,j) € [1;n]?, aii =iet ayy=1sii#].
On note P, le polynéme caractéristique de A, .
a. Montrer que Yn > 1, Py = (X—n)Pp = X(X=1)--- (X —=n+1).
b. Montrer que, Yk € [0;n — 1], (=1)¥P,,(k) a le méme signe que P,,(0) et que P,,(n — 1) < 0 et P, (n) < 0.

c. En déduire que A,, admet n valeurs propres réelles distinctes.

Mines PSI 2025 Etienne Offant I (note 9)
Soit @ : R4[X] — R4[X] défini par &(P) = X2 (P'(X + 1) — P/(X)).
a. Montrer que ® est un endomorphisme de R4[X]. Trouver son noyau.
b. Déterminer la matrice de ® dans la base canonique. Quelles sont les valeurs propres de @ ?
c. Montrer que F = X2 R, [X] est un sous-espace vectoriel de R4[X] stable par ®.
d. Etablir que R4[X] = Ker(®) @& F.

e. L’endomorphisme & est-il diagonalisable 7 Donner ses éléments propres.

Mines PST 2025 Magl Orduna IT (note 17)

X1 x2 0 -+ 0

Soit un entier n > 3. Pour (x1,x2) € C?, on pose M(x1,x2) = | : .. .. .. 45 | € Ma(C).
0 oy
x2 0 -+ 0 xq

a. Calculer g(x1,x2) = det(M(x1,x2)).

b. Déterminer la valeur de M%x(|g|) o U={x e C| |[x|] =1} (cercle unité) en déterminant les points de
U

U? en lesquels ce maximum est atteint.

c. Etudier les variations de h : R — R définie par h(t) = g(t, 1 — t).

Mines PSI 2025 Noah Seguin I (note 13,5)
Soit A € M,(C). Montrer que : A diagonalisable <= (VQ € C[X]\ Co[X], IM € M2(C), Q(M) = A).

Mines PSI 2025 Judith Todero II (note 8,5)

. . (A A
SmtnGN,AEMn(R)etB<A A)'

a. Exprimer les éléments propres de B en fonction de ceux de A.

b. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que B soit diagonalisable.

CCINP PSI 2025 Amjad Belmiloud II (note 16,99)
Soit n € N* et (A,B) € (Mn(R))? tel que AB — BA = B.
a. Montrer que Tr (B) = 0 et que B ¢ GLn(R).
b. Montrer que Yk € N, AB* — B*A = kBk.

c. Montrer que B est nilpotente.
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CCINP PSI 2025 Etienne Offant II (note 17,86)
Soit un entier n >3 et A # 0 € My (R) telle que A3 + 9A = 0.

a. Montrer que le spectre de A est inclus dans {0, 31, —3i}.
b. La matrice A est-elle diagonalisable dans My (C) ?
c. La matrice A est-elle diagonalisable dans M (R) ?

d. Si n est impair, justifier que A n’est pas inversible.

CCINP PSI 2025 Anthony Peillex 11 (note 10,12)

1 o« O
Pour « € R,onnote Au, =0 1 1
1 0 -1

a. Déterminer le spectre réel de A .

b. Etudier la diagonalisabilité de A, dans M3(R) en fonction des valeurs de .

Mines-Télécom PSI 2025 Ana Galharret IT (note 18)

Soita€ Ret A=

—_ 0 =0

a a
1 1
a a
1 1

—_ 0 = Q0

a. Déterminer le rang de A.
b. Etudier la diagonalisabilité de A en donnant ses éléments propres.

c. Calculer AP pour p € N.

Navale PSI 2025 Timéo Nivelle I
Soit un entier n > 2, A € My (C) telle que rang (A) =2, Tr (A) =0 et A™ #0.

Montrer que A est diagonalisable.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

Centrale Maths1 PSI 2025 Florian Allard et Lucie Frémaux (note 15 et 12)

Soit f: R — R de classe C' et intégrable sur R.

+
a. Montrer que VA € R%, L(A) = f > f(t) sin(At)dt existe.
[e.°]
b. Montrer que lim L(A) = 0. Indication : montrer que Ya >0, lim ¢ f(t) sin(At)dt = 0.
A—+o00 A—+ooJ —a
_toosin(x)
c. Montrer que I = fo —_—

dx existe.
X

/2 i /2 si
72 st 1) gy oy, — [T SUENE DY) 4 gong bien définis.

d. Montrer que vn € N, I, = f 0 sin(x)
X

0 X
e. Montrer que Yn € N, J, = Z. En déduire que lim I, = Z. Déterminer la valeur de I.
2 n—+oo 2

Centrale Mathsl PSI 2025 Titouan Leprétre (note 16)
Soit L = {f € CO(R,, R) | t = f(t)e V" est intégrable sur R, pour tout y > 0}.

+oo
Pour tout entier n € N* et f € L, on définit N, (f) : R% — R par N (f)(x) = f f(t)e ™*dt.

0
Pour tout réel « € R, , on définit la fonction @ : Ry — R par @q(t) = e L.
a. Montrer que Vo € Ry, ¢4 € L. Calculer Ny, (9 ) pour tout entier n € N*.

b. Soit f € L, montrer que (N (f))nen+ converge simplement vers la fonction nulle sur R .

c. Soit f € L est bornée sur R.. Calculer HT N (f)(x) pour tout n € N*.
X—+00
d. Soit f € L de classe C' sur R, et f bornée sur Ry. Montrer que Vn € N, lim xNp (f)(x) = @
xX—+00 n
e. Soit f € L telle que lim f(x) =¢ € R. Calculer lim xNy(f)(x).
x— 400 x—0+
Mines PSI 2025 Lucie Dupouy II (note 13,5)
. . +oo
Pour x € R, sous réserve d’existence, on pose f(x) = fo e X In(t)dt.
a. Déterminer le domaine de définition D de f.
b. Montrer que f est solution sur D de 1’équation différentielle (E) : x?y’ +xy + 1 = 0.
c. En déduire une expression de f(x) pour x € D sachant que ’on peut montrer que f(1) = —y.
Mines PSI 2025 Noah Seguin IT (note 13,5)
2.2
. * foo I I e
Soit x € R, on définit f(x) = . fo SR dt.
a. Montrer que f est bien définie et continue sur R? .
b. Trouver un équivalent de f en 400 sous la forme f(x) o % avec C est une intégrale qu’on ne cherchera
oo X

pas a calculer et a € R.

c. Donner un équivalent de f en 0.
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CCINP PST 2025 Florian Allard II (note 20)

_ (" n(®)
Onposel—f0 T
a. Montrer 'existence de I.

+oo 1
b. Montrer que I = —_—.
wel= 2 ey

c. En déduire la valeur de I en fonction de 7.

dt.

CCINP PSI 2025 Etienne Offant I (note 17,36)

+o0 /2
Pour (a,t) € R? et n € N, on définit I(t) = > sin®*(t)cos®(t) et un(«) = fon sin®(t) cos™(t)dt.
k=0

a. Déterminer le domaine de définition D, de 14 en fonction de «.

b. Pour x € Rett e {O; ﬂ, donner une expression simplifiée de I4(t).

c. Donner une condition nécessaire et suffisante sur o« pour que I, soit intégrable sur ]O; %}

d. Donner les hypotheses du théoreme de convergence dominée.

e. Donner une condition nécessaire et suffisante sur o pour que > un(a) converge.
nenN

™

Calculer un(3).

Mines-Télécom PSI 2025 Ana Galharret I (note 18)

+o0 g7 tg
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = f = Lh(Xt)dt.

0 t
a. Déterminer le domaine de définition D de f.
b. Montrer que ¢ est de classe C' sur D.

c. Calculer f' et en déduire f.

Mines-Télécom PST 2025 Linon Le Guen IT (note 14)

1 1
Pour n € N, on pose I, = fo . jtt“ et Jn = fo In(1 4 t™)dt.

a. Déterminer la limite de (In)nen et (Jn)nen qu’on note ¢ et ¢'.
b. Trouver un équivalent de ¢ — I;;, quand n tend vers +oco.
1 +oo _1\k
f In(1 +u)du: D (=1) .
0 u k=0 (k + 1)
d. En déduire un équivalent de J,, quand n tend vers +oo.

c. Vérifier que

Saint-Cyr PSI 2025 Timéo Nivelle IT (note 18)

1 1
Pour tout n € N, on pose I, = fo ] itt“ et Jn = fo In(1 +t")dt.

a. Afficher avec Pyzo les premiers termes de la suite (I,)nen. Conjecturer sa limite .

b. Montrer que lim I, =¢.
n—-+oo

1
c. Montrer que Vn € N*, 1 -1, = %(ln(Z) - fo n(1+ t“)dt). En déduire un équivalent de £ — I,.

“+oo (_1)k

- Tin(14+u)
d. Vérifi ——du = —_ .
érifier que fo " u g::o T 12

e. En déduire un équivalent de J;.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

Centrale Mathsl PSI 2025 Antoine Cailly (note 15)

a. Soit n € N* et (A1,A2) € (Mn(R))? tel que VX € M,,(R), A1XA; = X. Montrer qu’il existe un scalaire
A€ R* tel que Ay = Al et Ay = %In.

b. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f € £(E) tel que Vg € L(E), fogof = 0. Montrer que f = 0.
c. Soit n € N*, A € M(R) et 'application & : Mn(R) = M;, (R) définie par ®A(X) = AXA.

Montrer que A € O(n) <= P est une isométrie.

Centrale Mathsl PSI 2025 Simon Latxague et Noah Seguin (note 10 et 12)

Soit n € N*, f € O(R™) et F un sous-espace vectoriel de R™.
a. Montrer que F est stable par f si et seulement si F est stable par f.
b. Montrer que Ker(f — id gn) et Im (f — id gn ) sont supplémentaires orthogonaux dans R™.

c. Soit (u7,---,up) une famille libre de vecteurs de R™ et, pour tout k € [[1;p], soit sy la réflexion par

rapport & Hy = Vect(uy ). Montrer que Im (s7------ osp —id gn) = Vect(ug,---,up).

Centrale Mathsl PSI 2025 Benjamin Lucante (note 12)

n
Soit P = Y axX® € R[X].
k=0

a. Calculer P?(X). En déduire que — %4 >
o<pgsn P T A +1

T, s .
b. Pour k € Z, calculer fo et*tdt. En déduire la valeur de fo [P(ett)|%dt.

1 lus . .
c. Pour Q € CI[X], montrer que f_1 Q(x)dx = —i fo Q(ett)ettat.

1

—_— eM R) (matrice de HILBERT).
i+j+1)o<i,j<n nt1(R) ( )

Pour n € N*, on note H,, = (
~ —~ n
Pour X € Mn41,1(R) tel que XT = (xo -+ xn), on lui associe le polynéme X défini par X : t = > xpt*.
k=0
1
d. Pour X € M 41,1(R) tel que XT = (xo -+ xn), calculer X"H,,X en fonction de fo X(t)?dt.

++

e. En déduire que H,, € St

(R) et que sa plus grande valeur propre est strictement inférieure & .
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Centrale Mathsl PSI 2025 Adrien Richard et Keanu Toofa (note 13 et 16)

0 «-v .- 0 1
. . 5
Soit n € N* et A,, = : : :
0 «-o .- 0 n—1
1T 2 - n-1 n

a. Soit M € My, (R) une matrice symétrique et A une valeur propre complexe de M associée & un vecteur

propre Z # 0 € My, 1(C). Montrer que A € R. Indication : calculer Z'Mz.

b. Calculer Tr (A,,) et Tr (A2).

c. Déterminer les valeurs propres de A, et une base de R™ formée de vecteurs propres de An,.

Mines PSI 2025 Titouan Leprétre II (note 15)

Soit n € N*| A € M,,(R) diagonalisable et M = (IA I/:)
n

a. La matrice M est-elle diagonalisable ?

b. Trouver les éléments propres de M en fonction de ceux de A.
Mines PSI 2025 Syuma Louette I et Antoine Meron I (note 11 et 11)
2 +oo 2
Soit @o : R — R définie par ¢o(x) = e * . On rappelle que f e X dx = /.
—0o0
2 L, +o0 .2
On pose, pour (P,Q) € R[X]*, la quantité (P|Q) = f P(x)Q(x)e™™ dx.
—oo

a. Montrer que Vn € N, 3H, € RX], ¢ V(%) = (—1)™Hn(x)@o(x).
b. Déterminer le degré et le coefficient dominant de H,.

. Montrer que (P,Q) — (P|Q) définit un produit scalaire sur R[X].

¢l

d. Montrer que Vn € N*, VP € R[X], (P|Hn) = (P/|Hn_1).
e. En déduire que la famille (Hn )nen est orthogonale.

f. Pour tout n € N, déterminer ||Hn||%.

g. Convergence et somme, pour (r,x) € R de 3 #Hn(x).
n>o0 n.

Mines PSI 2025 Benjamin Lucante II (note 15)

Pour n € N* et A,B deux polynoémes a coefficients réels tel que deg(B) = n + 1, on définit sur Ry [X]

Papplication ® qui & P € R,,[X] associe le reste de la division euclidienne de AP par B.

a. Montrer que ® est un endomorphisme de R, [X].

b. On suppose que B est un polynéme scindé a racines simples. Trouver un produit scalaire sur Ry [X] qui

rend I’endomorphisme ® autoadjoint. Que peut-on en déduire ?

c. Pour a € R, on pose B = (X — a)™"'. Que dire de la diagonalisabilité de ® ?
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Mines PSI 2025 Paul Lanardoune I (note 8,5)
1
Soit E = R[X] muni du produit scalaire (P, Q) —< P,Q >= j;) P(1)Q(t)dt.

Soit d € N, A et B deux polyndmes de E tels que deg(A) = deg(B) = d et ||A|| = ||B|| = 1.

On définit alors ¢ : E — E par ¢(P) =P — < A,P > B.

a. Soit un entier N > d, montrer que Ry[X] est stable par ¢.

On note alors N la restriction de Ry[X] dans Rn[X] de o.

b. Trouver & quelle condition nécessaire et suffisante ¢ est bijective. Calculer ¢ ' dans ce cas.
c. Trouver a quelle condition nécessaire et suffisante @4 est diagonalisable.

d. En supposant ¢4 diagonalisable, pour P € Rq([X], quelle est la nature de la suite (¢*(P)), en ?

Mines PSI 2025 Bilal Mrani I (note 17,5)
Soit E un espace euclidien de dimension n, B une base orthonormale de E.
On dit que u € £(E) est un endomorphisme antisymétrique si Vx € E, (u(x)[x) = 0.
a. Donner un exemple non trivial d’endomorphisme antisymétrique dans R?, dans R3.
b. Pour u € £(E), montrer que u antisymétrique <= Mat 5 (u) antisymétrique.
c. Donner une condition suffisante sur I’entier n pour que tous les endomorphismes antisymétriques de E ne
soient pas bijectifs.
d. Est-ce que cette condition suffisante est aussi nécessaire ?
e. Que dire d'un endomorphisme antisymétrique diagonalisable ?
f. Le carré d’'un endomorphisme antisymétrique est-il diagonalisable ?
g. Si E = R3 et u € £(R3) antisymétrique, montrer que 3w € E, ¥x € E, u(x) =w Ax.
Identifier —u? dans le cas ot le vecteur w est unitaire.

h. Montrer que si u € £(E) est antisymétrique, rang (u) est pair.

Mines PSI 2025 Amaury Viaud II (note 13)
Soit E un espace euclidien de dimension n et u € £(E).

n
Pour une base orthonormée B = (v1,---,vn) de E, on pose a = > |[u(vi)]|*.

a. Montrer que a ne dépend pas de la base orthonormée choisie dans E.
b. Calculer a si u est autoadjoint.

c. Calculer a si u est une isométrie.

CCINP PST 2025 Lucie Frémaux II (note 19,11)

a. Montrer que tout polynome P € R[X] de degré impair admet au moins une racine réelle.

b. Soit n € Net A € SO2n+1(R). Montrer que 1 est valeur propre de A.
b. Soit n € Net A € On(R)\ SOn(R). Montrer que —1 est valeur propre de A.

CCINP PSI 2025 Timéo Nivelle I (note 20)

1 2 2
a. La matrice M = | 2 1 2 | est-elle symétrique définie positive ?
2 21

2
b. Pour quelles valeurs de o« € R la matrice Ay, = 2 | est-elle définie positive ?
o

NN R
NR N
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CCINP PST 2025 Adrien Richard IT (note 19,1)
Soit un espace préhilbertien E, un entier n € N* et une famille de vecteurs unitaires (e, ---,en) tels que

n
Ton ait Vx € E, [|x]|2 = 3 (x|ex)?.

a. Montrer que (eq,- -, en) est une famille orthogonale.

b. Montrer que E est de dimension finie n.

Mines-Télécom PSI 2025 Rose Boudjenah II (note 15)

Soit E = R[X] et, pour (P,Q) € E?, on pose (P|Q) = f1] ]}?Qi(tz)dt.
- —t

a. Montrer que (P,Q) — (P|Q) est bien défini et que c’est un produit scalaire sur E.
b. Montrer qu'’il existe une unique suite (T )nen € EN telle que ¥n € N, V0 € R, T, (cos(0)) = cos(nd).
c. Déterminer le degré et le coefficient dominant de Ty, .

d. Montrer que (Tn)nen est une famille orthogonale et calculer ||T,|| pour tout n € N.

Mines-Télécom PSI 2025 Maxime Felgate I (note 13)

x 1 0
Soitxe RetA=|1 0 -1
0 -1 X

a. Montrer que A est diagonalisable.

b. Montrer que pour toutes les valeurs propres A de A, le sous-espace propre associé est une droite et trouver
un vecteur propre de A associé a A en fonction de A.

c. Trouver les valeurs de x pour lesquelles A n’est pas inversible et donner alors ses éléments propres.

Mines-Télécom PST 2025 Anthony Peillex I (note 13)
Soit n € N* et H={M € M, (R) | Tr (M) = 0}.
a. Quelle est la dimension de H ?
b. Déterminer H+.

c. Calculer la distance de I,, a H.
Soit A = (ai,j)i<ij<n € Mn(R), B = (bij)1<i,jxn € Mn(R) et C=AB = (ci,j)1<ij<n-

d. Donner une majoration de ciz’]- et en déduire que ||AB]| < ||A]] [|B]]-

Mines-Télécom PSI 2025 Louise Poully-Tarin I (note 20)
Soit E un espace euclidien et f € O(E).
a. Montrer que Ker(f —idg) = Im (f —id g)*.
b. On suppose que (f —id g)? = 0, montrer que f = id g.

Saint-Cyr PSI 2025 Timéo Nivelle I (note 18)

n
Soit (e, - -, en) une base quelconque d’un espace euclidien E et f : E — E définie par f(x) = Y (ex|x)ex.
k=1
a. Montrer que f est autoadjoint a valeurs propres strictement positives.

b. Montrer qu’il existe g € STT(E) tel que g? = f~'.

c. Montrer que (g(e1), -+, g(en)) est une base orthonormale de E.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

ENS Cachan PSI 2025 Thédore Bélicard et Maxime Plottu (note 7,5 et 10)

Pour un entier k € N*, on dit qu’une variable aléatoire réelle Y est k-divisible s’il existe des variables aléatoires

réelles X1, -+, Xy indépendantes et suivant toutes la méme loi telles que Y et Xk: X;i suivent la méme loi.
i=1

On dit que Y est infiniment divisible si elle est k-divisible pour tout entier k € N*.

a. Soit Y et Y’ deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois de PoI1ssoN de

parametres A > 0 et A’ > 0. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y 4+ Y’.

b. En déduire que si Y suit la loi de POISSON de parametre A > 0, alors Y est infiniment divisible.

Soit un entier n € N* et Y une variable aléatoire n-divisible (avec Y = X3 + -+ + X;,) telle qu'il existe un
réel A >0 tel que P(Y € [-A;A]) = 1.

b

c. Montrer que Vi € [[1;n], ]P’(X;L € [— o %D =1.

2
d. En déduire que Vi € [1;n], V(X;) < A—z, puis une majoration de V(Y).

3

e. Qu’en déduire si on a une variable aléatoire Y infiniment divisible et & support borné ?
f. Soit Y qui suit la loi de BERNOULLI de parameétre p €]0;1[. Montrer que Y n’est pas k-divisible si k > 2.

g. Soit p €]0;1[, n € N* et une variable aléatoire Y qui suit la loi binomiale de parametre n et p.

Pour quelles valeurs de k € N* la variable aléatoire Y est-elle k-divisible ?

ENS Cachan PST 2025 Lorenzo Contarino (note 7,5)

Soit n € N* on dit que A € My, (R) est simple si VA € Sp(A), dim(Ex(A)) =1.

A

Soit n € N* et M € My 41(R) symétrique qu’on écrit M = (bT

E) avec A € Mn(R),be R" et c € R.

a. On suppose que M n’est pas simple, montrer qu’il existe un vecteur propre v de M tel que v, 117 = 0. En

notant A la valeur propre de M associée a v, montrer que A est aussi valeur propre de A.

b. En déduire que si M n’est pas simple, il existe un vecteur propre de A orthogonal a b.

2 0 0 Xj
0 1 X5 Xz N . .. .4 .
On pose N = o X 1 x ou X1, X2, X3, X4, X5 sont des variables aléatoires indépendantes suivant
5 — 3

X1 X2 X3 X4
toutes la loi de BERNOULLI de parametre p €]0;1].

c. On pose B = “N est simple”. Montrer que P(B) > 3p3 — 2p%.
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ENS Cachan PST 2025 Paul Lanardoune (note 7,5)

Pour tout l'exercice, les variables aléatoires réelles (V.A.R.) sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

a. Soit X une V.A.R. telle que X(2) C N et Gx sa fonction génératrice associée. Montrer que R > 1.
b. Montrer que si E(X) < 1, I'équation Gx(x) = x n’admet pas de solution sur [0;1[.
c. Montrer que si E(X) > 1, "équation Gx(x) = x admet une unique solution sur [0;1].

d. Soit n € N*, A € R et Xq,---,X;, des V.A.R. indépendantes suivant la loi de BERNOULLI de parametre
n
pn =2 €]0;1[. On pose Y, = > X;. Calculer Gy,, puis Gy, . Déterminer lim Gy, (x). Qu’en déduire ?
n i=1 n—-+oo

Soit (Xi)ien+ une suite de V.A.R. & valeurs dans N, indépendantes et suivant toutes la méme loi et Y une
Y
V.AR. & valeurs dans N* indépendante des X;. On pose Z = >_ X;j.
i=1
e. Déterminer Gz en fonction de Y et Xj.
f. En déduire que E(Z) = E(Y)E(Xy).
g. Lors d’une ponte, un magicarpe pond un nombre aléatoire d’ceufs suivant la loi de POISSON de parameétre

A > 0. Ensuite, chaque ceuf a une probabilité o €]0; 1] d’éclore. Quelle est la loi du nombre d’ceufs éclos ?

ENS Cachan PST 2025 Syuma Louette et Magél Orduna (note 5 et 16,25)

a. Dans une urne avec a boules noires et b boules rouges, on tire successivement sans remise toutes les

boules de cette urne. Combien y a-t-il de combinaisons possibles ?

On considére maintenant une urne avec 2N boules dont n > 2 boules rouges et 2N — n > 2 boules noires.
On tire successivement et sans remise deux boules a la fois dans cette urne. On note X le nombre de fois ou
I’on tire deux boules rouges.

b. Sin > N, déterminer P(X > 1).

c. Majorer X.
On suppose pour la suite que n est pair et on définit les deux évenements A = “on tire deux boules rouges
sur les n/2 premiers tirages” et B = “on tire deux boules rouges sur les (n/2) — 1 premiers tirages puis les

deux tirages suivants tirer une boule noire et une boule rouge”.
d. Est-ce que A et B sont équiprobables 7
e. Si k € Nest tel que k < N, calculer P(X = k).

2
f. Soit A €]0;1[ et n = |AN], montrer que E(X) ~ A™N
N—o+oco 4
g. Calculer E(X).

ENS ULM/Cachan PSI 2025 Clément Rebola (note 10)
Soit pour les deux prochaines questions f : R} — R convexe et tog € R%.
a. Montrer qu'il existe une fonction g : t — at 4 b telle que Vt € R%, g(t) < f(t) et g(to) = f(to).
b. Soit Z une variable aléatoire positive, on suppose que E(f(Z)) est finie. Montrer que Z est d’espérance
finie et que 'on a la majoration f(E(Z)) < E(f(2)).
Soit X une variable aléatoire positive. On pose Ux(t) = In (E(e'X)).
c. Calculer ¥x(t) sit € R et X suit la loi de POISSON de parameétre A > 0.

Pour 6 € R, on pose ®x(8) = Sup (t8 — ®x(t)).
teRy
d. Montrer que ®x est convexe et positive.

e. Montrer que ®x(E(X)) = 0.
f. Montrer que ®x est croissante sur | — oo; E(X)] et décroissante sur [E(X); +o0].
g. Calculer ®x(0) pour 0 € R si X suit la loi de POISSON de parametre A > 0.
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Centrale Mathsl PSI 2025 Théodore Bélicard (note 14)

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et (An)nen une suite d’événements mutuellement indépendants.

a. Rappeler la propriété de continuité monotone.

+o0o N “+o00 N
b. En déduire que IP’( U An> = NE)TOO ]P’( U An) puis que IP’( U An) =1- Nl—ifl-loo ( H P(An)).
n=0 n=0 n=0 n=0
—+oo
c. Montrer que IP’( U An) =1<= > In(P(A,)) diverge.
n=0 n>0
+oo
d. Montrer que ]P( U An> =1<= > P(A,) diverge.
n=0 n>0
Centrale Mathsl PSI 2025 Ana Galharret (note 11)
Soit n € N*, Xy,---, X, des variables aléatoires sur le méme espace probabilisé telles que les Xi2 admettent

V(X7) Cov(X1,X2) - Cov(X1,Xy)
Cov(X2,X1) V(X2) :
une espérance finie, et Rx = :
Cov(Xn—1,Xn)

Cov(Xn, X1) e <o Cov(Xny Xn—1) V(Xn)
a. Donner la définition d’une matrice symétrique positive et en donner une caractérisation par son spectre.

b. Montrer que Rx est bien définie 7et que Rx € S (R).
c. A l'aide de la question précédente, montrer que |Cov(X1,X2)| < v/ V(X1)v/ V(X2).

Centrale Mathsl PSI 2025 Antoine Meron (note 14)
On considere une urne contenant N € N* boules rouges. On tire successivement des boules dans cette urne
selon le protocole suivant :
e si on tire une boule rouge, on la retire et on la remplace par une boule verte.
e si on tire une boule verte, on la remet dans I'urne.
On définit les variables aléatoires (avec n € N) :
e X, le nombre de boules rouges a I’issue du n-ieme tirage, donc par construction Xo = N.
e Y le nombre de tirages nécessaires pour enlever toutes les boules rouges, avec la convention Y = 0 si

ce tirage n’arrive jamais.

a. Montrer que Yn € N, Vk € N; P(Xp41 =%k) = NN N=kp(x, k)+kNi]IP’(Xn =k+1).
b. Trouver une relation entre E(X;4+1) et E(Xy,). En déduire la valeur de E(X;,) en fonction de n et N.
c. Calculer lim P(Xn >1)et lim M
n—+oo N—=+co N
n
d. Montrer que ( ﬂ , puis en déduire la valeur de P(Y = 0).

Mines PSI 2025 Amjad Belmiloud I (note 13)
On considere une loterie avec un gain G a partager équitablement entre les gagnants sachant que chacun des
n + 1 participants a une probabilité p €]0; 1] de gagner.
a. Calculer I'espérance de la somme des gains de tous les joueurs.

b. Calculer 'espérance du gain d’un joueur particulier.
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Mines PSI 2025 Paolo Bois-Rolet I (note 13)

Soit une suite de variables aléatoires (X )nen+ indépendantes suivant la loi de BERNOULLI de parametre %

On définit alors la variable aléatoire Y telle que :
e Y = 0 g’il n’existe aucun indice n € N* tel que X;, = X 41 = 1.

e Y =Min{n € N* | X;, = Xpn41 = 1} sinon.

Soit aussi ’évenement C,, tel que C,, = “la liste (Xj,---,Xn) ne contient pas deux 1 d’affilée”.
a. Montrer que Yn € N*, P(Y=n+2) = %
b. Montrer que Vn > 3, P(Cy) = IP(C;_1) + P(Cz_z).

c. Déterminer expliciter P(Y =n) pour n € N*. En déduire la valeur de P(Y = 0).
d. Calculer E(Y).

Mines PSI 2025 Adrien Courmont I (note 15)

Soit un entier n > 2, une urne avec n+1 boules blanches ou noires. Le nombre de boules blanches initialement

dans 'urne est noté Xo, c’est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [[1;n]. On tire indéfiniment
dans I'urne selon le protocole suivant dit de “ tirage-remise” : on tire deux boules simultanément.
e Si les deux boules sont de méme couleur, on les remplace par une boule noire et une boule blanche.
e Si elles sont de couleurs différentes, on les remet dans 'urne.

Pour tout k € N*, on note Xy le nombre de boules blanches apres la k-ieme opération de “tirage-remise”.

a. Par un argument de symétrie, montrer que E(Xy) ne dépend pas de k.
On note, pour k € N, le vecteur colonne Uy € My, 1(R) donné par U] = (P(Xx =1) --- P(Xx =n)).
b. Déterminer une matrice A € M, (R) telle que Vk € N, Uy41 = Alx.

c. Montrer que la suite (A¥)yey converge.

Mines PSI 2025 Syuma Louette II (note 11)
Soit A € M3([[1;9])) de sorte que tous les entiers entre 1 et 9 sont dans la matrice A.

Déterminer la probabilité que det(A) soit impair.

Mines PSI 2025 Jules Mérillou IT (note 14,5)
Soit A et B deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi de POISSON de parametre A > 0 et I’équation
différentielle (Ew) : y” 4+ (A(w) — 1)y’ + B(w)y = 0.

Calculer la probabilité pour que les toutes les solutions de (E,) tendent vers 0 en +oo.

Mines PSI 2025 Antoine Meron II (note 11)

Soit n € N*, on considére une urne avec n boules numérotées de 1 a n. On tire sans remise les boules dans

I'urne tant que les numéros sont tirés dans l'ordre croissant. On note X la longueur de la suite croissante.
a. Déterminer la loi de X.

b. Calculer la valeur de E(X) et en déduire la limite de E(X) quand n tend vers +oc.
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Mines PSI 2025 Timéo Nivelle II (note 15)
Soit (Xk)xen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi de BERNOULLI de
n

parametre % Pour n € N* on pose S;, = Y Xy et on définit T,, par :
k=1

o T, = Min{k € N* | Sy =n} si ce minimum existe.
e T,, = 400 sinon.

a. Pour p € N*, développer — 1 en série entitre.

(1=x)?
b. Quelle est la loi de T, 7
c. Pour p € N*| développer 1 en série entidre.
(2=x)P
Mines PSI 2025 Mail Orduna I (note 17)
Pour n € N*, on note Sy, I’ensemble des permutations (bijections de [1;n] dans [1;n]) de [1;n].
Pour A C [[1;n] de cardinal k, on définit xa : Sn — {0,1} par xa(o) = 1si o([[1;k]]) C A et xa (o) = 0 sinon.
a. Donner la loi de xa .
b. Soit B une partie de [[1;n] telle que B ¢ A et A ¢ B. Calculer P(xa =1,x =1).

Les variables aléatoires xa et xg sont-elles indépendantes ?
Soit A C P([1;n]) tel que V(A,B) € A%, A #B=> (BZ A et A ¢ B).

c. Onpose Y= > xa. Que peut-on dire de la variable aléatoire Y ?
AEA

n
d. En déduire que card (A) < ( )
W= 2l
Mines PSI 2025 Maxime Plottu I (note 13,5)
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parametre p €]0;1[ et
M= <>\§ ;) On note U (resp. V) la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de M.
a. Quelle est la probabilité que M soit inversible ?
b. Calculer Cov(U, V).
c. Est-ce que U et V sont indépendantes ?

d. Calculer E(Z) ou Z = Max(X,Y).

Mines PSI 2025 Adrien Richard IT (note 5)
a. Soit A € M, (C), montrer que (A nilpotente) <= (det(A) = Tr (A) = 0).

Soit X1, X3, X3, X4 quatre variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de POISSON de parametre

(X3 X2
A > 0. OnposeA(X3 X4)'

b. Quelle est la probabilité p que A soit nulle ?
c. Quelle est la probabilité q que A soit nilpotente 7

d. Donner un développement limité de q quand A tend vers 0.
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CCINP PSI 2025 Florian Allard I (note 20)
Soit e € R et A €]0;1] tels que (1+ o)A < 1, pour tout entier n € N*, on définit p, la probabilité pour une

famille d’avoir exactement n enfants et on suppose que pn, = aA™.
On note p la probabilité d’avoir un garcon et g = 1 — p celle d’avoir une fille.

a. Trouver la probabilité py pour une famille de n’avoir aucun enfant.

—+o0
b. Montrer que Yk € N, ¥x €] — 1;1], ﬁ =5 (LL)x“_k.
- X n=%k

c. Pour k € N, quelle est la probabilité pour une famille d’avoir exactement k gargons 7

d. Quelle est la probabilité pour une famille ayant au moins un enfant d’en avoir au moins deux ?

CCINP PSI 2025 Timéo Nivelle I (note 20)

Soit n € N* on considére une urne contenant des boules numérotées de 1 a n et une échelle graduée de 0 a

n sur laquelle se déplace un jeton initialement en position X¢ = 0.

On effectue des tirages indépendants avec remise dans I'urne. Avant d’effectuer le p-ieme tirage pour p € N*,

on note X,_1 la position du jeton sur I’échelle. Au p-ieme tirage, on note Ny, le numéro de la boule tirée et :
® S5i N, < Xp_1, le jeton va en X,_7 — 1 de sorte que X, = Xp—1 — 1.
® Si Ny > Xp_1, le jeton va en X,_7 + 1 de sorte que Xp = Xp_1 + 1.
a. Pour p € N, déterminer X, (£2).
b. Pour p € N, exprimer P(Xp41 = 0) (resp. P(Xp41 =n)) en fonction de P(X, = 1) (resp. P(Xp, =n—1)).
c. Pour k € [1;n — 1] et p € N, exprimer P(Xp41 = k) en fonction de P(X, =k —1) et P(X, =k +1).

On note Gy, la fonction caractéristique de la variable aléatoire Xp.

d. Pourquoi Gy est-elle définie sur [—1;1] ? La fonction Gy, est-elle polynomiale ?
e. Montrer que Vt € R, Gp41(t) =tGp(t) + %G{,(t).

f. Montrer que Vp € N, E(Xp41) =1+ (1 — %) E(Xp).

g. En déduire E(X;) en fonction de p puis déterminer lim E(X,). Commenter.
p—+o00

CCINP PSI 2025 Louise Poully-Tarin I (note 15,27)

On considere une urne a n > 2 boules. On réalise des tirages avec remise.

On note Xy, le premier rang tel qu'une autre boule que la premiere soit tirée.
a. Montrer que X, est une variable aléatoire discrete et déterminer la loi de X,,.

b. Montrer que X,, admet une espérance finie et la calculer. Trouver 1111 E(Xy). Interpréter.
n—+oo

Soit Yy, le premier rang tel que toutes les boules de 'urne aient été tirées au moins une fois.
c. Déterminer la loi de Y;.
d. Soit j € Y3(Q), calculer P(Y3 =j|X3 = 1) pour i > 2.

e. En déduire la loi de Y3.
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CCINP PST 2025 Adrien Richard I (note 19,1)
On lance indéfiniment une piece équilibrée (pile ou face) et on note Y le numéro du premier lancer donnant
pile et X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir la séquence pile-face.
a. Déterminer la loi de Y. Donner E(Y).
b. Déterminer la loi conjointe de (X,Y).
c. En déduire la loi de X.
d. Calculer, pour x €] — 1; 1], la valeur de %O:o k(k — 1)x*2.

k=2
. Calculer E(X). Puis V(X).

o}

Mines-Télécom PSI 2025 Gaspard Girard II (note 14)

Soit une variable aléatoire réelle X, on dit que X est presque stirement bornée si AM € Ry, P(|X| > M) = 0.

a. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles presque siirement bornées, montre que X + Y 'est aussi.

b. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, caractériser sur sa fonction génératrice Gx le fait que X
est presque strement bornée.

c. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N telles que X 4Y est presque stirement

bornée et X +Y ~ B(n,p) avec n € N* et p €]0; 1[. Montrer que X et Y suivent aussi des lois binomiales.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

Centrale Mathsl PSI 2025 Paolo Bois-Rolet et Louise Poully-Tarin (note 13 et 10)
Soit f: (x,y) = ch(y) sin(x) — sin(y)ch (x) et A = {(x,x) | x € R* }.

a. Montrer que f est de classe C? sur (R7)?%.

-

b. Montrer que les points critiques de f sur A sont des (xn,Xn) Ol Xn, € }mr + %; nm -+ % [ pour n € N.

c. Caractériser les extrema locaux de f qui appartiennent a A.

Centrale Maths1 PST 2025 Paul Lanardoune (note 13)

Soit g : Ry — R continue et h: Ry — R définie par h(x) = fox sin(x — t)g(t)dt.

a. Montrer que h est de classe C? sur R, et exprimer h”(x) en fonction de h(x) et g(x).
b. Résoudre sur R, ’équation (E) : y”" +y=g.

X
c. Soit a € Ret f: Ry — R continue telle que Vx € Ry, f(x) < a+ fo f(t)dt.

Montrer que Vx € Ry, f(x) < ae*.

1
y +ty = g
d. Soit A € R* et @, solution sur Ry du probleme de CAuCHY y'(0) = .
y(0) = 0

Montrer que @, est lipschitzienne.

Centrale Mathsl PSI 2025 Finlay Menzies (note 11)

n n
Soit n € N*, on définit f: R™ — R par f(x7, -, xn) = ( > xk) exp (— > xﬁ)
k=1 k=1

a. Trouver les points critiques de f. On note a,, celui dont les coordonnées sont toutes strictement positives.
b. Montrer que f admet un extremum local en ar,.
c. Que se passe-t-il en les autres points critiques ?

d. Montrer que  lim  f(x) =0.

[1x[]2 =00

e. Montrer que f admet en a,, un maximum global.

Centrale Maths1 PST 2025 Jules Mérillou (note 14)

1
Soit @ : R? — R définie par ¢(x,y) = L1 [t—x|[t—y|dt, C = [-1;1]2 et T= {(x,y) € R? | -1 <x <y < 1}.

a. Montrer que ¢ est continue sur C.

b. En déduire que p = Min (@(x,y)) existe.
(x,y)eC

3
c. Montrer que V(x,y) €T, @(x,y) = % + 2xy + %

d. Montrer que ¢ admet sur T un minimum en un point intérieur a T.
e. Déterminer la valeur de p.
f. En déduire les extrema de ¢ sur RZ.
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Mines PSI 2025 Lucas Balanger II (note 11,5)
On considere I'équation différentielle (E) : x?y’ +y = x2.
a. Montrer qu’il n’existe aucune solution de (E) qui soit développable en série entiére au voisinage de 0.

b. Montrer qu’il existe une unique solution yo de (E) sur R*% qui admette une limite finie en 0.

c. Résoudre (E) sur R.

Mines PSI 2025 Paolo Bois-Rolet II (note 13)

Soit la fonction f : R? — R définie par f(x,y) = (142 cos?(mx)) (1 —e Y’ )+sin(mx) et la surface représentative
de f associée définie par S = {(x,y,f(x,y)) | (x,y) € R?}.
a. Y a-t-il des points critiques de f sur R? ? Si oui, les caractériser.

b. Déterminer le plan tangent a S en le point (1,1, (1,1)).

Mines PSI 2025 Finlay Menzies 11 (note 7,5)
Soit f: R? — R définie par f(x,y) = x* In(x* +y?) si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.
a. Montrer que f est continue sur R2.
b. Est-ce que f est de classe C' sur R? ? Indication : considérer y = x2.

c. Montrer que f admet un minimum sur R? et le déterminer.

Mines PSI 2025 Etienne Offant II (note 9)
Soit (a,b) € R?, on considére ’équation différentielle (E) : y” — 4y = a|t| + b. Montrer qu’il existe une

unique solution y de (E) sur R qui soit de classe C2 sur R et qui admette des asymptotes en +oo.

CCINP PSI 2025 Finlay Menzies I (note 9,23)
2 2
Soit f: R? — R définie par f(x,y) = %73) si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.
x Yy
a. BEtudier la continuité de f sur R2.
b. Calculer les dérivées partielles premieres de f sur R2.
c. La fonction f est-elle de classe C' sur R2.

d. Calculer les dérivées partielles seconde de f en (0,0). Qu’en déduire sur la fonction f ?

Mines-Télécom PSI 2025 Anthony Peillex II (note 13)

a. Montrer que g : x — xe'/* + e* est une bijection de ] — 00;0[ dans | — co; 1[. Résoudre g(x) = 0.
Soit f: R? — R définie par f(x,y) = xeY + ye*.
b. Quels sont les points critiques de f ?

c. f admet-elle un extremum local 7 Un extremum absolu ?
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