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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

a. Pour t > 0 et n € N, la fonction gn,¢ : x — x™e 2 est continue sur R et elle est paire si n est pair

et impaire si n est impair. Par conséquent, g, ¢ est intégrable sur R si et seulement si elle I'est sur R,.
2

—tx .
Comme gn t(x) = o( 1 ) par croissances comparées car t > 0 et lm x n+2e772 - =0, la fonction gn,t €st
J +oo \x?2 x—-+00 ’

intégrable sur Ry et my(t) existe. Ainsi, la suite (mn(t))nen est bien définie.

b. Comme la fonction gon1,¢ est impaire, on a Vn € N; man41(t) = 0. Posons, pour la suite de I'exercice,

+o0o —tx +oo
pn(t) = f x™e ™ 2 dx qui existe d’apres a.. Comme on connait 'intégrale de GAUSS f;) e Wdu = Vn

0 7’
en effectuant le changement de variable x = \[— ¢ (u) avec @ qui est une bijection strictement croissante
+oo —tx?
de R, dans Ry et de classe C', il vient po(t) = J; e 2 dx = V2 f e W du = /%. De plus, on a
+oo  —tx? —tx? 7400
directement p1(t) = e 2 dx = [f 1e=2 ] =1
= J, o " t ot
s —tx? +o0 —tx
Pour n € N et t >0, on pose up : x — 7 etvixr—e 2 danspn(t):fo x"e” 2 dx avec u, et v
n
qui sont de classe C' sur R et telles que w, (0)v(0) = liT un (x)v(x) = 0 par croissances comparées. Ainsi,
X—+00
PR . +o0 +o0 —tx?
par intégration par parties, pn(t) =0 — fo Vi(tun(t)dt = - i 71, X"2e T2 dx = - ]pn+2( ).

Pour 'expression de pn (t) en fonction de n, traitons deux cas :

e Sin =2k est pair avec k € N, pn(t) = pak(t) = =— 1

p2k—2(t) puis, par une récurrence classique,

t
k. k
o — Zk)! ka(t) 1/1 T
1 t t :( M) £) = T d ~ —( ) I,
itvient pai(t) = { 11 55— Jpo(t) = 57, 5 dome 55,5 2t) /2t
e Sin = 2k + 1 est impair avec k € N, pn(t) = paxt1(t) = z—kka 1(t) puis, par récurrence,
k . k k
_ 2i _ 2%k Parti(t) _ 2k k!
on a t) = ( —) t) = donc = et, avec STIRLING,
P2ic1(t) 1155 )p0 = e k+10)! 2T 2K+ )
pak+1(t) 25 V2mk kke? donc pakt1(t) 1 e® N (1 % E)l(l>k
(2K 4 1)! o0 VA (2k) ZKeF T (2k) 2k +1)! +0 22 7ot e i Jala)
—tx? +0 n
c. La fonction gt : x — e~ 2 e est bien définie sur R et, comme on sait que Vx € R, e* = > X—' on a
n=o0 M
400 . —tx? +o0 n o —tx?
ge(x) = 30 *5e7 2 = 3 hn(x) en posant hy 1 x — e 2
n=0 M- n=0 n.

(Hy) La série de fonctions Y h, converge simplement vers g, sur R d’apres ce qui précede.
n=0

(Hz) Les fonctions h,, qui sont paires ou impaires en fonction de la parité de n, sont continues et

intégrable sur R cat hy,(x) =0 (iz) par croissances comparées.
oo \x

(H3) La fonction g est continue sur R.

+
(H4) La série > f [hn(x)|dx converge car f ~ [hn(x)]dx = an'(t) par parité de |[hn| et que,
n>o0 - n:

k k
d’apres la question précédente, 2p2(t) = O(l (l) ) et 2p2ics1 (1) = O(l (l) ), alors que
(Zk)! +o0 1\ 2t (Zk—F])! +o0 kI\2t

4



k
la série exponentielle > kl (—) converge (sa somme vaut e'/(?Y)). On pouvait aussi utiliser la
k=0

2pn(t) k2 _ Pak+2(t) _ 1

regle de D’ALEMBERT car si a,, = ,on a = = donc
& Y aze  (2k+2)(2k+ Dpa(t)  (2k+2)t
. azk+2 a2k+1 _ pak+1(t) _ 1
lim —=—= =0< 1 donc azi converge. De plus = =
k—+oo a2k kgo 2k & prus, aA2k_1 (Zk + 1)(2k)p2k_1 (t) (Zk + 1)’(
donc lim 22Xt — 0 < 1 donc > azk41 converge.
k—+4o00 A2k —1 k>0

+oo —txz +
Par le théoreme d’intégration terme a terme, g est intégrable sur R et f e 2 edx= ) f hn(t)dt
— 00 n= (o]

+oo  —tx? +oo
donc f e 2 efdx = ), Tl‘(LZn( ) _ Z p(zn()) car man4+1(t) = 0, ce qui donne, avec la question
—o° n=0
“+oo —tx? 1 27
précédente, f e Z e dx—Z\/7 =e2t |2,
oo t
d. La fonction gt est continue sur R, gt( ) = o(ex) alors que x — e* est intégrable en —oo donc, par
X——00
—tx? 2
comparaison, g¢ est intégrable en —oco. De plus, comme lim e~ 2 e?* =0car lim (Zx—ti) = —00, On
x——+00 x— 400 2

a gi(x) = o(e™™) alors que x — e™™ est intégrable en +oo donc, encore par comparaison, g¢ est intégrable

en +o00. Par conséquent, g est intégrable sur R.

L. —tx?
On écrit gi(x) =e” 2 e

tx? t 1\% 1
et x — 2% =1L (x — 7) + ot donc, par linéarité de l'intégrale, on

2
X eX+7_t2X
2 2 t

+oo —tx? doptoe Zt 1y . 1 :
a f e 2 eXdx=e2t f eZ 1) gx. Avec le changement de variable x = u + T P(u) avec P qui

— 00 — 00
est une bijection strictement croissante et de classe C' de R dans R, on a Iexpression déja trouvée a la

. o oo —tx? 1 ptoo —tu? a1 Ry
question précédente, f e 2 efdx=e2t f e 2 du=eZ2tmp(t) =e2t T
— 00 —0o0

a. Comme f” > 0 sur [0;1], ' est strictement croissante sur l'intervalle [0;1] donc, comme '(0) > 0, f est

strictement positive sur [0;1]. Ainsi, f est strictement croissante sur [0;1] donc, comme elle y est continue,
elle réalise une bijection strictement croissante de [0;1] dans [f(0);f(1)]. Comme 0 €]f(0);f(1)[, par cette
bijection, il existe un unique z €]0; 1] tel que f(z) = 0.

b. Puisque f est strictement croissante sur [0;1], que a €]z;1] C [0;1] et que f(z) =0, on a f(a) > f(z) = 0.

La tangente T4 & I's au point My = (a, f(a)) est d’équation cartésienne Tq : y = f(a) +f'(a)(x — a) = tq(x).

Pour M = (x,y) € RZ, M €T, N (Ox) <= (y =0 ety =f(a) + f(a)(x — a)) <= (x:a— fla) ety:O),

f'(a)
ff/((a)) < a car f(a) > 0 et f'(a) > 0. De plus, comme la fonction
a

f est strictement convexe sur [0;1], on a f(x) > tq(x) pour x € [0;1] \ {a} donc f(xp) > tq(xo) = 0 donc

d’ot1 l'unicité du point (xo, 0).

f(xo0) > 0 =f(z) d’olt xo > z car f est strictement croissante sur [0;1]. Par conséquent, xo €]z; al.

c. Comme x47 est a xn, ce que xp est a a, d’apres la question précédente, Vn € N z < xnq1 < xn < @
donc la suite (xn)nen est strictement décroissante et minorée par z donc elle converge vers € € [z;xo[ par
le théoreme de la limite monotone. En passant & la limite, par continuité de f et de f’, dans la relation

f(xn) . £(0)
= xn — btient ¢ = ¢ —
X4l = Xn Fxn)’ on obtien 7(0)

car f'(¢) > 0. Ainsi, f({) = 0 donc { = z d’apres a.. Ainsi, la

suite (xn)neN converge vers z.



2
d. Comme f est de classe C2 sur [0; 1] et que (xn,z) € [0;1]%, on |f(z) — f(xn ) — (z—xn)f' (xn)| < Ma(z — xn)”

2
par l'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE si on pose M2 = [[f"|| oo, [zixn] < [If”]]oo,0;1] = M qui existe car f” est
Y
continue sur le segment [0;1]. Ainsi, |f(xn) — (xn — 2)f' (xn)| < w
o / o N2 N2
Ainsi, xn41—z = xpn — f(xn) —z= (n = 2)f (xn) = f(xn) donc 0 < xp41—2 < M3 (xn — 2) M3 (xn — 2)

<
' (xn) ' (xn) 2f"(xn) 2my

en posant my = l?(/)liﬁx(f’ ) > 0 car f’ est continue donc est bornée sur le segment [0; 1] et y atteint ses bornes.

En posant M = ZM—Z >0, on adonc 0 < xny1 —z < M(xpn —2)2%.
mq

e. Cette inégalité s’écrit aussi 0 < M(xny1 —z) < (M(xn — 2))? donc encore 0 < uny1 < uZ en posant

_ 271
Un = M(xn —z). Par une récurrence simple, on aVn € N, 0 < up < u% donc 0 < xp, —z < w,
(M(xo —2))*
M
de f sur [z;1] donc sur [0;1], il faut d’abord commencer cet algorithme par une dichotomie pour rapprocher

qu’on peut aussi présenter sous la forme Vn € N, |x, — z| < Comme M ne dépend que

xo de z. Deés que xo est assez proche, de telle sorte que 0 < M(xo — z) < % par exemple, l'inégalité

n

(M(xo —2))
M

vne N, |xn —z| < traduit une convergence extrémement rapide de la suite (xn)nen vers z.

0710 0720

1xXn u Xi i z & ¢ Xnal u X1 i z 3 ¢ viron.
S est une approximation de z a 1 res, alors xn 41 est une approximation de z a 1 rés environ

C’est la méthode de NEWTON-RAPHSON pour la résolution numérique d’une équation f(x) = 0 avec des

conditions particulieres sur f.

a. Pour x > 0, la fonction gy : t > est continue sur Ry et g (t) o tlz donc, par comparaison
o0

S
14x"+t
aux intégrales de RIEMANN, gy est intégrable en +o0o donc sur Ry, et F(x) existe. De plus, par linéarité de
1
- 1 too V142 =1 [ ( : )Trw ;
l'intégrale, F(x) N fo . ( n )2 dt N Arctan N
V14+x2
dt

b. Pour n € N* et « € Ry, la fonction hy : t —
* " 14 n%n*sin’(t)

o T

est continue sur le segment [0; 7] donc I,
existe. De plus, comme Vt € {%, T [, hn(mt—t) = hy(t), par symétrie avec le changement de variable u = m—t
L, /2 7T /2 N s
dans la seconde intégrale, on a I, = f hn(t)dt + f hn(t)dt =2 f hn(t)dt. On considere l'intégrale
0 /2 0
1 ) NI 1
, C’est-a-dire t = Arct (—) =
tan() ir retan (- o(u)

avec @ qui est une bijection strictement décroissante et de classe C' de R% dans }O;%[, de sorte que

sur }O; %{ et on effectue le changement de variable u =

in2 2 2 1 1
2)du car sin“(t) = tan-(t)cos~(t) = —7 % T e
1
T+u

0

In=2f ‘X(X] 271(— 1 donc
Foo T4+ n%*m*(1 +u”) T+u

sin?(t) = ]Jr]uz = (1 +u?)7" et que o(u) = %— Arctan(u) donc ¢’(u) = —

question précédente, on a la relation I,, = 2F(n®/2n®/2) =

5. Ainsi, grace a la

T
V1 +n*me
c. Pour x € R, : R* — R définie par t) = ——————— est continue par opérations sur R* :
go: RY par gq(t) T s (0 par op t
1

.2
Sn;% f(\;l donc g_, se prolonge en 0 en posant g_»(0) = 7

e Si x> —2, alors t* sin?(t) Y t2+* donc 111(1)1+ t*sin?(t) = 0 et g, se prolonge en 0 en posant g (0) = 1.
t—

e Si o= —2, alors t*sin?(t) =



La fonction f : x

e Si x < —2, alors t* sin?(t) th—m donc 1112)1+ t*sin?(t) = +o0 et g, se prolonge en 0 avec g (0) = 0.
t—

7T
Dans tous les cas, g4 est intégrable en 0 car elle y est continue donc fo g« (t)dt converge.

: 1 1 Foo : « ‘s »
< > x < > . > 1
Sia <0, Vt > m t* < 1 done gu(t) > 1+sin2(t) > 5 donc fn ga(t)dt diverge “grossieremen
P la suite o« > 0. Soit Gy : [mr; +00o[— R définie par G4 f fx dt
renons pour la s ) : = )
P * gaclt 7 1+ t%sin?(t)
Par CHASLES, pour tout entier n € N*, on a Gy(nn) = n§_1 f(kﬂ)ﬁ —dt __ Posons, pour k € N*
) p I [0 = - ] —|—t“ 31n2(t) 9 p Y
f bm _ar Le changement de variable affine t +km (facile & justifier) transforme wy et
ug = . =u 3 3 u
K k7t 1+ t%sin? (1) & . k
” du .2 .2
U = car sin“(u+km) = sin“(u). Comme YVu € [0;7t], kn < u+kn < (k+1)m, on a
k j; 1+ (u—!—kn)“sinz(u) ( ) ( ) [ ) ] ( ) )

k® < (u+kn)® < (k+1)%2% donc 1+ k*7® sin?(u) < 14 (u+km)* sin?(u) < 1—|—(k—|—1)°‘7‘c°‘sin2( ). Par

n—1 n—1 n—1
croissance de l'intégrale, Iy = s < Gg(nm Ix. Comme
& kZ::1 " kZ::1 V14 (k4 1)omx a(nm) < ; V1 + Ko +k°‘71°‘ Z
I ~ %7 la série & termes positifs > Iy converge si et seulement si « > 2 par le crltere de RIEMANN.
oo KX/ 2/ k>1
Traitons deux cas :
n—1
e Sia <2, > Iy diverge donc hm Z Ix+1 = 400 dong, par minoration lim Gg(nm) = 400, ce
k>1 n—+oo K= n—-+oo
i la di de Vintégral f+°° (t)dt, d i 1a di de [
ui prouve la divergence de l'intégrale , donc aussi la divergence de — e
qui p g g 9« g o T s
+oo n—
e Si o >2, Y Iy converge, notons S = > Iy, on adonc Vn > 1, > Ix < S donc Gy(nm) < S et,
k>1 k=1 =

pour tout réel x > m, comme G est croissante car gy est positive, on a Gy(x) < Gu(|x] + 1)) < S

+oo too
donc les intégrales partielles étant majorées, f g« (t)dt converge donc fo ﬁ aussi.
7T s

+oo dt

Par conséquent, 'intégrale f ——= > converge si et seulement si « > 2.
q & 0 14 t%sin?(t) &

cos(x) est continue sur }O; %} et sur {%, +00 [ et f(x) ~ 1 donc f est intégrable en 0 ce qui

Vi 0 VX
1

71/2 +o00o
montre que fo f(x)dx converge donc Iy existe. Dans f P f(x)dx, on pose u : x — sin(x) et v : x 7
7T X

qui sont de classe C! sur [%;—i—oo[ pour avoir, par intégration par parties, comme lim u(x)v(x) = 0,

X——+00
51113(/2) dx. Comme g : x — TLS(/XZ) est continue sur [g, +OO[ et

+oo 4 R
fn/z f(x)dx est de méme nature que fn/l

que g(x) = = O( 3/2> g est intégrable sur {E; —1—00[ par comparaison et RIEMANN, ainsi I, existe.

b. Par concavité de cos sur {O; %} car cos”” = — cos < 0 sur cet intervalle, on a Vx € {O; %} , cos(x) = 1— 2x
T
- WA 2v/x N
car la courbe de cos est au dessus de ses cordes. Ainsi, 17 > o N dx qu’il suffit de calculer.
X T

(n+1)7+(7/2) cos(x)
Posons u,, = f
nr+(mt/2) \/;
donc, par critere spécial des séres alternées, > u, converge car (un)nen est alternée. Changement de
n=0
variable en découpant avec CHASLES..... et la somme de la série est supérieure a son premier terme qui est

dx pour n € N, alors (Jun|)nen est décroissante et tend vers 0 en majorant

négatif et qui vaut uy.

/2 cos(x)

+o0
c. Par définition, comme f dx et cos(x)
0 Vx

/2 \/x

7

+oo
dx convergent, 'intégrale f cos(x) dx converge
0 Vx



et on a I =17 4 I, toujours par définition.

2 = @(u) avec ¢ qui est strictement croissante, de classe C' et bijective de R%

En fait, en posant x = u
dans R?, on obtient, par changement de variable, I = 2 f;oo cos(u?)du = \/? ~ 1,25 car on retrouve une
intégrale de FRESNEL.

D’abord, pour tout polynéme P, la fonction x — |P(x)] est continue par morceaux sur R, par composition

donc la fonction fp : x + (—1)LPX)] Test aussi. Comme Vx € Ry, |fp(x)| = 1, bien sir que la fonction fp

n’est pas intégrable sur R . Traitons trois cas :

—+oo
e Si P = a est constant, fp est constante et vaut 1 selon la parité de |a] donc fo fp diverge.

e Si P =aX+b est de degré 1, prenons par exemple a > 0 (l'autre cas se traite de la méme maniere). En

posant u, = n-»b pour n > |b] + 1 = no, la suite (un)n>n, est positive, strictement croissante, tend
a
. . +oo x N .
vers +o00. Sion avait convergence de fo fp(x)dx, en notant Fp : x — j;) fp(t)dt la “primitive” de fp qui
+oo
s’annule en 0, la fonction Fp admettrait une limite finie notée I = fo (=1)PX) dx en 4-00. Par la relation
Un
de CHASLES, comme Fp(uny1)—Fp(un) = f tp (t)dt = £(uns1—un), onaurait lim (upg1—un) =0
Un n—+oo

—+oo
alors que Un41 —up = 1. NON ! On conclut que fo (—1)P™]ax diverge.
a

e Si deg(P) > 2, par exemple a = dom(P) > 0 (lautre cas est similaire), on a deg(P’) = deg(P) —1 > 1
et dom(P) = adeg(P) > 0 donc m P’'(x) = 400. De méme, lim P”(x) = 400 si deg(P) > 3 et

1 1
X—r+00 X—r+00
P’ = 2a > 0 si deg(P) = 2. Ainsi, il existe A € Ry tel que Vx > A, P'(x) > 0 et P”(x) > 0 donc P est
strictement croissante et strictement convexe sur [A; 4+oc[. Posons N = [P(A)] +1 > P(A), comme P réalise
une bijection strictement croissante de [A;+oo[ dans [P(A);4oo[ car P est continue sur R, il existe un

x
unique réel xo > A tel que P(xo) = N. Comme fp est continue sur le segment [0;xo], l'intégrale fo * fp (x)dx

+oo
converge et le probleme se ramene a la convergence de f fp(x)dx. De plus, il existe une unique suite
Xo

strictement croissante (xn)nen telle que Vn € N, P(xn) = N+4n car P est bijective et strictement croissante

Xn+41

de [xo; +oo[ dans [N; +o0[. Posons an, = (—=1)P™]ax pour n € N.

Xn
e si N +n est pair, pour x € [xn;xn4+1[, N+n =P(xn) < P(x) < P(xn4+1) =N +n+ 1 donc fp(x) =1
car |P(x)] = N +n est pair. Ainsi, an = xn41 — xn, > 0. De méme, si N 4+ n est impair, on obtient
an = —(xn4+1 — xn) < 0. La suite (an)nen est donc alternée.

e Par le théoreme des accroissements finis, pout tout n € N*, on a lexistence de yn €|xn;xny1][ tel

que N+n+1—(N+n)=1=P(xns1) —P(xn) = P'(yn)(xn+1 —xn) donc xn41 —xn =

P o) ce qui

prouve que Um (xn41 —xn) =0car lim P'(x) = +oo. Ainsi, (an)nen tend vers 0.
n——+4oo X——+00

e De plus, comme (yn)nen+ est strictement croissante car Vn € N*| x < yn < Xn4+1 < Yn+1 < Xn42,

et que P’ est strictement croissante sur [xo; +0o[ par construction, on obtient P/(yn) < P'(yn+1) donc
1 1
>
P'(yn) = P'(ynt1)

D’apres le critére spécial des séries alternées, la série > a, converge, ce qui se traduit, en posant la
n=>0

lan| = = |an41|. Ainsi, (Jan|)nen est strictement décroissante.



n n n
somme partielle S, = > ax = > kaH (—=)PMIax = fx o (—=)P™Jax, par lim S, =S € R.
k=1 k=1"Y Xk n—btoo

x X1
Soit maintenant x > xo, comme (xn)nen est strictement croissante et tend vers +oo, il existe un
X Xn X
unique entier n € N tel que xn < x < xn41. Ainsi, Fp(x) = fo fp(t)dt = fo fp(t)dt + f fp(t)dt
Xn
xX
done [Fp(x) — S| = [Fp(x) — Sn_1 +Sn_1 =S| < [Sn_1 — S| + ‘ I 1dt‘ <Snet — S| 4 (xna1 —xn) par

inégalité triangulaire sur les réels et sur les intégrales. Comme 1111 n = oo (I'entier n dépend de
X—400

x), que nl_l)TDO(Sn_] —S) =0et que nl_l)Tlloo(Xn+] — xn) = 0, par encadrement, on a XBTOO Fp(x) =S.
+oo
Ainsi, intégrale fo (=1)P™]ax converge.
+oo . .
Par conséquent, fo (=1)P™]ax converge si et seulement si deg(P) > 2.

@ a. Il s’agit dans cette question de vérifier que la fonction g, : {O; 1— l} — R définie par gn (x) = f(x—l—l) —f(x)
n n

s’annule sur [0;1 — l] Or cette fonction g, est continue par opérations sur [0;1 — l} car f est sur [0;1].
n n

e Pour n =1, en prenant x; =0 € [O;] - H = {0}, on a bien g1 (x1) = f(1) — f(0) = 0.
e Pour n =2, g2(0) = f(1/2) — £(0) et g2(1/2) = (1) — f(1/2) = £(0) — f(1/2) = —g2(0) ce qui montre
que g2(0)g2(1/2) = —g2(0)? < 0 et, par le fameux théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction g

s’annule en x, sur [0;1 — l] = [0; l]-
2 2

Dans les deux cas n = 1 et n = 2, il existe bien x,, € [0;1 — l} tel que f(xn + l) = f(xn).
n n

SIS K ok
Pour n € N*, par télescopage, on a » (f(i) - f(f)) =f(1)—f(0) = 0donc Y gn(f) = 0. Comme
k=0 n n k=0 n

cette somme de quantités réelles est nulle, on a deux cas :

o Il existe un entier k € [[0;n — 1] tel que gn<£) —Oetxn = X € [O;] - l] convient.
n n n

e Tous les termes de cette somme sont non nuls, comme leur somme est nulle, il en existe deux de signes

stricts opposés, donc 3(i,j) € [0;n — 1] tel que i # j, gn(i> <0et gn(l> > 0. Par le théoreme des
n n

valeurs intermédiaires appliqué, Ix,, € } i; i [ - {0;1 - %], gn(xn) = 0 donc f(xn + %) = f(xn)

Dans les deux cas, il existe bien un réel x,, € [O; 1— l} tel que f(xn + l) = f(xn).
n n
sin(mx/)

2
- ) (somme d’une fonction
sin(m/«)

b. En tatonnant, pour « €]0; 1[\{l ’ ne N*}, sion pose fo @ x — x— (
n
périodique et d’une fonction affine), la fonction f, est continue par opérations sur [0;1] car sin (E) #0
o
puisque T n’est pas un multiple de 7 par hypothese, elle vérifie bien f,(0) = fo(1) = 1—1. Mais, bizarrement,
o

Vx € [0;1 — «f, folx + &) = folx) = x + a — (MY— (x— (M>2) = « # 0 donc il

sin(m/o) sin(m/o)
n’existe aucun réel x € [0;1 — of tel que f(x + «) # f(x). Amazing !

a. Pour n € N, la fonction f;, : x — xsin(x) — ccos(x) est dérivable sur J,, = I, = {TL’/T; nm + ﬂ, vérifie

i (x) = sin(x) + x cos(x) + ¢ sin(x). Traitons deux cas :

e Si n est pair, f/ reste strictement positive sur J, donc f, est strictement croissante sur J, et
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fa(nm) = —c < 0 et f (nrr + %) =nn+ Tzr > 0 donc, par le théoréme de la bijection, f;, réalise une

bijection strictement croissante de J,, dans [— c;nm+ %} . Comme 0 est a I'intérieur de cet intervalle,

il existe un unique réel x,, E] n=In tel que fn(xn) = 0, c’est-a-dire tel que xy sin(xn) —ccos(xn) = 0.

e Si n est impair, f; reste strictement négative sur J,, donc fy, est strictement décroissante sur J,, et
fa(nm) =c¢ >0 et f (mr + 721> = —nmn— 721 < 0 donc, par le théoreme de la bijection, f,, réalise une
bijection strictement décroissante de J,, dans { nm— 7ZI ] Comme 0 est a I'intérieur de cet intervalle,

[e]
il existe un unique réel x,, €] n= I tel que f,,(xn) = 0, ¢’est-a-dire tel que x,, sin(xn) —ccos(xn) = 0.
Dans les deux cas, pour n € N, il existe un unique x,, € }mr; nm + 72l [ tel que xn sin(xn)ccos(xn) = 0 d’olt

lexistence et 1'unicité de la suite (xn)nen vérifiant les conditions de 1’énoncé.
b. Comme xp sin(xn) — ccos(xn) = 0 et cos(xn) # 0, on a tan(xn) = - = tan(xp — nn) car tan
Xn

est m-périodique. Or x, — nm € }O; %[ C ] % %[ Par définition de la fonction Arctan, on a donc

Xn — N = Arctan ( ) Mais nmt < xp, < N7 —|— Tetnn+ T oL donc, par encadrement, x,, ~ nm donc
Xn “+o0

—+oo
lim £ =0, desorte que xn —nm ~ & ~ £ =y oux, = nn—i—i—i—o(l).
n—+00 X +00 X +oo N7 +o0 nrm n
c. En reprenant plus loin le développement limité précédent, x,, —nm = Arctan ( € ) = £ 3 +o ( )
+oo Xn 3x Xn
0 d S ¢} it S ¢ + ( ) t, 1 t
r xn, ~ nmndonc —— ui s’écrit aussi o et, pour la méme raison, on peu
™ 4o 3x3 +oo e d 3x3 oo 3n e P P
3
aussi remplacer o( 1 ) par o( ] ) de sorte que x, —nm = £ -5 3 + o( L > Ainsi, on
X n’ +o0 nm+ — +o(-) 3 n’

1
nm n
C

obtient x, —nm = & x 1 ¢ +0( ) £ (1— +o(i))—L+O(L)
" toomm g Cz—i—o(L) R 3) foonm n?m? n’ 3ndqd n’

n-7
3 2(34¢) 1
ui se réduit en x,, — nmw = L(1 (LD - (1—> =L LTy (—) On
d n mt oo N n? 3ndn’ to n®/ +oo nm 3ndn’ o n’
peut donc conclure que x,, — nm — & ~ —M.

n7m +oo 3nn’
a. Pour « € R, la fonction fo : RY — R définie par fo(x) = x*1n (1 + ﬁ) est continue et positive sur
x

R% car Vx € RY, 1+ X2;7+2 > 1. Déterminons un équivalent simple de fo(x) quand x tend vers 0 :

1 1 1 x* 1
o Sia>—1, onaXETwX2a+z = 0 donc ln(1+ 2“+2) T2 et fo(x )+NOOWZX“T'
oSioc:—qu(x):M.
X

e Si o< —1, on éerit In (1 + ﬁ) = —(2a+2) In(x) + In(1 4+ x2*+2) = — (20 +2) In(x) + o(In(x))
X oo

car lim x2%t2 =0, lim Wn(1+x?**t2)=0et lim In(x) = +oo donc fu(x) ~ —(2x+2)x*In(x).
X—+00 X—+00 X—+00 +o0

Et maintenant quand x tend vers 07 :

e Sia>—1,ona lim 2<1+2 = +oo et In (1 + 2(]c+2) = —(2a +2)In(x) + n(1 + x?**2) donc
x—0t X

n (1 +Xsz) = —(20+2) In(x) +o(In(x)) done fo(x)  —(2-+2)x* In(x) car In(1-4x2¥2) ~o(In(x)).

~
0
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eSia=—-1,f_1(x) = ln)EZ).
X
1

X = —
X20c+2 ch+2

. . 1 _ 1 1
oSl(x<—1,X2?+W—Odoncln<1+m)zm etf“(x)fsz

On peut passer a l'intégrabilité de la fonction fo sur R :

e Sia > —1, fy(x) o OL_Z avec o + 2 > 1 donc f, est intégrable en +oo par RIEMANN et
o0 X

fo(x) = 0( 1]_“ ) par croissances comparées donc f, est intégrable en 07 par RIEMANN car l—a .

x 2
. In(2) N , L T
e Sia=—1,f_1(x) = —= donc, d’aprés RIEMANN, f_; n’est ni intégrable en 0%, ni en +oo.
X

e Sia< —1, fy(x) = o( 1]_“ ) par croissances comparées donc f, est intégrable en +00 par RIEMANN

x 2

car 1_7“ > 1 et fo(x) Y %Jrz avec a+ 2 < 1 donc f est intégrable en 07 par RIEMANN.
x

Ainsi, fo est intégrable sur R si et seulement si o # —1, et comme fy est positive, on en déduit que

“+oo
fo x*1ln (1 + ﬁ) dx converge si et seulement si o # —1.
X

’ +oo 1 . Xoch]
b. Méthode 1 : pour calculer I, = fo x*1In (1 + m) dx dans le cas olt o« # —1, on pose uy : x —> 1
X o

et vy 1 x = In (1 + ﬁ) qui sont de classe C! sur RY. Traitons deux cas :
X

e Sia>—1,0n a ug(x)ve(x) ¥ —2x**1 In(x) donc 1ir(1)1+ u(x)va(x) = 0 par croissances comparées
X—>

car « + 1> 0 et ug(%)va(x) ~ 703_” donc lim uy(x)ve(x) = 0. Ainsi, par intégration par parties,
+o0 X X—+400
oo yatl /— (20 + Z)X_Zo‘_3 +oo —a-24 1 Lt
I = — N ( )d =2 u:{——/\t ol .
o j;) ot 1 14 x (20F2) X fo T4 ()2 o rctan(x ) .

Comme lim x~ %1 =400, lim x ™ *"=0et lm Arctan(t) =T, onal, = —"—.
x—0+ x—+oco t—+o00 2 o+ 1

o Six< —1, ug(x)vua(x) ol —2x**1 In(x) donc xEToo uy(x)va(x) = 0 par croissances comparées car

atl < 0etug(x)ve(x) N DJ—H donc liwg)1+ ux (x)va(x) = 0. Par conséquent, par intégration par parties,
X X—

oo ot —(20( + Z)X_zo‘_g’ +oo —a-24 1 IR
o = — x ( )d -2 XA [ _ Arct a1 .
o 0o wti 11+ x—(2oF2) X fo 3 +(x*°‘+1)2 o rctan(x ) .
Comme lm x % '=0, lim x %" =4oc0et lim Arctan(t) = % onaly = ——%—.
x—0+ x—+00 t—+oo 2 x+ 1
On peut unifier cette formule, Vo # —1, 14 = ‘ 1 T
o

1
Méthode 2 : on effectue, pour a # —1, on pose u = x**1 ou x = @4(1) = uwx+T. Traitons deux cas :

e Si o > —1, gy est une bijection strictement croissante et de classe C' de R% dans R%, donc, par

“+00 X & +oo
linéarité, I, = ‘[0 wotT In (] + LZ) ( 1 _ya+1 )du - _1 fo In (1 + Lz)du.
u u

«+1 a1
e Si x < —1, @4 est une bijection strictement décroissante et de classe C! de R% dans R%, donc, par
linéarité, 1o = [ T (14 1) (] o?ﬁ)d— L [T (14 25)a
inéarité, Ioa = [ u n ) u=—3J, 7 )du.

“+oo
Comme fo In (1 + 1—2) du ne dépend pas de u, se calcule facilement par le méme type d’intégration par
u

T[ .
loc + 1]

+oo
Il est & noter que cette méthode montrait que, pour « # —1, 'intégrale fo x*1ln (1 + ﬁ) dx était de
X

parties que ci-dessus, et vaut 7, on en déduit a nouveau que Vo # —1, I, =

+oo
méme nature que j;) n (1 + iz)du, c’est-a~-dire convergente car h : u +— In (1 + iz) est continue sur
u

u
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R* , vérifie h(u) ~ iz et h(u) Y —21n(u) 5 O(L>, donc h est intégrable en 0 et en +00 par RIEMANN.

+oo u Vu
@ a. Comme f est continue, positive et non nulle sur [a;b], d’apres la contraposée d’un théoreme du cours, il

b
vient A = f f(x)dx > 0. Comme f est continue sur [a; b], d’apres le théoréme fondamental de l'intégration,
a

F: [a;b] — R définie par F(x) = fx f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a sur [a;b]. F est donc de

a

classe C', strictement croissante car F/ = f > 0 donc F réalise une bijection de I'intervalle [a;b] dans [0; A].

Pour n € N*| les conditions imposées & xo,x1, - -, xn reviennent a Vk € [1;n], F(xk) — F(xk—1) = A donc,
n

puisque xo = a est imposé donc F(xo) = 0, les conditions imposées se résument & Vk € [0;n],, F(xi) = KA.

n
Ceci montre I’existence et 'unicité de la subdivision demandée et qu’on a Vk € [0;n], xi = F~! (M)
n

ST S 0 , 1 A S~ (kA

b. Pour n > 1 -1 f(F1@):le (M):£ 1 4 |A (7) en
n )t nkZZ:o (n) A nkZ::OQ n n JrA nkZZ:]g n

définissant g : [0;A] — R par g(x) = foF~!(x). Comme g est continue sur le segment [0; A] par composition

puisque F~! est continue de [0; A] dans [a;b], le théoréme sur les sommes de RIEMANN montre que l'on a
~ _1m S I AP , _

HBTOO Un = o fo g(x)dx = X fo foF~'(x)dx. On peut effectuer le changement de variable x = F(t) car F

est de classe C', bijective et strictement croissante de [a;b] dans [0; A] et on obtient la nouvelle expression

b
L b | b J, (60)2ax
tim un =1 [7(foF T oF(1)) x f(t)at = L [ T(t)%at car F'(t) = £(1). Ainsi, lim wp = "S5

n—+4o0 A Ja A Ja e f f(x)dx

a
a. Soit f : [1;400[— R définie par Vx > 1, f(x) = x — In(x). La fonction f est dérivable sur [1;+oo] et
Vx =21, f(x)=1- 1_x=150et  ne sannule quen 1 donc f est strictement croissante sur [1; +00] et,

X

X
comme f(1) =1 et liT f(x) = 400 par croissances comparées, la fonction f réalise une bijection strictement
X—+00

croissante de [1;+oo[ dans [1;4+00[. Ainsi, pour tout n € N*, comme n € [1; 400, il existe un unique réel
un € [1;400[ tel que f(un) = un — In(un) =n.

b. Limite : comme f(n) = n —In(n) < n = f(un) et que f est strictement croissante sur [1;+o00[, on en
déduit que n < u,. Par minoration, lim u, = +oo.

n—-+oo
Equivalent : si vq, = n+ /M, on a f(vy) = n+yn —In(n+/n) donc f(vy) —n = y/n—In(n) —n (1 + \]—F)
n
donc, par croissances comparées, liT (f(vn) —m) = 4o00. Ainsi, Ing € N*, Vn = ng, f(vn) > n = f(un)
n——+oo
donc un, < vy Ainsi, Vn 2 np, n < unp < n+ 4/n. Par encadrement, on a donc uy pnearn + \/ﬂ+~ n.
o0 o0
c. Posons x, = un, —n, on a xn, = o(n) d’apres b.. Comme n + x;, — In(n + x) = n, on en déduit que
o0

xn = In(n) +In (1 + X—“) donc x, = In(n) +0o(1) d’olt x, ~ In(n). On a déja u, = n+n(n) 4+ o(1).
n +oo +oo +oo

Reprenons, la relation x, = In(n)+1n (1 + X—“) montre que xn, = In(n)+Xn 4o (X—“) par développements
n oo n n

limités donc xp — In(n) ~ 1 ~ M On a déja u, = n+In(n) + n(n) + 0(1“(“))
+oo M 400 N +o00 n n

2 2

Revenons a la charge, x, = In(n) + In (1 + X—“) donc x, = In(n) + X — —X“Z + o(xn

n

). Or on a vu que
+oo n 2n

n
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xn = In(n) 4+ tn(n) + o(lnﬁn)) donc x, = In(n) + tn(n) + 111(;1) —E‘ +o (%) +o(h;( )) On peut

+oo n +oo n n 2
. ) _ 2Y . 2ot o221
simplifier car —5% = o =% ) car x5 ~ In(n)* et o pour la méme raison, on peut donc
n- too \n +oo
DU In(n) 2 (xz ) . . In(n) x2 In(n)?
réduire a =1 —_— —5 ), ce qui garantit que x, —1 —— ~ ==~ — .
n +o0 n{n)+ n? o n? au e que xn = n(n) N 4o 2n? +oo n?

2
Tout ceci montre qu’on a le développement asymptotique uy, ol +In(n) + n(n) _ lnz (zn ) +o0 (ln 91))
oo n n n

a. Soit x > a, la fonction gy : Ry — R, définie par gy(t) = f(t)e”** est continue sur R, puisque f

Pest et Vt € Ry, [gx(t)] = f(t)e ™" < f(t)e” " alors que la fonction t — f(t)e™ " est intégrable sur Ry
+oo

par hypothese. Ainsi, par comparaison, la fonction gy est intégrable sur R, donc fo f(t)e~*'dt est

absolument convergente donc convergente.

b. Comme h : t — e~ %'f(t) est continue sur l'intervalle R, par le théoréeme fondamental de I'intégration,
la fonction F : Ry — R définie par F(t f f(u)e~"du est de classe C' sur R, car c’est la primitive
de h qui s’annule en 0. Comme f:oo f(t)e~%'dt converge par hypothese, la fonction F admet une limite
finie I = fo+oo e~ %'f(t)dt en +oo par définition. Il est alors classique que F est bornée sur R;. En effet,
en prenant ¢ = 1 > 0, il existe un réel A € Ry tel que Vt > A, |F(t) — I] < ¢ = T ce qui montre que
[F(t)| = |(F(t) = D)+ 1| < |F(t) = I|+|I| < |I] + 1. Comme F est continue sur le segment [0; A], elle y est bornée
par le théoréme des bornes atteintes donc il existe M € R tel que ¥t € [0; A], |F(t)| < M. Par conséquent
YVt e Ry, |F(t)] < Max(|I| +1,M) et F est bien bornée sur Ry. Traitons deux cas :

e Six = a, I'intégrale fOJroo f(t)e *tdt converge par hypothese.

e Six > a, en posant uy : t — e~ ¥~V et v = F qui sont C' sur R, avec im Uy (t)v(t) = 0 car F

—+o0

+ + +
est bornée, fo oof(t)e—Xtdt — fo * t)dt et f t)dt = fo Oo(a — x)e~ (X OF(t)dt

ont méme nature par intégration par parties. Or, la fonction ay : t — e’("’a)tF(t) est continue sur
R, et |ax(t)] = [e” =D |F(1)] = O(Je==@)Y)) d’apres ce qui précede donc ay est intégrable sur
R, par comparaison & des intégrales de référence. Ainsi, f0+oo(a — x)e”(*~OE(t)dt est absolument
convergente donc convergente et, par suite, fo e f(t)e~*tdt converge.

—+oo
Par conséquent, Vx > a, fo f(t)e~*'dt converge.

13



PREPARATION ORAUX 2026 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

a. Soit x € My 1(R) défini par x' = (x1 -+ xn) tel que Ax > 0. On a donc les inégalités 2x; — x2 > 0,

Vie [[Z;TL — 1]], —Xi—1 + 2x{ —xi41 =2 0 et —xpn_7 + 2xn, = 0.

Soit un indice iy € [1;n] tel que x;, = T\f[l]in]](xi). Distinguons trois cas :
ie[Tim

esiig=1,0naxy >x —x7 20 par minimalité de xi,.
esiip € [2;n—1], ona (xiy—1 — xiy) + (Xig+1 — Xip) < 0 alors que xi,—1 —xi, = 0 €t xiy4+1 — xi, =0
donc xi,—1 — Xi, = Xig4+1 — Xi, = 0 et x4,—1 = xi, = Xiy+1. On continue de proche en proche pour
obtenir x; = --- = x5 et on se ramene au premier ou au dernier cas pour avoir xi, = 0.
esiig=m,onaxy =xn_1—xn =0.
Dans tous les cas, on a donc xi, > 0 donc Vk € [[1;n], xx = 0 donc x > 0.
b. Six € Ker(A), Ax =0 > 0 donc x > 0 d’apres a. et A(—x) = 0 > 0 donc, de méme, —x > 0 et on en
déduit que x = 0. Ainsi, Ker(A) = {0} donc, comme A € M, (R) est carrée, A est inversible.
c. La j-ieme colonne de A~! est A~! ej, et comme A(AT! ej) = ej > 0, par définition de la monotonie d’une
matrice, on a A~ ej > 0 donc tous les coefficients de la matrice A~ sont positifs, ce qui s’écrit A~ > 0.
a. Soit n € N* et (A,B) € My (R)?2, raisonnons par double implication :
(=) Si A ~ B, il existe P € GL,(R) telle que A = PB, soit alors X € Ker(B), alors BX = 0 donc AX = PBX =0
donc X € Ker(A). Ainsi, Ker(B) C Ker(A). Réciproquement, si X € Ker(A), BX = P"TAX = P~10 = 0 donc
Ker(A) C Ker(B). Par double inclusion, Ker(A) = Ker(B).
(«<=) Si Ker(A) = Ker(B), prenons un supplémentaire F de Ker(A) = Ker(B) dans R™. Soit a,b les endomor-
phismes canoniquement associés a A, B. D’apres le théoréme du rang version géométrique, a (resp. b) induit

un isomorphisme de F dans Im (a) (resp. Im (b)). Notons r = rang (A) = rang (a) = rang (B) = rang (b
P p g g g g

et B = (vi, -+, Ve, Vrq1, -,V ) une base de R™ adaptée & la décomposition R™ = F @ Ker(a). La famille
(b(v1),--+,b(vy)) est une base de Im (b) donc elle est libre. Par le théoreme de la base incomplete, il existe
une base de R™ de la forme B” = (b(v1),- -+, b(vy),Wri1, -+, wy). La famille (a(vy),- -, a(vy)) est une base

de Im (a) donc elle est libre. Par le théoreme de la base incomplete, il existe une base de R™ de la forme
B = (a(v1),- -, b(Vr),Zr41,- - -yzn). Soit u I'unique endomorphisme de R™ envoyant b(vj) sur a(vj) pour
j € [157] et wy sur zx pour k € [[r + 1;n]. Pour j € [1;7]], on a a(vj)) = u(b(vj)) par construction et, pour
k € [r+ T;n], a(vik) = u(b(vk)) = 0. Ainsi, a et uob coincident sur une base donc a =wob. Si on note P
la matrice de u dans la base canonique, on a A = PB avec P € GL, (R) car u envoyant la base B’ sur la base
B’ u est un automorphisme de R™. On a bien A ~ B.

Par double implication, on a I’équivalence Ker(A) = Ker(B) <= A =~ B. Bien siir, ~ est une relation

d’équivalence sur les matrices de My, (R) : elle est réflexive, symétrique et transitive.
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b. Soit A € My (R) de rang v € [0;n], traitons trois cas :

e Sit =0, alors A = 0 et la seule matrice B telle que A ~ B est la matrice nulle B = 0. Ainsi, A ~ 0.

eSil1<r< n—],A:( )avecCGMr,n(R)etrang(C):r.

On—r,n
e Sir =mn, alors A est inversible et, en prenant P = A € GL,(R), on a A = PI,, = Al donc A ~ [,,.
a. En notant B = (e7,e2,e3,e4) la base canonique de R* et d’apres A, f(e1) = ez, f(e2) = —ey + e3,
f(e3) = eq et f(esa) = —2e3. Comme f(e7) + f(e3) = ez + es, la famille (e; + e3, f(e1) + f(e3)) est libre donc
F est un plan de R*. De méme, f(e3) = e4 et (e3,f(e3)) est libre donc F, est aussi un plan de R*.
Puisque f(e7 +e3) = f(e1)+f(e3) € F1 et que f(f(eq)+f(e3)) = f(ex+eq) = —(e1 +e3) € Fy, par combinaison
linéaire, tout vecteur de F; a son image par f dans Fy car (ej + e3, ez + e4) est une base de Fy.
Puisque f(e3) € F2 et que f(f(e3)) = f(eq) = —2e3 € Fa, par combinaison linéaire, tout vecteur de F, a son
image par f dans F, car (e3,esq) est une base de F;.
Les sous-espaces F1 et F2 sont donc stables par f.
b. Six € F1NFy, il existe (a,b,c,d) € R* tel que x = a(ey +e3)+b(ez +e4) = ce3 + dey donc, en identifiant
les coordonnées sur la base canonique de R*, onaa =0, b=0, a=c¢, b=ddonca=>b =c=d = 0. Ainsi,
x = 0 donc F1 NF, = {0}. Par GRASSMANN, dim(F; +F2) = dim(Fy) +dim(F2) —dim(F1NFy) =24+2-0=4

donc F; +F, = R*. Ainsi, R* =F, @ F, et F1, F, sont supplémentaires dans R*.

c. x = ey, f(x) = ez, f2(x) = f(e2) = —ej +e3 et f3(x) = —f(e7) + f(e3) = —e2 + e4. La matrice P de cette
1 0 —1 0
. . 4 o1 0 -1 . .
famille B dans la base canonique de R* est P = 0 0 1 0 donc B est une base car P est inversible
0 0 O 1

puisque det(P) =1 (P est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale).

d. Comme f4(x) = f(—ez +eq) = —f(ez) + f(es) = e1 — e3 — 2e3 = e1 — 3e3 = —2x — 3f?(x), on obtient
0 0 0 -2
100 0 , .

C =Mat 5(f) = 01 o —3 (c’est une matrice compagnon).
00 1 0

a. Posons Sy, 'ensemble de toutes les permutations de [[1;n] et Dy, 'ensemble des dérangements de [1;n].

Méthode 1 : pour un entier i € [1;n], soit F; 'ensemble des permutations de [1;n] qui fixent 1’élément 1,

c'est-a-dire F; = {0 € Sy, | o(i) = 1}. Par définition, une permutation qui n’est pas un dérangement fixe
n

au moins un entier i de [1;n] donc D,, = U Fi. Par la formule du crible (hors programme), on a donc
i=1

n
card (Dy) = > card (Fy)— > card (FiNF)+ Y. card (FRNFjNFx)—- -+ (=1)""Tcard (F1N- - -NFy).
i=1

1<i,j<n I<i<j<k<n
Pour j € [1;n], quelle que soit la famille (i1,---,i;) telle que 1T < i1 < i2 < --- < i, il y a (n —j)!
j
permutations dans ﬂ Fi, car les éléments iy,---,i; sont fixes par une permutation de cet ensemble et
k=1

les images des n — j autres sont quelconques, ce qui fait (n — j)! maniéres de les permuter. Comme il y
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a (n) facons de prendre une telle famille (i1,---,1ij) telle que 1 < iy < i2 < --- < {ij car il faut juste
)

1(4)‘%1 (E) (n — k).

NE

choisir j éléments parmi n, on a donc card (Dy,) = n! — card (D) = n! — D, =

~
Il

On a donc Dy, = n! + k§1(7])k <k> (n—x)! = kgo(f])k <k> (n —k)! car (—1)° 0>(n —0)! = nl. Mais
n _nln—k)!  nl N
(k>(n—k)!—k!(nk)!_k!donc Dn—n!kX::o o

Méthode 2 : si on note DX Iensemble des permutations de [[1;n] qui ont exactement k points fixes pour tout

n
k € [0;n], il est clair que {DY,---, D"} est une partition de S, donc card (S,) = n! = >_ card (DX). Or,
k=0

DY = Dy, donc card (D) = Dy, DIt = {id [1.n]} donc card (D) = 1 =Dy en posant Do = 1 par convention

n
et D=1 = () donc card (D~ 1) =0 = ] D car Dy = 0. En général, pour k € [[1;n — 1], pour choisir une

. .. n N 114 . A o
permutation ¢ de DX, on choisit de (k) manieres les k éléments de [[1;n] qui vont étre fixes par . Ensuite il

n
faut déranger les n—k autres, et on a Dy, _y fagons de le faire. Ainsi, on en déduit que card (DX) = k) Dn_x

. n n no/n . n n ,
ce qui donne n! = ) . |Dj = St Dj en posant k = n —j car ] =1 . ). Par conséquent,
n—)

j=0 \ —) j=0 \J )
n

onaVieo;n], il = <T>Dj, ce qui se traduit matriciellement par AX =Y avec A = <<l>> ,
=0V V7] o<irg
<hjsn

j

X' = (Do Dy - Dyp)et YT = (0! 1! --- n!). La matrice AT = <<)> est triangulaire supérieure
0<i,j<n

1

et “contient” le triangle de PASCAL, c’est surtout la matrice de endomorphisme f : P — P(X + 1) de

E = R, [X] dans la base canonique B = (1,X,---,X"). Comme f est un automorphisme de E avec f~! : P >

P(X = 1), (AT)71 = (A=1)T = Mat 5 (") = ((—wi@) done A~ = ((—1)ii C)) .
0<ij<n

Alors, X = A~'Y donc, en regardant sur la derniére ligne de cette relation matricielle, on a la relation

- j(m = i1 n(=D*
o= S0 (M= S = S E e posant k= -
=0 j j=0 (n—j)! k=0 K

0<i,j<n

n (_1\k _1\n
b. D’apres a., Dn _ > (=1) est la somme partielle de la série numérique & Or on sait que
2 2 1 1 . D 1 .
Vz€ C, e* = 3 % Pourz = —1, 3 25 =e ! = ~. Par conséquent, lim =% = - ~ 0,37 qui
n—=o0 N n—=o0 N e n—+oco MN! e

représente la probabilité limite qu’'une permutation quelconque a d’étre un dérangement, ou la proportion

limite de dérangements parmi les permutations de [[T;n].

c. Méthode 1 : A est symétrique réelle donc, d’apres le théoreme spectral elle est diagonalisable. Comme
A+ 1In = (1)1<ij<n est de rang 1, Ker(A + 1) = E_1(A) est un hyperplan de R™ par la formule du rang,
il est d’équation x1 + -+ + xn = 0 et est ’hyperplan orthogonal au vecteur (1,---,1). Comme Tr (A) = 0,
la derniere valeur propre de A est n — 1 et elle est simple. En posant U € My 1(R) tel que UT = (1 --- 1),
on a AU = (n — 1)U donc E_1(A) = Vect(U). A est donc semblable & D = diag(—1,---,—1,n — 1) donc
det(A) = det(D) = (=) T(n—1).
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Méthode 2 : avec l'opération de GAUSS C,, ¢— Cyn, + --- + C; et par linéarité par rapport a la derniere

o 1 - 11
Do .o
colonne, det(A) = (n—1)|: -, "-. 1 ‘|, puis, avec les opérations C; +— Cy; — Cp, Cz «— C2 — Cy,
0
1 1 1
-1 0 0 1
(U
, Cno1 +— Cn_1 — Cpn, on obtient det(A) =(n—1)[ : . . 4 il=m-=1)(-1)"""
: -o=1
0 v o 0 1
d. Avec la formule du déterminant clairement hors programme, on a det(A) = > e(0) [] agx),k ol Sn
OESH =

est Pensemble de toutes les permutations de [1;n] et ¢(o) la signature de la permutation o. Pour o € Sy, s'il
n

existe k € [1;n] tel que o(k) = k, on a ag(k),x = 0 donc [] ag(iy,; = 0. Ainsi, les seules permutations qui
1_1

contribuent & det(A) sont les dérangements o pour lesquels H Ag(k),k = 1. Sion note Dy, les dérangements

de Sn, D les dérangements de S,, de signature +1 et D les dérangements de S, de signature —1, on a

det(A)= > e(o)= > 1— > 1=D} —-Dj.

0€Dn ceDt oeD;

n (_1\k
e. D’aprés a., c. et d., D, + D, =D, =n! > ( 1') et Df — D5 = (—=1)"""(n —1). Par conséquent, on

1 1 = (= ‘)k 1 & (=1)K

trouve D = f((—m— (m—1)+n!'y ) et D = 7((—1)“(71— Danl S 7)

a. Six € Ker(g), x = (f+g)(x) = f(x) donc x € Im (f). Ainsi, Ker(g) C Im (f) d’ott dim(Ker(g)) < dim(Im (f)).
Par la formule du rang, dim(Ker(g)) = n—rang (g) > rang (f) = dim(Im (f)) d’aprés I’énoncé. On en conclut
que dim(Ker(g)) = dim(Im (f)) et, par inclusion et égalité des dimensions, on a Ker(g) = Im (f).
b. Comme Im (f) C Ker(g), on a gof = 0. En effet, si x € E, f(x) € Im (f) donc f(x) € Ker(g) et g(f(x)) = O¢.
Par symétrie des roles joués par f et g, on a aussi fog = 0.
c. D’aprés la question précédente, g = goidg = go (f+g) =gof+gog = g% ce qui prouve que g est un
projecteur de E. Par symétrie encore, f est aussi un projecteur de E. Comme f =id g — g, f est le projecteur

associé a g, et g est le projecteur associé a f, ce qui signifie que si g est la projection sur G parallelement a

F, alors f est la projection sur F parallelement a G.

n
d. Pour x € E, on a x =idg(x) = Z fi(x) avec fi(x) € Im (fx) donc E = ) Im (fx). Comme on sait que

k=1
2 P P n
dim( > Im (fk)> < Y dim(Im (fy)) = Y rang (fx),onan < Z rang (fx) < n et donc Z rang (fi) = n.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n
Comme E = > Im (fx) et que dim(E) =n = > dim(Im(fy)), on peut conclure d’apres le cours que cette
k=1 k=1
P
somme est directe et donc que E = @ Im (fy).
k=1

Pour k € [[1;p]] et x € Ker(idg — fi), on a x = fi(x) € Im (fx), ce qui montre que Ker(id g — fx) C Im (fy)

donc dim(Ker(idg — fx)) < rang(fx) et, avec la formule du rang, que rang(ideg — fi) > dim(Ker(fy)).
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P P
Or rang (idg — fx) = rang( > fi> < ) rang(fi) donc rang (idg — fi) < n — rang (fx) = dim(Ker(fx))
7 7
avec la formule du rang. Ainsi, rang (idg — fx) = dim(Ker(fx)) et dim(Ker(idg — fx)) = rang(fx) donc
Ker(id g — fx) C Im (fx) devient 1’égalité Ker(id g — fx) = Im (fi). Par conséquent, (id g — fx) o fx = 0 donc

f% = fy, ce qui justifie que fx est un projecteur de E.

Raisonnons par récurrence sur p.
Initialisation : si p =1 et F une droite de K[X]. Alors F = Vect(Py) avec Py # 0 € K[X].
Hérédité : soit p € N*, supposons que tout sous-espace vectoriel de K[X] de dimension p admette une
base composée de polynéomes de degrés deux a deux distincts. Soit F un sous-espace vectoriel de K[X] de
dimension p + 1. Soit B = (Py,---,Ppy1) une base de F, notons d = Max(deg(P1),---,deg(Pp41)), il existe
donc un indice j € [[1;p + 1] tel que deg(P;) = d. Quitte & réordonner les vecteurs de B, on peut supposer
que j = p + 1. Posons ag # 0 le coefficient dominant de P,y et posons, pour k € [1;p], Qx = Py si

_ dom(Py)
aq

deg(Px) < d et Qx = Px Pp4+1. Par construction, tous les polyndmes Qj,---,Qp sont de degrés

strictement inférieurs a d. Posons B’ = (Q1,- -+, Qp, Pp+1). Tous les polynomes de B’ sont des combinaisons
linéaires de polynomes de B et vice-versa, ainsi Vect(B) = Vect(B’) = F. Si on note G = Vect(Q1,---,Qp),
ona G C Rgq_1[X] d’apres ce qui précede et, comme (Q1,---,Qyp) est une sous-famille de B’, elle est libre
donc (Q1,---,Qp) est une base de G donc dim(G) = p. Par hypothese de récurrence, il existe une base
(Uy,---,Up) de G composée de polynomes de degrés deux a deux distincts, ces degrés étant strictement
inférieurs & d car G C Rq—1[X]. Ainsi, en notant B” = (Uy,---,Up,Ppy1) est, comme avant, une base de F
et elle est formée de polynomes de degrés deux a deux distincts.

Conclusion : par principe de récurrence, tout sous-espace vectoriel de K[X]| de dimension p € N* admet une

base composée de polynomes de degrés deux a deux distincts.

a. Si X € My,1(R) vérifie X € Ker(B), alors BX = 0 donc AX = A2BX = A%0 = 0 donc X € Ker(A). Ainsi,
Ker(B) C Ker(A). De plus, par la formule du rang, dim(Ker(B)) = n—rang (B) = n—rang (A) = dim(Ker(A))
donc, par inclusion et égalité des dimensions, on a Ker(A) = Ker(B).

b. Soit X € Im (B)NKer(B) = Im (B)NKer(A), alors AX =0 et IY € My 1(R), X = BY. Ainsi, ABY =AX =0
donc AY = A?BY = A0 = 0 donc Y € Ker(A). Mais Ker(A) = Ker(B) donc BY = 0 d’ot1 X = 0. Ainsi,
Im (B)NKer(B) = {0} donc Im (B) et Ker(B) sont en somme directe. Mais dim(Im (B))+ dim(Ker(B)) = n par
la formule du rang donc Im (B) et Ker(B) sont supplémentaires dans R™, ce qui s’écrit R™ = Im (B) ®Ker(B).
c. Soit X € My, 1(R) qu’'on décompose X = X7 + X, avec X7 € Im (B) et X2 € Ker(B) grace a b..
e comme X; € Im (B), il existe U € My, 1(R) tel que X1 = BU et on a alors B2AX; —BX; = B2(AB —1I,,)U
or A(AB — 1) = 0 donc Im (AB — I,) C Ker(A) = Ker(B) donc B(AB — I,) =0, ou BAB=B et on a
donc la relation BZAX; = BX;.

e comme X, € Ker(B), on a BX; = 0 et BZAX, = 0 aussi car X, € Ker(A) d’apres a., ainsi B2AX; = BX;.
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Par conséquent, BZAX = BZA(X; + X2) = B2AX; + B?AX, = BX; + BX, = BX. Ceci étant vrai pour tout
X € My,1(R), on a I'égalité matricielle B°A = B.

a. Comme 2 —3f+2id g = 0, fo (%(Sidg—f)) = fo (%(Sidg—f)> =idg donc f € GL(E) et f~! = %(3idE—f).

Puisque P = X2 43X 4+ 2 = (X — 1)(X — 2) est annulateur de f et scindé & racines simples sur R ou sur C,

f est diagonalisable, que E soit un R-espace vectoriel ou un C-espace vectoriel. En plus les sous-espaces
E1(f) = Ker(f —id g) et E2(f) = Ker(f — 2id g) sont supplémentaires dans E.

b. Initialisation : on a f =idg = 0.f + 1.id ¢ donc xo = 0, yo = 1 conviennent.

Hérédité : si on suppose l'existence de (xn,yn) € R? tel que f™ = xnf + ynid g pour un entier n € N, on a

alors f*t1 = o f = (xnf +ynide) o f = xnf? + ynf = xn(3f — 2idg) + ynf = 3xn + yn)f — 2xnid ¢ donc

Xn+1 = 3Xn +Yn €t Yyn+1 = —2xy, conviennent.

Par principe de récurrence, les suites (xn)nen €t (Yn)nen définies par xo = 0, yo = 1 et les relations de

récurrence Vn € N, xn 41 = 3xn + yYyn €t ynt1 = —2xy, vérifient bien vn € N; f* = xf + ynidg.

Pour n € Nj xp42 = 3Xn41 + Ynt1 = 3xn41 — 2xn et 'équation caractéristique associée a cette suite

récurrente linéaire d’ordre 2 étant z2 — 3z + 2 = 0 et ayant pour racines 1 et 2, il existe des réels A et B tels

que Yn € N; x, = A 1" +B.2". Les valeurs xo =0 =A+B et xy =3xp+yo =1 = A+ 2B donnent A = —1

et B=1donc Vn € N, x;;, =2™ — 1. De plus, pour n > 1, on a yp = —2xn—1 = 2 — 2™ et on vérifie que

yo=1=2-2%doncv¥n e N, y, =2 — 2™

En conclusion, ¥n € N, f™ = (2™ — 1)f — 2™ — 2)id ¢.

c. S'il n’y a pas unicité pour n € N, il existe (xn,yn) # (x5, yh) tels que f* = xnf +ynide = x), f +ylide.
/

Yn

Yn ZYniq e donc f est une homothétie. Si xn = x4, on a (yn —y4)idg = 0

Si xn # x},, on a donc f =
Xn — X5

donc yn, =y}, ce qui est exclus. Cherchons donc les homothéties qui vérifient les hypotheése de I’énoncé. Si
f=Adg pour A € K, on a 2 —3f +2idg = (A> =32+ 1)idg = 0 donc (A — 1) (A —2) =0 et f = idg ou
f = 2id g. Traitons donc trois cas :
e Sif=idg, f* =idg = f™ = xnf+ynid g pour l'infinité de couples (xn,yn) € K? tels que x, +yn = 1.
e Sif=2idg, ™ =2™dg = xnf+ynid g pour I'infinité de couples (xn,yn) € K2 tels que xn +yn = 2™.
e Si n’est pas une homothétie, donc si f # idg et f # 2idg, si on a f* = xpf + ynide = x), f + ylid g,
alors (xn — x))f + (yn — yl)id e et la famille (idg,f) est libre donc xn — x, = yn —yh, = 0 et
(xn,yn) = (x4, Y5, ) et on a unicité de Iécriture de f™ en fonction de f et id ¢.
Par conséquent, il y a unicité de (xn,yn ) dans f™* = x,f+ynid ¢ si et seulement si f n’est pas une homothétie.
d. Pour p; = o(f — 2id g), p% = o?(f> —4f +4idg) = «?(3f — 2idg — 4f +4idg) = —o?(f — 2idg) = —ap]
pour tout scalaire « € K. Pour que p; soit un projecteur, on a trois cas :

e Si a =0, p; est 'endomorphisme nul donc un projecteur.
e Si « = —1, p3 = py donc py est la projection sur Im (py) = Ker(py — idg) = Ker(idg — f) =
Ker(f —id g) = Eq(f) parallelement & Ker(p1) = Ker(2id g — f) = Ker(f — 2id g) = E2(f).

e Si f=2id g, alors py est 'endomorphisme nul quelle que soit la valeur de «.
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Pour p, = B(f —idg), p3 = B2(f> — 2f +idg) = «?(3f — 2idg — 2f +idg) = B2(f — idg) = Bp2 pour tout
scalaire B € K. Pour que p, soit un projecteur, on a trois cas :
e Si B =0, p2 est 'endomorphisme nul donc un projecteur.

e Si p =1, p3 = p2 donc py est la projection sur Im (p2) = Ker(pz —idg) = Ker(f — 2idg) = Ea(f)
parallelement & Ker(pz) = Ker(f —idg) = Eq (f).

e Sif=1idg, alors py est 'endomorphisme nul quelle que soit la valeur de B.
Pour la suite, seul nous intéresse le cas ou f n’est pas une homothétie et o « = —1 et § = 1, auquel cas
p1 =2dg — f et pp =f —id g sont des projecteurs spectraux associés a ’endomorphisme diagonalisable f.
e. Méthode 1 : avec a., f* = (2" —1)f — (2™ —2)id g = p1 + 2"p2 mais ce n’est pas Uesprit. Il s’agit surtout
de retrouver cette relation par une méthode plus directe, ne faisant pas intervenir de récurrence.
Méthode 2 : si f=idg,onaVn € N, f* =idg et si f =2idg, Vn € N, ™ = 2™id ¢ (cas peu intéressants).
Si f n’est pas une homothétie, en écrivant X™ = (X — 1)(X — 2)Q + anX + by la division euclidienne de X™
par P, en évaluant en 1 et en 2, on a ap, + b, =1 et 2an + by, = 2™ donc a,, =2™ — 1 et b,, =2 — 2™ donc,
en remplagant X par f dans cette division euclidienne, f* = (2™ — 1)f + (2 —2™)idg = p1 + 2™p2.
Méthode 3 : on a f = 2p; +pa et (f —idg) o (f — 2idg) = (f — 2idg) o f(—idg) = % — 3f + 2idg = 0
donc p1 o p2 = p2 opy = 0 dong, par le bindbme de NEWTON, on a ¥n € N, f* = ki:o (Z)ka‘fpg_k. Si

k € [1;n — 1], il va rester p; o p, dans le terme de la somme donc ce terme sera nul, il ne reste donc que les

termes k = 0 et k = n, d’ou f* = (E)Zop? + (2)13'1‘ =2"py +p1.

a. Comme F est stable par D et que P € D, les polynémes P,D(P),---,D%(P) appartiennent & F. Or
Vk € [[0;d]], DX(P) = P(X) est de degré d — k. La famille B = (P,P’,---,P(4)) est de degrés échelonnés donc
elle est libre et elle comporte d + 1 vecteurs tous inclus dans Kq[X] de dimension d + 1, ainsi B est une base
de Kq4[X]. Par conséquent, Vect(P,P’,---,P(})) = K4[X] C F.
b. (C) Si F = {0}, F est stable par D. Si F = Kg4[X] pour d € N, alors VP € F, D(P) = P’ vérifie
deg(D(P)) < deg(P) < d donc D(P) € F et F est encore stable par D.
(D) Soit F un sous-espace de KIX] stable par D. Posons A = {deg(P) | P € F \ {0}}. Traitons trois cas :
e Si A est vide, alors F ne contient que le polynéme nul et F = {0}.
e Si A # ) et A n’est pas majoré, alors pour tout m € N il existe d € A tel que d > m donc F contient
un polynéme de degré d et Kq[X] C F d’apres a.. Or K, [X] € Kq[X] donc K [X] C F. Comme ceci
est vrai pour tout m € N, on a F = K[X].
e Si A # () et A est majoré, comme A est une partie de N, on peut poser d = Max(A). Il existe donc
un polynéme P € F tel que deg(P) = d. On a vu en a. que Kg4[X] C F et, par maximalité de d, on a
aussi F C Kq[X]. Ainsi, par double inclusion, on a F = Kq4[X].

Les sous-espaces de K[X] stables par D sont {0} et K[X], mais aussi tous les sous-espaces Kq[X] avec d € N.

a. Pour (M, M’) € Mn(R)2, on écrit M = A + AL, et M/ = B 4+ NI, avec (A,B) € F2 et (A,\') € R? puisque

Mn(R) = F @ Vect(I,), alors p(M) = Al et p(M') = NI, et MM’ = (AB 4+ AB + AA) + A\'I,. Comme
AB-+AB+AA € F car F est un sous-espace de My, (R) stable par produit matriciel, on obtient p(MM’) = AN,
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donc p(MM’) = p(M)p(M’).

b. De méme, pour M € M,,(R), si on écrit M = A +Al, avec A € Fet A € R, alors M? = (A% 4+ 2\A) +A%1,,
avec A% +2AA € F. Si M? € F, alors p(M?) = A?I,, =0 donc A =0 et M € F.

c. D’aprés le cours, V(1,j,k,€) € [1;1n]2, EijEx,e = 8,kEi,e.

d. Pour (i,j) € [1;n]%, traitons deux cas :

Sii#j§, Eij = EijEi,j = 8j,iEi,; = 0 donc Eiz’j € Fcar 0 € F donc, d’apres la question précédente, E;j € F.
Sii=j ,aveck € [;n]\{i} (n >2), By kEx,i = Ei,i € Fcar Ejx € Fet Ex; € F et d’apres le premier cas.

Ainsi, toutes les matrices élémentaires sont dans F, ce qui montre que Vect(Eq; | (i,j) € [1;n]?) = Mn(R) CF
donc que F = M, (R). Mais ceci contredit le fait que F soit un hyperplan de E.
Il n’existe donc aucun hyperplan de My, (R) stable par produit dont Vect(I) soit un supplémentaire.

Pour n = 1, un tel hyperplan existerait bien et ce serait F = {0}, mais ¢a n’a que peu d’intérét.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

a. D’abord, le fait que la série > a,, converge impose que le rayon de convergence R de cette série entiere

n>0
> ant™ vérifie R > 1. Posons, pour tout n € N, la fonction uy : [-1;1] — R définie par un (t) = ant™.
n>0
Premier cas : si (an)nen est a termes positifs, comme on a ||un||s,[—1;1] = an, la série ) u, converge
n>0
normalement sur [—T1; 1], intervalle sur lequel toutes les u,, sont continues ainsi, par théoreme, la fonction S

+oo
est bien définie et continue sur [—1;1]. Alors, 111;1 Sit)=S8(1)= > an.
t—=1- n=0

Second cas : si (an)nen est alternée et (|an|)nen est décroissante et qu’elle tend aussi vers 0 puisque la série

numérique Y, an converge, la suite (an)nen vérifie les hypotheéses du critére spécial des séries alternées.
n=0
Mieux, pour t € [0;1], la suite (ant™)n>o est alternée et (Jan|t™)n>o0 est décroissante et tend vers 0 donc,

+o0o
par le critére spécial des séries alternées, en posant Ry : t — Y. uk(t) pour n > —1, on peut majorer
k=n+1
vn € N, Vt € [0;1], [Rn(t)] < an41t™" "] < |an41| done Ry, est bornée sur [0;1] et |[Rn||oo,j0:1) < |ant1] ce

qui montre par encadrement que liT |[Rnlo0,[0;1] = O, donc que ) u, converge uniformément sur [0;1].
n—+oo ' n>0

—+o0
Comme les u,, sont continues sur [0; 1], S ’est aussi par théoréme et, comme avant, lim S(t) =S(1) = > an.
t—1-— n=0
b. Pour n € N*, posons a,, = — 1 Commean ~ -, lasérie & termes positifs an converge
P " am+1)(n+2) " toond’ P n§1 " &
de R Ainsi, d 1 b L
ar critere de RIEMANN. Ainsi, d’apres la question a. (premier cas), en notant S(t) = _
p p q (p ) (t) Dy g

—+oo
pour t € [-1;1],ona lim S(t) = Y. an. On a classiquement a, = - 1 1 en décomposant

- = ﬁ_n+1+z(n+z)

en éléments simples donc, pour t €]0;1[, avec les développements classiques en série entiére, on obtient la

+00 n +o00o n +oo n _ 2
~ 1 t t 1 t n(d—t 1 1 ( t )
lation S(t) = = —— = = - “(Im(0—=t)+t) == ( In(1—t)+t+= ).
relation S(t) ZnZ::]n n§]n+]+zn§1n+2 3 +t(n( )+1) 32 n(1—t)+ +5
_ _1)? _
On a donc Vt €]0; 1], S(t) = m(;tizt)(—tz—&—Zt—U —i—i __G t)zl?(] ) —|—§—i. Par croissances
3 1_1_ W 1
comparées, lim (1 —1t)?2ln(1 —t)=0donc lim S(t) =2~ =~ = 5 — .
t—1- t—1- 4 2 4 Znn+1)(n+2)

n
Autre méthode: S, = > (L7L++) = hf(Hn+Lf1)+l(Hn+L+L,1,l)

S\ k1 2(k12) 2 nt1 2 ntl nt2 2
n n
si on pose Sy = > ak pour n € N* avec la définition habituelle de Hp, = % (somme partielle de la série
k=1 k=1
harmonique). On a donc S;, = 1_ ] + 1 donc Um S, = % 1 -1
' T4 2(n41)  2(n+2) nodoo L S mn+N(n+2) 4
_ n
c. Pour n € N, posons a,, = é 1_3 T Comme la suite (an)nen est alternée et que (|an|)nen est décroissante
n
s . T (=)™
et tend vers 0, d’apres la question a. (second cas), en notant S(t) = mq Powr t € [0;1], on a
n=0 <N
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+oo (_-I)ntn

lim S(t) = +zo:o an. Or, Vt € [0;1], S(t) = > (_1)n(ﬁ)2n+1 Arctan(\/{)

\[ Z = donc, en

t—1- =0 = n+1 m+1 Vit
+oo (_1)n
passant a la limite quand t tend vers 17, lim S(t) = Arctan(1) = = = > .
t—1- 4 n=0 2n + 1
Autre méthode : en posant S, = i (Gl pour n € N, comme L = f 1 t2kdt, par linéarité de
' T 2k +1 ’ 2k +1 0 ’
) 1,2 11— (_tl)n+1 2(n+1)
) 4 — _+2\k — . t < 2(n+1)
I'intégrale, on a Sy fo (kzo( t) )dt J; 71 +t2 dt. Comme Vt € [0;1], T S t )
2yn+1 1 ,2(n+1) 1
ar inégalité triangulaire, )S ’ ‘ ‘ = t t< [ 2mtgp = ]
par inégalité triangulair n o 1—i—t f 1+t vy \fo T3

. 2 (-1 1 1
donc, par encadrement, nETOO Sn = ngo én _2 1 fo ] ittz = [Arctan(t)], = %

d. Comme on parle de la limite de S en 17, S est définie sur [0; 1], donc que le rayon de convergence R de la

n

série entiere Y. anx™ vérifie R > 1. Posons S, : [0; 1[— R définie par S, (t) = Y. ayxt® pour tout n € N.
n>0 k=0

On ne somme que des quantités positives, donc 0 < Sy (t) < S(t) pour t € [0;1[ et n € N. Comme S;, est

polynomiale donc continue en 1, en passant a la limite quand t tend vers 1~ dans cette inégalité, on obtient

n
0 < Y ax < & Ainsi, les sommes partielles de la série numérique a termes positifs >  a,, sont majorées
n=0

donc la série Y an converge. D’aprés le premier cas de la question a., on a donc lim S(t) == > an.
n>0 t—1-

n —|— ])Bun+]

a. Pour B €]1;«[ et n € N, on pose v, = ( > 0, alors In(vn) = B In (1 + l) +1n (M) donc
n

nﬁun Un

In(vn) = B+o( >+ln( °‘+ ( )) = B—ﬁ+o<%))+~m%car B —a # 0 donc In(vy) est négatif

+ooT‘|_ +OOT1 n

pour n assez grand. Il existe donc ng € N tel que ¥n > ng, vy < 1 donc Vn > ng, (n+1)Puy 1 <nPu, et

la suite (nﬁun)n>n0 est décroissante. Ainsi, Yn > ny, nPu, < nguno donc un = O(Lﬁ) ce qui montre,

par comparaison & une série de RIEMANN, que > uy converge.
n>0
+o0o n n—1

b. D’apres le cours, pour tout « € R et tout x €] — 1;1[, on a (1 +x)* = >, X~ [] (« — k) donc, pour

n=o ™ ¥=o

1 - ()t e )™ @n=2l (=) an!

=1 Vn > 1, —k) = 2k—1) = X ;
o« = 5, comme Vn kl;lo(cx ) o kl;[1( ) on T (2n— 1Al
. R G D R 219 | < _ _(=™Ten)t .

PE L VTR S L e e 0 = etan = s €
Méthode 1+ sion pose s = |an| % - 0pourn € N*, ona Yntl — (2n+2>(2n+1>(2n2— 1)

Un n n
(2n — 1)4™(n!) 42n+1)(n+1)

-1

quisesimpliﬁeenM:(l—i)o—i—l) = (1—i)( —l—o( )) = l—ﬁ—l—o(l) avec a = 3 > 1
Un 2n n +o00 2n +oo n n 2

de sorte que, avec la question a., on a la convergence absolue des séries | an et de > an(—1)".

n>0 n>0

/ 2n _2n

—(Zn)n 5 > 0pour n € N*, up ~ 47[7;&271) i ey
(2n —1)4™(n!) +oo (2tn)e ™ (2n)4™n

et Z uy, converge. Ainsi, > an et de > an(—1)™ convergent absolument.

Méthode 2 : si up = |an| = avec STIRLING

donc uTL

2\/ 2v2m37? n>0 n>0
+oo
Le domaine de définition de x — > anx™ est donc [—1;1].
n=0

+oo n
c. Pour x €] — R;R[, on a xS(x)? = x( STunx™) =x . ( > ukun_k>x“ par produit de CAUCHY qu’on
n= n=0 k=0
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400 —+o0
peut effectuer dans I'intervalle ouvert de convergence, ainsi xS$(x)? = x > unp1x™ = > unx™ = S(x) — 1.
n=0 n=1

Comme S(x) est racine réelle du polynome X? — xX 4+ 1 € R[X], son discriminant A = 1 — 4x est positif de

1 1

sorte que x < 1 pour tout x €] — R; R[. Ceci impose R < 1

De plus, ¥x €] —R;R], S(x) = 1=v1=dx V2]_4X ou S(x) = 1+ V1 =dx v21—4X Comme f : x — 2xS(x) —1 est développable
x x

en série entiere sur | — R; R[, elle y est continue et Vx €] — R; R[, f(x) = £1/1 — 4x d’apres ce qui précede. La

continuité de f et le fait que f ne s’annule pas sur | — R; R[ montre que l'on a soit ¥x €] —R; R, f(x) = /1T —4x

soit Vx €] — R;R[, f(x) = —v/1 — 4x. Mais comme f vaut —1 en 0, elle est négative sur | — R;R[ et on a donc

Vx €] — R;R|, f(x) = —v/T —4x donc S(x) = - =Y =4

2x

d. Soit T : } — %; Ll‘ [ — R définie par T(x) = 1=V —4x V21_4x D’apres la question b., T est développable en série
X
entiere sur ] — éll; %[ (et méme sur [— %; H mais on n’en a pas besoin) et, avec les calculs précédents, on a

1.1 ) = +°°v o to k!t (2n +2)™ ot )"t
Vx E} 474 {’ T0) = nZ::O o nZ::1 2n—1)(n)? o 22n+ D (n+1)DH7 nZ::O (n+1)(n!)?
1=2VT—dx+ (1=4x) 1 T—dx , _,
2 )

2

.Ona

bien siir, pour Vx € } - Zl‘; }I [, la relation T(x)% — T(x) +x =

En effectuant un produit de CAUCHY sur ] —

411; 1; [, et en identifiant les coefficients, on trouve vo = 1 et

n
Yne N viup1 = D) vikvn—k. Ainsi, (un)nen et (vn)nen vérifient les mémes conditions initiales et la méme
k=0

! 2
relation de récurrence donc, par récurrence forte, Vn € N; u,, =v,, = (2n)! 5 = 1 ™).
m+DHE2  nt

On reconnait les nombres de CATALAN : ug =1, u; =1, u» =2, u3 =5, ug = 14, us = 42,....

a. Comme f est continue et décroissante sur [n—1;n] pour n > no+1,ona Vvt € [n—1;n], f(n) < f(t) < f(n—1)

. . , n n n
donc, par croissance de l'intégrale, f : f(n)dt = f(n) < f : f)dt < f(n—1) = f : f(n —1)dt. On a
n—

donc 0 < wyn < f(n — 1) — f(n). D’apres le théoréme de la limite monotone, comme f est décroissante et
minorée par 0, elle admet une limite finie en 400 et on peut donc poser £ = lim f(x) etona lim f(n) ==«
X—+00 n—-+oo

Comme la suite (f(n))n>n, converge, par dualité suite-série, la série télescopique Y. (f(n —1) — f(n))

n>no+1
converge aussi et, par comparaison, la série > w; converge.
n>no+1
n X
b. Pour n > np+1, on définit la somme partielle S, = Y. f(k) et F: [no+o0o[— R par F(x) = f f(t)dt,
k=ng+1 To
il s’agit de la primitive de f s’annulant en ngy. D’apres la question précédente, la série > wy converge,
n>nop+1
n +oo
donc en notant Wy, = > wygpourn=no+1l,ona lim Wpo=W= 5 wy. Or, par CHASLES,
k=no+1 n—r+oo n=ngo+1
n n
onaVn>=2no+1, Wy = f f(t)dt— > f(k) =F(n) — Sn, de sorte que lim (F(n) —Sn) =W.
no k=no41 n—-4oo
+oo
(=) Si > f(n) converge, sion note lim S, =S= >  f(n), comme F(n) = (F(n) —Sn) + Sn, on a
n>no n—+00 n=no+1

donc 1111 F(n) = W+ S =1 donc (F(n))n>n, converge. Comme cette suite est croissante car F/ = f > 0
n—+oo
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donc F est croissante sur [ng + 1;+00[, on a Vx € [no;+oo[, F(x) < F(|x] +1) < Icar |x] + 1 est un entier
supérieur & ng + 1 donc F(|x] 4 1) est un terme de la suite (F(n))n>n,. Comme la fonction F est croissante et

—+o0
majorée, elle admet une limite finie en 400, ce qui est la définition de la convergence de f f(t)dt. Dans
Mo

+Ooftdt— li F(x)= Ll F =W+S=1I
ce cas, fno (t)dt = Jim (x) = Jdm M)=W+Ss=1
N . . . +oo
(<) Si f f(t)dt converge, F admet une limite finie en +o00 notée I = f f(t)dt = Um F(x) par
no

no x—400

définition. Par caractérisation séquentielle de la limite (I'implication facile, déja utilisée ci-dessus), on a donc

liT F(n) = I donc, comme Sy = (S — F(n)) + F(n), la suite (Sn)n>n,+1 converge par somme et on a
n——+0o0

lim S, = —-W+1=3S. Clest la définition de la convergence de la série >  f(n).

n——+oo n>no+1

+oo
Par double implication, on a bien établi que > f(n) et f f(t)dt sont de méme nature.
n>ngp o
: 1 1 : 1 . . . .
c. Sia<0,ona— = 0(7) donc, si ——o— convergeait, par comparaison, la série harmonique
¢ n+oo \nin%(n) ’ ngz nin%(n) verseait, b P ’ d

1 . . . . ,
S° ~ convergerait aussi, ce qui est faux. Ainsi, par contraposée, Y, ——s—
n>2 M ns2 nin®(n)
Pour a > ()7 soit fo: [2, +oo[ définie par fa(X) — [+() = x*1 (ln(x))*a qu1 est pOSitiVG sur [2, +OO[ La
xXimn (X
1

fonction f, est dérivable par opérations et Vx > 2, f4(x) = —x"2(In(x))~¢ — ax™! (;(ln(x))’“q) donc

diverge si a < 0.

avait pris a € R, la fonction f, était aussi décroissante mais seulement sur [Max(e™¢,2); +oo[ donc fq est

< Ocarx > 2et a> 0. Ainsi, la fonction fq est décroissante sur [2;4oco[. Si on

décroissante sur [ng; +oo[ avec np = |[Max(e™%,2)] + 1.

+
D’apres b., la série > l+() et 'intégrale fz o0 - d;[(t) dt sont de méme nature. Traitons trois cas :
2 nin(n n
1—a x 1—a T—a
e Sia€]0;1], Vx > 2, * d;‘ = [m (t)} _n ) I 70) — 4oocarl—a>0.
2 tIn%(t) T—a 12 1—a 1—a x—+too
— *_dt x_ _
eSia=1,Vx >2, 2 Tin@ [ln(ln(t))]z = n(ln(x)) — In(In(2)) e —+0o0.
. X gt In'" %) 1n'"%2) n'~9(2)
: > = - ML} - .
e Sia €]l;400[, Vx > 2, 2 T — S car1—a<0
+
Ainsi, l'intégrale de BERTRAND fz = .l d(} ® converge si et seulement si a > 1 donc la série de BERTRAND
n

——a— converge si et seulement si a > 1 d’apres b..
ns2 nint(n)
+oo
d. On prend ici a = —1 donc fz mtﬂdt diverge et > in(n) diverge d’apres c¢. Posons la somme partielle
n>2 n
n n
Sn= >, w On a vu en question a. qu’en posant Wy, = Y wy, comme f : t — lnt(t) est continue,
k=2 k=4

positive et décroissante sur [e; +oo[ avec e ~ 2,7 donc sur [3;+00], la suite (Wn)n>4 convergeait vers un

. o k ™ in(t In(3 In(2

réel W. Or, pour n > 4, W, = k§4 (fk_] f(t)dt — f(k)) = f3 #dt —Sn + % + % Comme
n 201 2 2 2

f tn(t) dt = [m (t)} _In (n) _In (3), on en déduit que la suite (Sn — M) converge vers
3 t 2 3 2 2 2 n>4

2 2
1“353) + an(Z) _n 2(3) —W. On peut résumer en S;, = lnzﬁ +0(1), ou encore, en perdant de I'information
oo
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2 n 2
& nouveau, en S, = up +o(un) si uy = n (n) Ainsi, > n(k) o (n)
—+o00 2 k=2 k +oo 2

a. Existence : la fonction hn : x — (—1)“2_“"2 est continue sur l'intervalle R} donc elle admet, par

X
exemple, une primitive g, : x —> f1 hn(t)dt qui s’annule en 1 par le théoreme fondamental de l'intégration.

De méme, g, étant continue (elle est méme de classe C') sur R% , elle admet une primitive qui s’annule

en 1, la fonction an : x — f: gn(t)dt. La fonction g, étant de classe C! sur R%, an est de classe C? sur
R*. La fonction fn : x = an(x) — an(2)(x — 1) est aussi de classe C* sur R et vérifie f(1) = an(1) =0,
fn(2) = an(2) —an(2) =0et Vx >0, f1(x) = alt(x) = gl (x) = hn(x) = (71)n2*m‘2.

Unicité : Soit kn : R% — R de classe C? telle que kn(1) = kn(2) = 0 et ¥x € RY, ki (x) = (—1)“2*“"2,
alors la fonction by, = f;, — ky est de classe C?, vérifie Vx > 0, b”(x) = hn(x) — hn(x) = 0 donc elle est
affine sur l'intervalle R*, d’oti existence de (an,Bn) € R? tel que Vx € R%, bn(x) = anx + pn. Mais

bn(1) = bn(2) =0 donc o + Bn = 2an + Pn = 0, ce qui prouve que ayn = fr, = 0, donc que ky = fy.

b. Soit [a;b] un segment de R, on a |[[f}i]|o [a;b] = 2% donc Y f/ converge normalement donc
n>1
uniformément sur [a;b] car la série géométrique (Z_bz)“ converge puisque |2_b2| <1
n>1
c. .
2 1 2 1 ¢ 1
d. Pourx € R} ,onaF'(x)=-27% > (-2 )" "= > =— 5.
n=1 T+27% 142
a. Notons S la limite de la suite (Soan)nen. Comme ¥Yn € N, Soni1 = Son + uzn41 et que les deux

suites (San)nen €t (Uan41)nen convergent, par somme, la suite (Sani1)nen converge et on a la limite

Um Syng1 = Um Son+ Um upny) =S+ 0=S. Ainsi, par le théoreme des indices pairs et impairs,
n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo

+oo
la suite (Sn)nen converge et hm Sn =S, ce qui montre que la série Y. u, converge et que Y un =S.
n>0 n=0

3

b. Posons, pour tout n € N*, T, = Z (—1)k\f En séparant les indices pairs et impairs, pour n € N*,
=1

n n
ona Ty = > (=1)2V2k + 3 (=1)2 12k — Z (V2k — v/2k = T). Posons, pour tout k € N,
K=1

k=1
ax = V2k—/2k — 1 > 0 et soit la fonction f : [1; +oo[— R définie par f(t) = v/2t — /2t — 1 qui est dérivable

et décroissante sur [1;+oo[ car Vt > 1, f/(t) = €L __1 <o

V2t 2t — 1

. . k+1 k
Pour tout k > 1, par croissance de U'intégrale, on a fk f(t)dt < f(k) et f(k) < fki] f(t)dt qu’on peut

+1
sommer pour k € [1;n] pour la premiere et pour k € [[2;n] pour la seconde et on obtient j;n f(t)dt < Tan

+1
et f1n f(t)dt < Tan — (V2 — 1), d’ott 'encadrement fn ()dt <Ton <V2—1+ f1n f(t)dt.
X _ — _ 3/2 _ 1oy _ 13721 Z 1 3/2 _ (9 _ 11372 _
Or f(t)dt = (\/ —V2t=T)dt = (2t) (2t —1) = —~((2x) (2x = 1) C
1 1 3 3 1 3
3/2
pour x > 1 avec C = (23/2 ) (2x)3/2 — (2x — 1)3/2 = (x)3/2(1 — (1 — Zi) ) done, avec
X

3/2
les développements limités, (2x)3/2 — (2x — 1)3/2 = (2x)3/? (1 -1+ % + O(l)) o 3.2 1 V/x = 3\/‘/5.
o0 X X oo
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n+1 / n
Ainsi, f] f(t)dtJrNoo T\l/—EH +~Oo% et V2 — 1+ f1 f(t)dt+~m£ et, par encadrement, on arrive &

Ton ~ Y L V2N Comime Toray = Ton — V20 T = VIn _/om. [14 -+ o(y/m), on parvient &
o0

"o W 4o 2 2 2n
Tonin = LZZ“ —V2n(1 4 0(1)) + o(y/n) foo——vzzn + o(y/m) f;;%zn f;o_ivzg“. Par le théoréme des

ny/n
-,

indices pairs et impairs, on a donc T, o (-1)
o0

a. Six € R, klim (1 — g*x) = 1 donc on ne peut pas utiliser le critéere de D’ ALEMBERT. Traitons deux cas :
—+00

e S’il existe un entier k € N tel que 1—q*x = 0, alors Vn > k+1, (x,q)n = 0 donc la suite ((x, q)n)nEN

est stationnaire (elle devient nulle & partir d’un certain rang) donc converge et on a (x, q)oo = 0.

e SiVk € N, T— g # 0, comme klim q*x = 0, il existe un entier ko tel que Vk > ko, 1 — q*x > 0
—+0o0

(ceci est le cas en particulier si x < 0 avec la valeur ko = 0 car on a alors Yk > 0, 1 —qu >1>0). Pour

n—1 X ko—1 X n—1 X n—1 K
nEko T (van = [0 -a%) = (1T 0=a%9) x ( IT (01— a%)) = (s e I] (1-a*x).
k=0 k=0 k=ko =ko
n—1 n—1
Posons v, = [] (1 — q*x) > 0 pour n > ko + 1, alors In(vy,) = 3. In(1 — q*x). Si on pose
k=ko k=ko
wr = In(1 — q*x), on a wx ~ —q*x et > q*x converge absolument car |q| < 1 donc > wy
+oo k>ko k>ko
converge aussi absolument par comparaison ce qui montre la convergence de la suite de sommes
n—1
partielles (in)n>ko+1 St un = Y, In(1 — g*x). Par continuité de 'exponentielle, comme v, = e,
k=ko

la suite (Vn)n>k, converge donc la suite ((x,q)n) converge vers un réel qu’on note (x, q)oo-

nenN

b. On veut a nouveau passer au In car on n’a de théoréme de continuité que sur les séries de fonctions. Pour
b > 0, soit I, =] — oo; b]. Comme avant, il existe un entier ko € N tel que Vk > ko, 1—g*b > 0. Alors, pour

xElp,onaVk € Ny 1—q*x >1>0six<0etVk>ko, 1—qx>=1-q"b>0six €]0;b]. Ainsi, pour
n—1

tout x € Iy, en écrivant encore, pour n = ko + 1, Vx € I, (x,q)n = (x,q)x, [ (1 —q*x) comme la fonction
k=ko

h:x— (x,q)k, est continue sur Iy, car elle est polynomiale, il ne reste plus qu’a montrer la continuité de

+oo n—1
q:x— J] 1—=q*) = lim ][] (1 —q*x) sur I pour avoir, par produit, la continuité de p sur I,. Pour
k=ko n—=+oo ki,
_ n—1
n>ko+ 1, posons qn(x) = [] (1 —q*x) et gn(x) = In(qn(x)) = > fr(x) avec fr(x) = In(1 — q*x) pour
k=ko k=ko

tout x € I. Utilisons maintenant le théoreme de continuité des séries de fonctions :
e Toutes les fonctions fx sont continues sur I, par opérations.
e Comme fy n'est pas bornée sur Iy car lim fx(x) = 400, on fixe a €] — 0o; b[ et, par décroissance
X——00
de fi sur [a;b], on a |[fi||oo,[a;b] = Max(|fi(a)l,[fk(b)]) = Max(fr(a), —fr(b)). Plus simplement,

[[fi|loo,[asb] < [f(a)| + [fi(b)] et les séries > [fn(a)| et > [fn(b)| convergent d’apres a., la série
‘I’LZko

ﬂ}ko

> fn convergent normalement sur [a;b] donc sur tout segment de Ip.

Tl}ko
+00o
Par ce théoréme, g : x — > f, est continue sur I, donc q = e9 est continue sur Iy par continuité de exp.
Tliko
Par produit, p = hq est continue sur I, =] — 0o; b] pour tout réel b > 0, donc p est continue sur R.
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c. (=) on vient de voir en question b. que la fonction p est continue sur R, de plus p(0) = liT (0,q)n =1
n——+oo

n—1
car Vn € N, (0,q)n = [] (1 — q*.0) = 1. Ensuite, pour tout réel x et tout entier naturel n, on a la relation

k=0
(=@ = (=% TL( - a%(@9) = (1 =9 TLO = %) = T1 (= ¢5) = (5 )ns1 done, en
k=0 k=0 k=0

passant & la limite dans (1 —x)(qx, q)n = (x,q)n+1 (elles existent d’apres a.), on a (1 —x)p(qx) = p(x).
(«<=) Réciproquement, soit une fonction f : R — R continue vérifie f(0) =1 et Vx € R, f(x) = (1 —x)f(qx).

Pour tout x € R, on a f(x) = (1 —x)f(qx) = (1 —x)(1 — gx)f(q?x) et, par une récurrence simple, on
n—1
obtient Vn € N, f(x) = ( I1 (- qu)>f(q“x). Comme Um q™x = 0 et que f est continue en 0, on a

k=0 n—-+oo

lim f(q™x) = f(0) = 1 donc, en passant a la limite dans f(x) = (x, q)nf(q™x), on a f(x) = p(x).1 = p(x).

n—-+oo

Ainsi, p est 'unique fonction continue f de R dans R vérifiant f(0) =1 et Vx € R, f(x) = (1 — x)f(qx).

a. D’apres I’énoncé, on ne peut aller que vers le nord (N), vers l'est (E) ou vers le sud (S). Apres un
pas, on ne peut avoir fait que N,E,S donc u; = 3. Avec les conditions de marche, apres deux pas le

chemin ne peut qu’étre en NN, NE, EN, EE, ES, SE,SS donc uy, = 7. Et apres trois pas, on ne avoir fait que

NNN, NNE, NEN, NEE, NES, ENN, ENE, EEN, EEE, EES, ESE, ESS, SEN, SEE, SES, SSE, SSS donc usz = 17.
b. Soit n € N*, pour dénombrer les u,, 41 chemins possibles, on fait une disjonction de cas selon les premiers
pas. Le nombre de chemins possibles jusqu’a ’étape n + 1 sachant qu’on commence par :
e E est u, (on peut faire ce qu’on veut apreés N).
e NE (ou SE) est un—1 (on peut faire ce qu’on veut aprés NE (ou SE)).
e NNE (ou SSE) est un—2 (on revient “au point de départ” avec deux pas déja effectués).
eN---NEouilyake[3;n] fois N (ouS---SE) est un_x pour les mémes raisons (méme si k =n).

e N:---N (ouS---S) toujours vers le nord (ou le sud) est 1.

n n—1
Ainsi, Vn 2 1, uny1 = un + 2( un_k) +2=un+ 2( > uk) + 2. Cette relation est encore vraie pour
k=1 k=0
n—1 n
n=0car3=u; =uo+0+2=1+0+2. Ainsi,¥n € N, uny1 = un—i—Z( D uk) y2= 2( > uk) f2—u,.
k=0 k=0

c. Initialisation : uo =1<3% u; =3<3", u, =7<3? =%t u3 =17 <33 =27.

n—1
Hérédité : soit un entier n > 3 tel que Vk € [1;n], u* < 3% On a alors unpq < 3™+ 2( > 3k) +2 d’ou
k=0

n
Uni1 <3“+2.33 __11 +2<2(3™+1) <3 car 3t > 2.

Ainsi, par principe de récurrence forte, on a ¥n € N, 0 < uy < 3™ donc le rayon de convergence R de la série

entiere Y un,x™ est supérieur a celui de > 3™x™ qui vaut % Comme R > %, on a bien R > 0. On pouvait
n=0 n=0

dire directement que u, < 3™ car a chaque pas, on n’a que trois possibilités, N, E ou S, et il y a n pas.

d. Pour tout x €] — Min(R,1); Min(R,1)[, par produit de CAUCHY & lintérieur des intervalles ouverts de

2 —+oo +oo +oo n

convergence, x S(x) = 2( > x“)( > unx“) =2> ( > uk>x“. Avec la relation de récurrence
1—x n=0 n=0 n=0 k=0

. . 2S(x) 0 - .

de la question b., on a la relation =—=% = " (un471 + un — 2)x™, qu’on peut multiplier par x pour avoir

T—x n=0
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2xS(x) 2x

= 3 (Unyg1 +up —2x™M = S(x) =1 +xS(x) — . . Ainsi, (1 —2x —x?)S(x) = 1 +x donc, comme

1—x — X

n=0
1+4x # 0 car x €] — Min(R, 1); Min(R,1)[, 1 — 2x +x? # 0 donc S(x) = ]]2%, six € } - %3 % [ au moins.
—2x —x
e. Les racines de X?+2X—1sont « = —14+v2 > 0 et p = —1—/2 < 0 qui vérifient a+p = —2 et xp = —1. Soit
la fonction f :]—o; —a[— R définie par f(x) = 1+% > = 14+ x , comme cette fraction rationnelle

1—2x—x (¢ —x)(x — B)
est mise sous forme irréductible et qu’elle est de degré strictement négatif, on sait qu’il existe deux réels a et b

tels que f(x) = —%—+—L—_ On trouve classiquement a = 1% — V2 1y 1B V2 1
x—x p—x x—p 2\/2 2 p—a 72\6 2
Ainsi, ¥x €] — o; «f, f(x) = % 3; X 1—27x/oc)+]§ X 1—(]774[3)) et, comme ‘i‘ <let ‘%‘ <1 car a < |B|, on
400 n 40 n +oo _—n—1 —n—1 +o0o (_pyn+l _ 1]
s _1(1 Xt 1 x)_ o +8 N ) — S~ (EB)TT A (=)t
arrive a f(x) = = | — 4 — =) = " puwis f(x) = X
( ) 2\ nZ::O o™t B nZ::O Bn nX::O 2 ( ) nX::O 2
4o n+1 _ n+1
car ap = —1 donc f(x) = (+v2) +(1=v2) x". Comme a > 1 Wx € } - l;l[, f(x) = S(x)
= 2 3 3'3
n+1 . n+1
donc, par unicité du développement en série entiere, on a Yn € N, u,, = 1+ \[2) ; { \[2) .
n+1
Comme u, ~ % > 0, on a ntl 1442 donc, par D’ALEMBERT, le rayon de convergence
+o00 2 Unp +oo
de > upx™ vaut R = L{S =« =2 -1~ 0,41. De plus, pour calculer la limite de ull/n, on écrit
n>0 -
1 1
AR B (ln (1 +vV2)™ 4+ (1 — V2™t )) =1 M4y o (lm (1 L 0= V)t ))
n 21/n n 21/n n (] +\/§)n+1

ce qui montre que lim u/™ = e+ =1 4 /2.
n—-4o0o

1

. V/2—1 (cela ressemble & D’ ALEMBERT).

C’est le critere de CAUCHY, si cette limite existe, on a R =

D’abord, pour n € N, |xq™| < |x| car |q| <1 donc 1 —xq™ > 1— |x| > 0 ce qui permet la définition de Sy (x)

>

car les dénominateurs 1 — xq™ ne s’annulent jamais.

a. Comme HT axq™ = 0, il existe np € N (qui dépend de x) tel que ¥n > ng, 1 — axq™ > 0. On peut
n——+0oo

N 1— axgn

n
n=no+1 1- xq

N n N n
avec vy =[] an > 0. Ainsi, In(vny) = >, In (1*4‘1’“%) + équivalents + convergence.
n=ngo+1 1- xq n=ngo+1 11— xq

n
considérer In (%) des que n > no est assez grand. Pour N > ng, Sn(x) = Sn, (x) X
—xq

b. On a VN € N* Sy(0) = 1 donc, en passant & la limite quand N tend vers +oo, S(0) = 0. De

N _ n+1 N+T . m
plus, ¥x €] — 151, (1 — ax)Sn(qx) = (1 —ax) ] 2=94 — (1 — ) x L=ax » ] 1=ax4— g5
n—o 1 —xq 1T—x m=1 1—xq

N+1 n
]17% = (1 —=x)SNn+1(x). En passant a la limite quand N tend vers +oo,
n=0 -

on obtient (1 — ax)S(qx) = (1 — x)S(x).

(1T —ax)Sn(gx) = (1 —x) x

—+oo
c. Analyse : supposons qu’il existe v €]0;1] et (an)nen tels que ¥x €] — r;7[, S(x) = Y anx™. Avec
n=0

léquation fonctionnelle de la question précédente, on a S(x) — xS(x) = S(gqx) — axS(qx), ce qui donne
+oo —+oo —+oo +oo
Soanx™ = 3 an_1x™ = Y ang™™ — 3 aan_1q™ 'x™. Par unicité des coefficients, pour tout entier
n=0 n=1 n=0 n=1
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n—1
ne N ona(l1-—q%an=(1—aq™ an_7 ol ap = ﬂn—an_p Comme ap = S(0) = 1, on en déduit

1—q
, . n 1 —a k—1
par une récurrence simple que Vn € N, an = [] ]4qk— etc....
k=1 —q

2
. . u o ,
a. On a uy > 0 et, si u, > 0 pour un entier n € N*| alors un 1 = \/—‘l > 0. Par principe de récurrence,
n

2
Vn € N*, un > 0. On peut donc considérer, pour k € N*, In(uy1) = In (ﬂ) =2In(uy) — % On a

Vi

donc Vk € N*, 4ln§¥ﬁ'1) — 4ln§l¢k) = _lnz(kk). Par télescopage, on obtient donc Sy, lng,u{“) — ln(2u1 )
b. (Sn)nen- converge car @ = 0(1/(3/2)%).
2% 400
a. Posons u, = Hp —In(n) pour n € N*. OnaVn > 2, up —un_1 = LIS Y (1 — l) donc, avec
n n
les développements limités, un — un_1 = 1_14 O(]—z) = O(iz) donc, par comparaison, la série
+oomn n n +o0 n
> (un —un—1) converge. Par dualité suite-série, la suite (un)nen+ converge. Si on note y sa limite, on a
n>2
donc lim (Hn —In(n)) =7, ce qui s’écrit aussi H, = In(n) +v + o(1).
n—-+oo “+o0

b. D’apres a., Hon — Hn = In(2n) +v — In(n) — vy + o(1) donc Han — Hp = In(2) + o(1) et on a donc
oo oo

2n n

lim (Han —Hn) = In(2). On pouvait aussi, comme Hypy —Hp = Y 1_ > 1 - en posant k = n + 3,
n—-+oo k=n+1 k j=1 Tl+)
n
obtenir cette limite avec les sommes de RIEMANN. En effet, Hy, — H,, = b—a > f(a + ku) en
n k=1 n
posant a = 0, b = T et f: t— ]1? qui est continue sr le segment [0;1]. Par théoréme, on a donc

1
lim (Han —Hn) = fo f(t)dt = [In(1 + )]} = n(2) avec la méme conclusion.

n—+oo

c. La fraction rationnelle est de degré —3, est écrite sous forme irréductible, et admet 0, —1

1
2X7 +3X% + X
et % comme poles simples car 2X3 + 3X? 4+ X = 2X (X2 + %X + %) = 2X(X + 1)( - 15) En écrivant donc

=4 b ¢ on obtient a =1, b =1 et ¢ = —4 par des méthodes usuelles ou par

1 _
2X3 +3X% + X X Tx+1 T X+

1 _1 1 4
2X3 +3X% + X

identificati d t —_— — .
1dentification, de sorte que X+X+1 X1

d. La série Y 1 converge par critere de RIEMANN car Vn € N a,, # 0 et que l'on a la formule classique

n>1 9n
= +1)(2n+1) 3 1 1 . T .
_ oy - e d ~ t—:O(—).S Sp= > L, & .
an kZ::1 c one an ~ - e o =003 i on pose S kZ::1 a’ apres c.,
n 2n+1 n
il vient S, = (5 L—A):GH 6(H 1——1)—24(—1 1_ i),d
ilvient Sn = 20 (R P72+ ntoltn Xk Tz ) done
= 1 ) ( 1 Hn)f 6 24
—6Hn +6(Hn+—— 1) —24( —14+H ~Hn) — 98— 24(Hon —H _
Sn nt ( T B i R (Man = Hn) + 29 = 200
+oo
En passant & la limite avec b., on a 1 = tm Sn=18—241n(2) ~ 1,36.
n=1 adn n—-+4oo

a. Pour n € N* et x € R, |fr(x)| < ﬁ donc, par comparaison et critére de RIEMANN, la série Y fn(x)
n>l
converge pour tout réel x. Ainsi, Y fn converge simplement sur R et f est définie sur D = R.
n>l
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b. La majoration précédente montre méme que fn est bornée sur R et que ||fn||oo,r < ZLZ (on a méme
n

égalité car lim fn(x) = -%5) et la série Y -5 converge donc la série Y. f, converge normalement sur
X—+o00 2n n>1<n n>1

R. Comme toutes les f,, sont continues sur R, par théoréme, la fonction somme S est aussi continue sur R.
a. Initialisation : pour n =2, comme ay = aj +ap =1, 0n a bien (2—2)! =0!'=1 < a; < 2! =2. Mais on

aaussiaz =2(az+a1)=2et 3-2)!=1< a3 <6=3L

Hérédité : Soitn > 2telque (n—2)! < ap <nlet (n—1)! < ant1 < (n+1)} alors anyz = (n+1)(an+1+an)

donc (n+1)(n=1)1+(n—-2)!) < any2 < (m+1)((n+1)!4n!), qui se factorise, comme (n—1)! = (n—1)(n—2)!

et (n+N)!=m+T)nlen (n—2)n(n+1) < any2 < (n+2)! et on a bien n! < any2 < (n+2)! car

m=2)n(n+1) >2n! puisquen+1>=n-—1.

Conclusion : par principe de récurrence double on a Vn > 2, (n —2)! < a, < nl.

—2)! | . \
b. Comme Vn > 2, 0 < (n ' ) = 1 < a—"l <1= l', on sait d’apres le cours que le rayon de
n! nn—1) n! n!
n
convergence R est compris entre celui des séries entieres >, —*—— et > x™. Comme ces deux rayons
n>2 n(n - 1) n>2

valent 1 car (x™)n>2 et ( sont bornées si et seulement si |x| < 1, on en déduit que R = 1.

x™ )
nn—1)/n>2

c. On peut dériver terme a terme la fonction somme d’une série entiere dans l'intervalle ouvert de convergence

“+0o0o a Xn—] + a ]XTL
donc Vx €] —1;1[, §'(x) = > dnXx = S “nt%  Ainsi, en n’écrivant que des termes en x™, on trouve
n=1 (TL - ])' n=0 n!
+oo n +oo n +oo n +oo
]_XS/X_XSX — M_ &_ MZQ]“‘ an+1in(an+an—1)xnzo
( ) ( ) ( ) nZ::O n! n2:31 (Tl— ])' nX:II (Tl— ])' nzz:l n!

car a; = 0 et avec la relation de récurrence définissant la suite (an)nen-
1

d. S est donc solution de (E) : y' — %y =0 sur | —1;1[. En posant a : x — . X =1+ 1 , une
—x —x —x
primitive de a sur | — 1;1[ est A : x = —x — In(1 — x), les solutions de (E) sur | — 1; 1] sont les fonctions
—X —X
Y x e Ae X I0=x) = ]e—. Comme S$(0) = ap =1, 0ona Vx €] —1;1], S(x) = ]e =e XX . 1 On
— X — X — X
+o0 (—1)an 1 —+o0
sait que ¥x € R, e ™ = > ' et Vx €] — 1;1[, —— = > x™. Par produit de CAUCHY de séries
n=0 n. T—x n=0
+oo n (_])k
entieres, on en déduit que Vx €] — 1; 1], S(x) = ( > o )x“. Par unicité du développement en série
n=0 ‘k=0 K
) @y _ & ) n (1)
entiere (comme R >0),onavn € N, 1 = }° donc an =n! )

On reconnait en a, lexpression du nombre de dérangements de [[1;n]]. Posons donc Dy, ’ensemble des
dérangements de [[1;n] et a,, = card (D) et expliquons d’ou vient la relation de récurrence de 1’énoncé.
D’abord, ap = 1 est conventionnel et a; = 0 car D1 = ). De plus, sin € N, D2 = D?\+2 L DL+2 avec
D%, qui contient les dérangements o de [1;n + 2] tel que o(n +2) =k et o(k) =n +2 et D}, contient
les dérangements o de [[1;n + 2] tels que o(n +2) =k et o(k) # n + 2.

e Pour choisir un dérangement de D¢ 42, il faut d’abord choisir k € [1;n + 1], cela fait n 41 choix, et

ensuite o induit un dérangement de [1;n 4 1] \ {k} qui est de cardinal n donc il a ay choix pour les

images par o des éléments de [1;n + 1]\ {k}. Ainsi, card (D% ,) = (n+ 1)an.
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e Pour choisir un dérangement de D] 42, il faut d’abord choisir k € [1;n+1], cela fait n +1 choix. En

posant T la transposition qui échange k et n+ 2, on vérifie que la permutation tog est un dérangement

]OU/ZTOG/

de [1;n+1]. Réciproquement, pour un dérangement o’ de [[1; n+1]], la permutation o = t~
appartient & D! . Ainsi, card (D], ,,) = (n + 1)card (Dn41) = (n + an1.

Ainsi, card (Dny2) = any2 = (n+1)an + (0 + any1 = (n+ 1) (ans1 + an) = card (D% ,) + card (D], ,).
(_])ne—nx
a. Pour x € Ret n € N* posons up, = ~————
n
(="
n
tend vers 0, la série > uy, converge par le critere spécial des séries alternées.

nxl

e—ﬂX

. Traitons trois cas :

e Six=0,un =

et, comme (un)nen- est alternée, que la suite (Jun|)nen- est décroissante et

e Six>0,|un| = = o((e™™)") et la série géométrique > (e )™ converge car |e *| < 1 donc,
too n>1
par comparaison, la série > u, converge absolument donc converge.
n>1
eSix<0, Um [un|=4o0donc > u, diverge grossiérement.
n—+4oo n>1

Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R,.

. s (=1)e ¥
b. Pour n € N*, soit f, : Ry — R définie par fn(x) = ———.
n
H7) la série de fonctions f,, converge simplement sur R, d’apres a..
( g +

n>l
(Hz) les fonctions f,, sont toutes continues sur Ry par opérations.

(H3) Pour x € Ry et n € N*, comme (|fn(x)|)nen= est décroissante et tend vers 0, par le critére spécial

. . +o0 —(n+1)x 1 L.
des séries alternées, si Rn(x) = Y. fi(x), on a [Rp(x)| < [fnp1(x)| = & < . Ainsi,
K=nt1 nA41 +1
Rn est bornée sur Ry et ||Rnllco,r, < ﬁ donc Y f,, converge uniformément sur R, par
n n>1

encadrement car lim 1 _o.
n—+oon + 1

Ainsi, par le théoréeme de continuité des séries de fonctions, S est continue sur R, .

c. S est continue sur [0; +00] et, comme la série > fn(x) converge par le critere spécial des séries alternées
n>1

car la suite (|fn(x)|)nen+ est décroissante et tend vers 0 pour tout x € R4, on sait majorer le reste et avoir,
pour x € Ry, [S(x)| = [Ro(x)| < |f1(x)| = e™™. Comme S(x) = O(e™™), par comparaison & une intégrale de
référence, S est intégrable en +oco.

d. Utilisons cette fois-ci le théoréeme de dérivation des séries de fonctions :

(H7) la série de fonctions ) fn converge simplement sur R} C Ry.
n>l

(Hz2) les fonctions f,, sont toutes de classe C' sur R par opérations et ) (x) = (—=1)"Flex,
(H3) pour a > 0, x € [a;+oo[ et n € N* |fi(x)] = e ™ < e ™ = (e”*)" = |fi(a)]. Ainsi,
|[f1ulloo[a;+oof = (67¢)™ et, comme la série géométrique »_ (e”%)™ converge, ) f;, converge nor-
n>1 n>l
malement sur tout segment de R’ on peut remplacer [a;+oco[ par [a;b] sans rien changer.

Par ce théoréme, la fonction S est de classe C! sur R%.
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—+oo —+o0 —x
e. Pour x > 0, on a S'(x) = fl(x) = —)ntlemx — _€ ___ car e *| < 1. Comme R* est un
n 14 X -+
n= n=1 e
—X
intervalle et que x — —In(1 + e™) est une primitive de x ]_ii_x, il existe une constante C € R telle
e

que ¥x >0, S(x) = C—1In(1 +e ).

Par convergence uniforme de > fn sur Ry, comme Yn € N*, 1111 fn(x) = 0 = {n, le théoreme de la
n>1 X——+00

o)
double limite permet de conclure que lim S(x) = > &, = 0. Ainsi, comme lim In(1+e %) =0, on
X—400 n=1 X—+00
conclut que C = 0 donc que Vx € R, S(x) = —In(1 4+ e™*). Mais comme S et x — —1In(1 + e~ ) sont
continues en 0 d’apreés b., on a donc Vx € Ry, S(x) = —In(1 + e~ *). C’était direct avec les séries entieres
+o00 (_])n+1un
car on sait que Vu €] — 1;1[, In(1+u) = Y

n=1

. Restait a prolonger en 0.
n

f. Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) la série de fonctions > f, converge simplement sur Ry d’apres a..
n>l

(Hz) les fonctions f,, sont toutes continues et intégrables sur Ry car Yn € N*| £, (x) = O(e™™).

(H3) la fonction S est continue sur R d’apres b..

(Ha) € N~ f+oo|f()|d—1[ £ X]+m—] t la série de RIEMANN 57
4) pour n s n(x)dx = — |, =7z ctlasériede 2 converge.
L o L oo =t =)t
Alinsi, S est intégrable sur R (on le savait déja) et fo S(x)dx = Y fo fn(x)dx = ) ~—5—. Posons
n=1 n=1 N
: (—1)k+1 = 1 (=1 1
Z et Sp = >, —5 pour n € N*. Comme kinrOOO( ), par comparaison, la série
k=1 k=1
(_])k+1 ) n 1 S
Y. *—2%— converge donc la suite (Tn)nen+ converge. Pour n € N* Trn = Spn —2 ) 7Som — 22
K> k=1 (2k) 2
: _ 1o Ansi [T __n
donc nl_m}oo Th = nl_&TOO Ton = 2 X e =17 Ainsi, j; S(x)dx = 17"

a. Pour x = 0, fn(0) = 0 donc ) fn(0) converge. Six # 0, on a fn(x) ~ %5 donc ) fn(x) converge
n>1 toom n>l
absolument donc converge par comparaison aux séries de RIEMANN. Par conséquent, le domaine de définition

de f est D = R et la série de fonctions ) f, converge simplement vers f sur R. De plus, comme toutes les
n>l
fonctions f,, sont impaires, on en déduit que f est aussi impaire.
1

b. Soit a > 0, alors Vx € [—a;a], |[fn(x)] < 52— donc |[fn|le,—a;a] < 5. Comme Y —5 converge par
0“4+n o n n>1 M
RIEMANN, > f, converge normalement vers f sur [—a;a]. Comme toutes les fonctions f,, sont continues
n>l

sur R, par le théoreme de continuité des séries de fonctions, f est continue sur R.

c. Par contre, ||fn||co,® = fn(n) = 2 donc Y ||fnlleo,r diverge par comparaison a la série harmonique
n>l
et il n’y a pas converge normale de >  f, sur R. Bien sir, une étude de fonction faisait le travail, en effet
nxl
2 .2
f (x) = 5—% donc f
n( ) (XZ _|_n2)2 n

d. On effectue une comparaison série/intégrale, en posant, pour x > 0 fixé, la fonction @y : t — 2

(n).

+t2 Px

ket 13
est continue et décroissante sur Ry donc Vk € N*| fk ex(t)dt < px(k) < fk ! @ (t)dt. On somme ces
+o0

TR, +oo +o0 t t +oo
inégalités : f1 ox(t)dt < f(x) < fo ox(t)dt <= [Arctan (*)]1 < f(x) < {Arctan (7>]0 (tout
x x
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converge). Ainsi, on a T — Arctan 1) < f(x) < T donc lim f(x) = T par encadrement.
2 X 2 x—>+00 2

e. Comme lim fn(x) =0 pour tout entier n, si on avait convergence uniforme de > f, sur R, d’apres le
x—+00 nzl
+oo

+oo
théoréme de la double limite, on aurait 1111 f(x) = > (lim fa(x))= >, 0=0. Comme lim f(x)=
X—+00

n=1 X—-+4o00 n=1 X——+00 ’

N3

on n’a pas convergence uniforme de Y fn vers f sur R (ni sur tout intervalle de la forme [a; +00[).
n>l

f. On doit trouver f(x) — T ~ -1,

a.Vne N, gn(0) =0et Vx #0, lim e ™ =0 et (Arctan(nx?)) est bornée donc lim gn(x) = 0.

n—+o0o neN n—+o0

Ainsi, (gn)nen converge simplement sur R vers la fonction nulle g = 0.

—1"l.£12

2
-n
b. Vx > a, Yn € N, |gn(x) —g(x)] = |gn(x)| < ezﬂ donc |[gn — 9gl[oo,[ast+o0] < % ce qui montre par

encadrement que 1111 l[gn — glloc,[as+00] = 0. Ainsi, (gn)nen converge uniformément vers g sur [a; +ool.
n—+oo

c. D’abord, Vn € N, ¥x € R, |gn(x)| < % donc gn, — g est bornée sur R et on peut définir ||gn — gl|oo,

Méthode 1: comme gn(ﬁ) =e ! Arctan(1) = ﬁ, ona |[gn—9|loc,r = ﬁ donc la suite (Hgn_gHOO»R)neN

ne tend pas vers 0, ce qui montre que (gn)nen ne converge pas uniformément vers g sur R.

2
—nx
Méthode 2 : pour n € N, g, est dérivable sur R et Vx € R, g}, (x) = —nxe ™’ Arctan(nx?) + %
nex
donc ¢/, (x) = 2nxe~ ™" (* — Arctan(nx? ) = 2nxe ™ h(nx2) en posant h : t — —— — Arctan(t).
gn (%) 1+ n2x? (nx?) (nx?) en p 1+ 12 (t)
La fonction h est dérivable sur Ry et Vt € Ry, h'(t) = i —T—zttz)z -3 —iltz < 0 donc h est strictement

décroissante sur l'intervalle Ry. Comme h(0) =1 > 0 et K¢—400 h(t) = —% < 0, d’apres le théoreme de la

bijection, h réalise une bijection de R, dans } — 721; 1} donc il existe un unique réel « > 0 tel que h(x) =0

(x ~ 0,747). D’apres ce qui précede, gn est donc paire, positive, strictement croissante sur {O; g} et
n

strictement décroissante sur [\/E; +oo[. Ainsi, ||gn — glloo,r = ’gn( /ﬁ)‘ = e" % Arctan(a) > 0 donc
n n

(||gn — gHOO!R)nEN ne tend pas vers 0 et (gn )nen De converge pas uniformément vers g sur R.

a. Soit x € [0; 1], distinguons deux cas :
e six =0, alors Vn € N, f,(0) =0 donc lim f,(0)=0.
n—+o00

e si x €]0;1], comme lim —1X
n—+oo nx + 1

(fn)nen converge simplement sur [0;1] vers : [0;1] — R telle que f(0) = 0 et Vx €]0;1], f(x) = (x*> + a)e™ .

— : — (42 —x
=1,o0na nETmfn(x) =(x*+a)e ™.

b. e Si a # 0, la fonction f n’est pas continue en 0 car lh?)lJr f(x) = a # f(0) donc, comme toutes les fonctions
x—
fn sont continues sur [0;1], on n’a pas convergence uniforme de (fn)nen vers f sur [0;1].

2 _
e Sia=0Vx € [0;1], Vn € N, [fa(x) — f(x)| = zxe—l—); < nxx+1

= gn(x). Or gn est dérivable sur

[0;1] et Vx € [0;1], gh(x) = % > 0. Ainsi, gn, est croissante sur [0;1] donc maximale sur [0;1] en
1 avec gn(1) = nl] On en déduit que Vx € [0;1], |[fn(x) — f(x)] < %ﬂ donc f,, — f est bornée et
1 . 1 . .
- NS —. —_— = ;1]
[[frn = flloo,[0;1] < —— Comme HETOO m— 0, il y a convergence uniforme de (fn)nen vers f sur [0;1]
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2
c. On majore, ¥x € [R;1], Vn € N, [f(x) — f(x)| = T)ixe—k); < nx]—l-] < nR]+ T Par conséquent, f, — f est

1 Comme lim 1
nR + 1 n—+oo nR + 1

uniformément vers f sur [R;1] si 0 < R < 1.

43)a. Pour n € N, posons Py = “0 < unqz <2™2, 0 <upyg <27, 0 < up <2V
p + +

bornée sur [R; 1] et [|fn — f[|o,[r;1) < =0, n en déduit que (fn)nen converge

Initialisation : 0 <u; =3<4=22,0<u; =2<2=2" et 0 <up =0<1=2° donc Py est vraie.
Hérédité : soit n € N tel que Py, est vraie, on a déja 0 < unyz < 22, 0 < uny1 < 2™ De plus,
0=0+0< Uns3 =uUny1 +up <2MT 42™ =32™ < 2™F3 car 3 < 8. Ainsi, P41 est vraie.

Par principe de récurrence, on a bien Vn € N, P, est vraie donc Vn € N, 0 < u,, < 2™

b. Pour x € R, d’apreés a., [unx™| < |2x|™ donc (unx™)nen est bornée si |x| < = ce qui prouve, par définition

N =

du rayon de convergence de Y. unx™, que R > —. On a donc bien R > 0.

n>0

N [—=

400 —+oo
c. Pour x €] —R;R[,on a x3f(x) = Y unx™3 = 3 (uni3 —unp1)x™ 3 ce qui s’écerit aussi, en rajoutant les
n=0

= =0
termes manquants x>f(x) = [f(x) —uo — uix —uzx?] —x? [f(x) — up] ou encore (1 —x% —x3)f(x) = 2x + 3x?.

Si on avait 1 —x? —x3 = 0, alors on aurait aussi 2x + 3x? = 0 donc x = 0 ou x = —%. Or ni 0, ni —% ne sont
racines du polynéme P = X3 +X2 —1 car P(0) = —1 # O et P(—%) = —%—i—g—l = W = —% £ 0.

2
Ainsi, Vx €] — R;R[, 1 —x? —x3 # 0 donc f(x) = 127“'_%)‘3
—x"—x

d. Le polynéme P admet trois racines complexes r1,72,73 d’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS. La

fonction polynomiale P vérifie P/(x) = 3x? + 2x = x(3x +2) donc P est strictement croissante sur ] — 00; —%} ,

strictement croissante sur {— %;0} et strictement croissante sur R;. Comme P( — ;) = -2 —pet

3 27
P(0) = —1 < 0, P ne s’annule qu’une seule fois sur R en un réel o €]0;1[ (e« ~ 0,755) car P(1) =1 > 0.

Prenons r1 = «, les deux autres racines de P sont donc complexes conjuguées car P est un polynome a

coefficients réels, donc r3 = 72. Comme 111272 = 1 avec les relations coefficients-racines, on a |rz\2 -1 > 1
™

donc |rz2| > |r1] = 1. P est donc scindé a racines simples sur C et P = (X —11)(X — r2)(X — 72).

D’apres la question c., Vx €] — R;R[, P(x) # 0 donc r1 ¢] — R; R[ ce qui prouve que R < r7.

2
En posant A = 2X + 3X2, la fraction rationnelle F = _A _ _2X43X"

es
P 1-x-X

les racines de A, 0 et —%, ne sont pas racines de P. F est de degré —1 strictement négatif et n’a que des poles

t mise sous forme irréductible car

simples donc on sait qu'il existe des constantes o7, 2, a3 telles que F= X 4 %21 %3 (jp’y 5
X — ™ X — T2 X — T3
pas de partie entiere). On sait d’apres le cours que o = 7]/;\/({1)) donc, comme A =P’  on a «; = —1. Par
T
4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
conséquent, F = + + = —. —. + —. —.
4 r —X ) — X r3 — X 11— (X/T‘]) + ) 1— (X/Tz) 11— (X/Tz)
Soit x €] — r1;71[, comme ’l’<1, Xl <tet |2 <1, 0ona ~ = > X, « — X_ et
T T2 T2 1—— n=0T1 1-— n=0 T2
™ T2
“+o0 n 2 “+oo
1 _ X d 2X -|— 3X —_ ( 1 1 ] ) n TlrA : 9
= =— donc =525 — = + + x™. Par unicité des coefficients d’'une
- = nz::O 7" 1T—x* —x° nX::O S R

T2
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série entiere sur | —R;R[,onaVn € N, u, = n+1 + n1+1 +
T2

11+1 donc u, ~ %H et, par D’ALEMBERT,
+oo 1]

R=r car lim —+l — L Crest général, le rayon du convergence d’une fraction rationnelle qui n’admet

n—+o0o0 Up T1

pas 0 comme pole est le plus petit module de ses racines.

—nXx . .
. Traitons trois cas :

a. Pour x € R et n € N*, posons u,, = &

e Six=0,u, = et la séric harmonique de RIEMANN > 1 diverge.
n n>l n

e—‘l’lX

= o((e™™)") et la série géométrique Y (e
n +oo n>1

par comparaison, la série a termes positifs > u, converge aussi.
n>l

e Six<0, lim u, =+o0donc Y u, diverge grossiérement.
n—+o0
n>l1

e Six >0, un = —x)m

converge car |e”*| < 1 donc,

Ainsi, le domaine de définition D de S est D = R7.

—nx

b. Pour n € N*, soit f, : Ry — R définie par f,(x) = £
n

Limite en +00 :

(Hy) la série de fonctions > f, converge simplement sur Ry d’apres a..
n>l
(Hz) les fonctions f,, admettent des limites finies en +00 qui sont liT fa(x) =0=10,.
X—+00
—n
(H3) Pour n € N*, on a [[fn]loc,[1:400 = [fn(1)] = e—+: o(iz) par croissances comparées donc,
n 4o \n
1

comme la série de RIEMANN Y —7 converge, la série > fn converge normalement sur [1;4o0].
n>1 n>l1

—+o0
Ainsi, par le théoréme de double limite, lim S(x) = Z €, =0.
X—r+400
L. n —kx
Limite en 0% : pour n € N* en notant Sy : x Z

,onavVx € RY, 0 < Sp(x) < S(x) car on ne

somme que des quantités positives. Comme toutes les f, sont décroissantes sur R, S est aussi décroissante

sur R% . Par le théoreme de la limite monotone, S admet une limite ¢, finie ou +oo, en 0T. En passant  la

3

Z‘\—‘

limite quand x tend vers 07 dans 'inégalité 0 < Sn (x) < S(x), on obtient E < ¢ (valable méme si

¢ = +00). Or on sait que la série harmonique diverge donc que hm Hn ; +o00. En faisant tendre n vers

400 dans 'inégalité précédente, on a £ = +o0o. Ainsi, hm+ S(x) = 0.
x—0
+oo L
c. Pour x € R%, comme |[e7*| <TetqueVt €] —1;1[, In(1 —t) =— > =—,onaS(x) =—1In(l —e™*).
n=1 M

d. Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) la série de fonctions ) fn converge simplement sur R* d’apres a..
n>1

(Hz2) les fonctions f, sont toutes continues et intégrables sur R car VYn € N*, f(x) = O(e™™) et fn
o0

se prolonge par continuité en 0 en posant f,(0) = 1
n

(H3) la fonction S est continue sur R car toutes les fonctions f;, le sont et que, comme en c., on a

convergence normale de ) f,, sur tout segment de RY .
n>l
(Hy) € N* f+oo|f (x)|d 1[ e er 1 et la série de RIEMANN 5
our n ) x)|dx = - | — &=— = —5 et la série de —5 converge.
4) P o 'm n n o n? =1t &
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L 400 +o0 At o +o00 1 7_[2
Ainsi, fo S(x)dx = n; fo fr(x)dx = n; L =)="
a. e Pour s = 0, on sait d’apres le cours que la série entiere géométrique > x™ est de rayon 1 avec divergence
n>1

+oo
grossiére pour x = £1 donc le domaine de définition de x — fo(x) = > x™ est | — 1;1[.
n=1

n
e Pour s = 1, on sait d’aprés le cours que la série entiere logarithme Y *— est de rayon 1 (c’est la primitive

n>l n
formelle de la précédente) avec divergence pour x = 1 (série harmonique) et convergence pour x = —1 par le
critere spécial des séries alternées car (l) : est décroissante et tend vers 0. Ainsi, le domaine de définition
n/nz
+o0 n
dex — f1(x) = > X~ est [-1;1].
n=1
+oo
De plus, on sait que Vx €] — 1;1], fo(x) =x > x"7 ! = ] X et Vx €] —1;1], f1(x) = —In(1 —x).
n=1 -
S
b. Posons u, = LS >0pourn>1. Ona lim Yntl = tim (L> =1 =L donc, d’apres le cours,
n n—+o0o  Up n—+4oo \n + 1
n
le rayon de convergence de Y * vaut Rg = 1y
n>1 n L
c. Comme Ry = 1, le domaine de définition de f, vérifie la double inclusion | — 1;1[C Iy C [—1;1] d’apres le

cours sur les séries entieres. Traitons trois cas :

n
Sis>1, d’apres le critere des séries de RIEMANN, 1 converge donc X _ converge absolument
S S
n>1n n>1n
pour x = £1. Ainsi, I = [-1;1].
_ n
Si s €]0;1], parRIEMANN, Y is diverge mais Y ( 15) converge par le critere spécial des séries alternées
nx1 n n>l n
car (%) est décroissante et tend vers 0. Ainsi, Iy = [—1;1[.
n n>1
. 1 (=" .. s o
Sis<0, > —set Y ~— divergent grossierement. Ainsi, Iy =] — 1;1[.
n>1 n n>1 n

d. Pour x €] — 1;1[, on est dans l'intervalle ouvert de convergence donc on peut dériver terme & terme et

+0o 1 too on
avoir f(x) = > n*——. On a donc xfy(x) = >, 25— = fs_1(x).
n=1 n n=1T
e. Pour x €] —1;1[, on a f_;(x) = xfy(x) d’apres d. et fo(x) = ] X = 1]— — 1 d’aprés a. donc
— X — X
+oo
fr(x) = 5 nx™ = —X% . De méme, f_(x) = xf'_, (x) = X0EX)

n=1 (1—x) U

n
a. Pour x € R et par croissances comparées, la suite ( %X ) est bornée si et seulement si |x| < 1 donc
n nz

n _1\n
R = 1. Par RIEMANN, si x = +1, %X = O(%) donc Y % et Y 2(2 1) convergent absolument.
n°—1+c0 \n no2nt — 1 ns2 N —1

Ainsi, le domaine de définition D de S est [—1;1].

b. Six €] —1:1[\{0} 2 _ 1 1 s = 5 X 5 ™ g deux séries
. Six ; , comme —z=— = —— n_H,ona X_n:zn—1 P es deux séries

+o0 —1 2 +00  n+1
convergent) donc S(x) = x T l( X — % + > X

In(1 —x)
=—xIn(1 — T+24 ==
n—on—1 x n:on—FI) xin(l —x) + +2+

x
c. En définissant, pour tout entier n > 2, u,y : [-1;1] = R par un(x) = %Xn] yon a [|unlle —1;1] = 22 .
n- — nZ _
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et Y 22 J converge donc Y uyn converge normalement sur [—1;1]. Comme toutes les u, sont continues
n>2n - n>2

sur [—1;1], S est continue sur [—1;1] donc S(1) = lim S(x) et S(—=1) = lim S(x).
[=1;1], [=1;1]

x—1- x——1+
d. Calcul de S(1) : pour x €] — 1;1[, S(x) = wm(] —x)+1 + donc, comme 111(1)1 tin(t) =0,
x t—

=2 1 _3

onaS() = > — = Um S(x) =1+ - = 2, ce qu’on pouvait avoir plus facilement en écrivant
n=2mn —1 x—1— 2 2

- - 1 31 1
Sn = ( ) =1+++H,1—H =2_1_
" sz2—1 kZZ —1 k+1 Ezk 1 sz+1 ty e = T
. 1 _3_
par télescopage. Comme nETm ( - + ] 0, nlew Sh = 5 S(1).

+oo (__1\n+1 —
Calcul de S(=1) : S(=1) = S % = lim S(x)=1- T Tcar tim WIT‘LU —x) =0.
X——

n—2 m 1 2 2 x——1+
. . n n 2(_1)k n ( )k n (_1)k
La encore, si on pose Sy (— ) our n = 2, on a S, = — ~——— donc
P Z_:Zkz P ~ n E W1 kzzk—l =kt
n (_1\k n+2 (_ _1\n+1 _1\n+2
n:Z( 1) —27( ) g1 1) ) etona lim Sn:l=S(—1).
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

D’abord, pour P € E, f(P) est bien un polynome & coefficients réels donc f(P) € E. Pour (P,Q) € E> et A € R,

0000 Hor+01(5) <07+ 0 (-4)) -1 (3) r(55) - (o(H) -0 5)

ce qui donne f(AP + Q) = Af(P) + f(Q) donc f est en endomorphisme de E.

a. Pour P € Eet a € R, f2(P)(a) = f(f(P))(a) = l(f(P)(%) —I—f(P)(aTJr])) et, par définition de f(P), on a

2
2(P)( 7% %( ( ) (aj']))Jr%(P(aIZ)JrP(aIS)) ce qui donne l'initialisation suivante :
o= 0(5) (157 +o(252) (3,

P
Soit n > 1 tel que VP € E, Va € R, f*(P)(a) = € > P(m). Par définition, comme f*t! = f" o f,

2m—1 K
on a f**1(P)(a) = f*(f(P))(a) = 7 3 f(P)(a; ) par hypothese de récurrence puis, par définition de f,
k=0
2m 1 2n -1
1 _ 1 k k42" _ _1 k k42"
PPN = gt B (PSR +P(SHEEE)) = it X p(5e) + e z p(atkg?h)
k=0 k=0
2m—1 K4 om 2“+L1 ati
En posant j = k 4+ 2™ dans la seconde somme, on a kzo P(a'znij{) = kZZ“ P(2n+1]) donc, en
- pALS . |
changeant j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien & f**+1(P)(x) = Z’Jﬁ kZO P(%Jﬂ‘)
1 2! K
Par principe de récurrence, VP € E, ¥n € N, Va € R, f*(P)(x) = 7 > P(Clz'tl ), cette formule étant
k=0

20_
méme valable quand n = 0 car f°(P)(a) = P(a) = ]—O E ( ) puisque 0 =idg.

b. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN R (g) = 1=0 Z g(O + kﬂ) associée a g : [0;1] = R
n k=0 n

1
continue. D’aprés un théoréme du cours, 11111 Rn(g) = j;) g(t)dt. D’apres a., f™(P)(0) = Ran(P). Comme
n—

oo

1
(R2n (P))nen est une suite extraite de (R (P))nen+, on a donc HT f*(P)(0) = fo P(t)dt
n—+oo

2" -1
. n _m — X—‘rk k s ez
c. Powr x € [1] et n € N, f(P)(x) = F(P)(0) = 3k p) ( ( ) P(fzn)) done, par inégalité

triangulaire, [f™(P)(x) — f™(P)(0)| < 2“ Z ‘ (X + k) P(zl;) ’ Par inégalité des accroissements finis, en
k=0

posant M = ||P’[|, [0;2) qui existe puisque la P" est continue sur le segment [0; 2] d’apres le théoreme des bornes

atteintes, ’P(X;’lk) —P(zln)‘ < % car (X;k»z%) € [0;2)2. Ainsi, [™(P)(x) — f*(P)(0)| < ZZMX < zM“

1
1 1 3 n _fMm — A 1 . : n — A o
Alnsi, nHToo(f (P)(x) —f™(P)(0)) = 0 dont on déduit que Vx € [0;1], nh;Too f*(P)(x) fo P(t)dt en écrivant

f(P)(x) = (f*(P)(x) — f™(P)(0)) 4+ f™(P)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (polynomiales)

(f™(P))nen converge simplement vers la fonction constante c : x — f t)dt sur [0;1]. D’ailleurs, avec ce
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qui précede, [f*(P)(x) —c(x)| = [f™(P)(x) =™ (P)(0) +™(P)(0) —c(x)| < [ (P)(x) =™ (P)(0) |+ [f™ (P)(0) —c(x)]
1

donc | (P)(x) — ()] < M4 | (p)(0) - [ P(v)at]- Aimsi, I (P) —cl|oc o < 2+ | (P)(0) - [[ P(v)at]

1
et lim <2Mn + ‘f“(P)(O) - fo P(t)dtD = 0 donc (f™(P))nen converge uniformément vers c sur [0;1].

n—-+oo
d. Comme f(1) =1 et que 1 # 0, 1 est valeur propre de f. Soit P € E;(T), alors f(P) = P donc, par une
1
récurrence simple, on a Vn € N, f*(P) = P. Ainsi, Vx € [0;1], P(x) = lm f*(P)(x) = f P(t)dt ce qui
n—-+oo 0
prouve que P est constant. Ainsi, Eq(f) = Vect(1).
e. Soit k € R tel que |k| > 1. Supposons qu’il existe P € E telle que f(P) = kP. Par une autre récurrence
simple, il vient Vn € N, f*(P) = k™P. Pour x € [0;1], comme (f"(P)(x))nen converge d’apres c. et que
(K™)nen diverge, ceci impose que P(x) = 0 pour tout x € [0;1]. Seule la fonction nulle est dans Ey(f) donc

k n’est pas valeur propre de f si |k| > 1. Par le méme argument, comme ((—1)")ncn diverge, on en déduit

aussi que E_1(f) = {0} donc que —1 n’est pas valeur propre de T.

/
f. Pour P € E, on a f(P) = l(P’(%) + P'(X+])) = f(P). Soit P € Eq,2(f), alors f(P) = g donc

4 2 2
/ !/
% =f(P) = f(zi) et f(P’) = P’ ce qui, d’apres e., montre que P’ € Rp[X] d’ott P € Ry[X]. Réciproquement,
si on pose P = aX + b, alors P € E et f(P)z%(a%—«—b—i—axT"H—kb) = %+%+b:%:%siet

seulement si a + 2b = 0 ce qui montre que P = b(1 — 2X). Ainsi, £y /,(f) = Vect(1 — 2X) et % € Sp(f).

a. Images des multiples : U(0g) = U (0g + 0g) = ¥(0g) + ¥ (0g) donc ¥(0g) = Og. Ainsi, pour x € E, on a

P(0.x) = U(0g) = 0 = 0.¥(x) mais aussi U(1.x) = 1.¥(x). Si, pour un entier n € N*, on a ¥(n.x) = n.¥(x),
alors U((n 4+ 1)x) = ¥(nx +x) = ¥(nx) + ¥(x) = n.¥(x) + ¥(x) par hypothése de récurrence donc
TU((n+1)x)=(n+1).¥(x). On a établi par récurrence que Vn € N, ¥(n.x) = n.U(x).

Continuité en O¢ : soit ¢ > 0, il existe un entier n € N* tel que M < e. Alors, en posant o« = 1S 0, on a
n n

Vx 2 E, ||| < a=|Inx|]| <1 = ||T(nX)|]| <M <= n||[¥x)|]| < M <= ||T(x)]| < M < ¢. La fonction
n

¥ est bien continue en Og.

Continuité sur E : soit xo € E, d’apreés I’équation fonctionnelle vérifiée par ¥, ¥(x) — ¥(xo) = ¥(x —xo) pour

x € E. Par continuité de ¥ en 0, on a lim ¥(x —xo) = lim W¥(h) = 0g donc lim (¥(x) — ¥(xo)) = O
X—X0 h—0g X—Xo

ce qui montre lim W(x) = ¥(xp) et la continuité de ¥ en xo.
X—Xo0

La fonction ¥ est donc continue sur E.

b. Pour tout vecteur x € E, on sait déja d’aprés la question a. que Vn € N, ¥(n.x) = n.¥(x) donc

U(0g) =0 = I(nx+ (—n).x) = ¥(n.x) + U((—n).x) puis ¥((—n).x) = =¥(n.x) = —n.¥(x) = (—n).V(x).
Ainsi, ¥n € Z, Vx € E, ¥(n.x) = n.¥(x). Pour q € N*, en posant y = i.x, on a ¥(q.y) = q¥(y) donc

1,)=1 Py = 1 - 1 -Pp §
\Il(q.x) q.\Il(x) et, pour p € Z, on a \Il<q .x) \Il<p.(q x)) p.(\I/(q x)) q .U(x). Par conséquent,
onaVvre Q ¥(rx)=r"T(x). Reste & passer des rationnels aux réels.

Pour tout réel A, si on pose o, = [na] pour n € N*, par définition de la partie entiere, nA —1 < [nA| < nA
n
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doncA—1 < ay <Aetona lim an = A par encadrement. Comme [lanx —Ax|| = |an —Al||x||, on a aussi
n n—-+oo

Wm an.x = A.x puis, par continuité de ¥, on en déduit que lim ¥(an.x) = U(A.x). Or ¥(an.x) = an.¥(x)
n—+oo n—-+oo

car a, est un rationnel donc liT U(an.x) = A¥(x). Par unicité de la limite, il vient ¥ (A.x) = A.¥(x). Ceci
n——+o00

étant valable pour tout réel A et tout vecteur x € E, et comme on a déja V(x,y) € E2, U(x+y) = ¥(x) +¥(y)

par hypothese, on peut conclure que ¥ est un endomorphisme de E.

a. Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

b. On prend E = R? qu'on munit de la norme classique ||. ||, (associée au produit scalaire canonique
de R?) et on prend (vi,v2) = (e1,e2) la base canonique, alors pour tout couple (A1,Az) € R?, on a
[Mvi +A2vall2 = (/AT A3 = VM2 + ]2 = ([ A e+ [Azfva 2.

c. On prend E = R? qu’on munit & nouveau de la norme ||.|| et on prend (vi,v2) = (e1,e1 + e2).

Alors Y(A1,A2) € R2, ||]Avi + Aavall2 = ||[(A1 + A2)er + Asea|2 = \/(m +A2)2+A3 = \/A%+z>\17\2+27\§

mais [[[Mfvi + [Azlvall2 = [[(A1] + P2l)er + [Aafeallz = V(IM T+ 22 + A2f? = \/7@ +2[AA2] + 227 done
[A1v1 4+ Aavz|[2 # [[[A1|v1 + [A2[v2|]2 des que AjA2 < O.

!/
done 1(#5) = [[3 (w1 v2) + (s 4o

! /
d. Soit (u, ') € R?, f(“;u) = H“J;u\q + vz

/ !/
f(%) < %Hu\u +va|| + %Hu’w + v2|| par inégalité triangulaire d’out f(HTH) < 1E(f(u) + f(u’)).
e. Par dichotomie on fait tendre une suite de (;—R) vers A €]0; 1] et...
neN

a. Par l'absurde, soit un vecteur colonne x € My 1(R) non nul de Ker(A), alors Ax = 0 et x # 0, soit

un indice m € [[1;n] tel que |xm| = |[X]|oo = .M1ax (]xi]) > 0. La m-iéme ligne de Ax donne la relation
n n Ie[[ 7n]] n n
Yo am,jXj = 00U GmymXm = — Y am,jXj. Ainsi, |ammxm| =| X am,jxj‘ < Y |am,jl|xj| par inégalité
i
n n
triangulaire donc |am m| xm| < ( 3 |am,j|) |- Bn divisant par [xm| > 0, on obtient |am.m| < 3 |am,!
j=1 ji=1
j#m j#m

qui contredit ’énoncé. Par conséquent, Ker(A) = {0} donc, comme A est carrée, A est inversible.

b. Soit (u,v) € Mn,1(R)? tel que Ev = Fu et u # 0. Pour tout indice i € [1;n], comme [Ev]; = [Fu];, on a

n i—1
la relation Z ai kVk + Z ai kUi = 0.
k=i k=1
L . n—1 1 n—1 ||u|| n—1
Initialisation : pour i =n, anmvn + >, anxukx = 0 donc |vn| < —— > |ani| [uk| < % 3 Jan,kl
k=1 lan,n| &= lan,n| &=

par inégalité triangulaire, ce qui donne |vn| < ||Ju||s car A est & diagonale strictement dominante.

Hérédité : soit £ € [2;n] pour lequel on a montré que Vi € [&;n], [vi] < ||u]looc. Comme on a la relation

n -2 -2 n
> oagmivk + Yl agmrcuk = 0, il vient |ve_q| < —1 ( > lae—1 k] fuk] + D2 Jae—1,k] |Vk|> par
k=0—1 k=1 lag—1 =1 |\ k=¢
n
inégalité triangulaire donc, par hypothese de récurrence, |ve_1| < ufloe > Jagmtk] < |Julleo car

lae—1,0-1] ko1 ze—1

A est a diagonale strictement dominante.

Conclusion : par récurrence forte, finie et descendante, V¢ € [1;n]], |ve| < |[u]loo donc |v]|co < ||t]]oo-
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n
c. Avec les notations de la question précédente, comme Ve € [1;n], g = S Y. lagjl < 1, on peut

poser k = Min(ay, -, an) < 1. Reprenons (u,v) € Mn 1(R)? tel que Ev = Fu et u # 0. A nouveau,
i—1
Vi € [1;n], [Ev]i = [Fu]i donc Z ai vk + Z aijuj = 0.
] =i
e n]l ||
Initialisation : pour i =mn, annvn+ Y, an,juj = 0 donc |vn| < Z lanj| |u] < - E lan x| par
j=1 |an n| lan,n

inégalité triangulaire, ce qui donne |v,| < k[[ul|o car A est a diagonale strictement dominante.

Hérédité : soit £ € [2;n] pour lequel on a montré que Vi € [[Bn]] [vi|] < k|[u||oco- Comme on a la relation

n =2
> a—1,ivi+ Z ag—15uj =0, il vient [vg_1] < W( Z lag—1,j] [ui| + Z lag—1,5] |v]|) par inégalité
=1 =1 -
n
triangulaire donc, par hypotheése de récurrence, |ve_1| < M Yo ae—t,j] < K|Jul[s car A est a

lae—1,0-1 521 50—
diagonale strictement dominante.
Conclusion : par récurrence forte, finie et descendante, V& € [1;n], [ve| < k|[u|oo donc ||v||co < k||u||so-
d. La matrice E est inversible car elle est triangulaire supérieure avec des termes non nuls sur la diagonale
donc la bonne définition de la suite est xo € Mn,1(R) et Vp € N, xp1 = E~'(Fxp +b) et, sous cette forme,
il est clair que la suite (x)pen est bien définie quelle que soit la valeur de xo.
e. Si la suite (xp)pen converge vers x, par linéarité de E et F en dimension finie, comme E et F sont donc

continues sur R™, ona lim Exp, =Exet lim Fx, = Fx donc on a Ex =Fx+b, soit Ax=bcarA=E—F
p—+o0 p—+o0

et x = A~ 'b. Montrons que pEToo Xp = A" Tb. Posons Yp = Xp — A~1b pour tout entier p € N, de sorte que
Vp € N, E(yp+1 +A'b) = F(xp +A7Tb) + b mais, comme EA~"'b =FA~ b +b car A = E—F, on en déduit
que Eyp41 = Fyp. Par une récurrence facile, comme d’apres la question c. on a |[yp41|| < k|[yp|| (ceci étant
vrai méme siyp, = 0 car alors on aurait yp41 =0), on a Vp € N, ||yp|| < kP|lyol|. Ainsi, comme [k| < 1, par

encadrement, il vient Uim yp, =0donc lim x, = A~ b, et ceci quelle que soit la valeur de xg.
p—+o0 p—+oo

Il s’agit de I’algorithme de GAUSS-SIEDEL.

a. Pour f € E, f2 et f* sont continues sur le segment [0; 1] donc f |2dt et f 44t existent et sont

1 1
positives par positivité de I'intégrale donc ||f||2 = ’/fo ft)2dt et [|f]l4 = { fo f(t)*dt existent.

Séparation :
Homogénéité :

Inégalité triangulaire :

1
b. Lanorme || .||, est la norme euclidienne associée au produit scalaire classique (f, g) — (f|g) = fo f(t)g(t)dt
sur E donc, par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ appliquée & f2 et & 1, on a [(f2|1)| < |[f2||2 ||1]]2 qui s’écrit
aussi |[f]|3 < |[f||2 car |[1]|2 = 1. En passant & la racine, on a bien ||f||2 < ||f||4. Ainsi, ||.|l4 domine ||.]|2.

c. Gros calculs et ||fn||2 tend vers v/2 alors que ||fn||4 tend vers +oo. Elles ne sont pas équivalentes.

n
d. ¢a donne Ny, 2(A) = Y a?.
k=1
a. On dit que f est bornée sur €2 s’il existe un réel M > 0 tel que Vx € Q, |f(x)| < M.
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).

b. On dit que f admet un maximum (en xo € Q) sur § ¢’il existe xo € Q tel que Vx € Q, f(x) < f(xo
ix —ix
c. Six € R, s(x) = &—%— = sin(x) par EULER donc s est bornée sur R car Vx € R, |s(x)| < 1. Par

2i
. . e Y_eY oY _e Y ) .
contre, siy € R, on a s(iy) = : =i = ish (y) et on sait que lim sh(y) = +oo donc s
21 2 y—+oo
n’est pas bornée sur iR. A fortiori, s n’est pas bornée sur C.
eireie . e—ireie 2

d. Pour z € D, on peut écrire z = re'® € D avec r € [0;1] et 6 € R, ce qui donne ¢(z) =

€

i‘rcos(@)e—r sin(0) _ e—ir cos(@)er sin(0) ‘2 < (e—r sin(0) +e" sin(0)

2
2 2 2
< < .
P > ) < ch(r)® < ch(1)

donc ¢(z) =

Ainsi, @ est bornée sur D et ||@||c,p < ch(1)%.

+oo n
e. La fonction s est continue sur C par composition car les fonctions z +— iz, z — —iz et z +— e* = ) Z—|
n=0 M-
sont continues sur C, les deux premieres car elles sont sont 1-lipschitziennes (par exemple) ou linéaires en

n
z

dimension finie et, en posant u, : z — =
n!

n
pour n € N, on a [[un|loo,B,0,) = Ty si T > 0 donc 3 un

converge normalement sur toute boule fermée B¢ (0, 1) et les uy, sont continues comme fonctions polynomiales.
Ainsi, comme z — |z| est continue sur C car 1-lipschitzienne et t — t2 est continue sur R car polynomiale,
la fonction ¢ est continue sur C par composition. Comme ¢ est continue sur D C C et que D est un fermé

borné en dimension finie, avec le théoréme des bornes atteintes, ¢ est bornée et atteint ses bornes sur D.

iz —iz 2 +oo (: \T Hoo (i Ty (2 +oo (_ 1y, 2n+1 2
Pour z € D, ¢(z) = |[¢=e |7 = l(zﬂ_ Z@)’ — ‘ =Dt car, pour
2i 2i\ =, n! i n! = (@n+1)!

tout entier n € N, (i)?™ — (=1)?™ = 0 et (i)2™* — (=)™ = 2i(—=1)". Comme cette série converge

absolument par le lemme d’ABEL car le rayon de convergence de la série entiere exponentielle vaut +oo,

Foo |,12n+T1 |2
o(z) < ( > %) = sh(|z])? < sh(1)?. Mieux qu’en question d., ||¢|[oc,p < sh(1)?. Si|z| <1, 0ona
n=0 n .

|@(z)| < sh(1) car sh est strictement croissante sur Ry donc le maximum de || est atteint sur U.
Pour que |1 +iz| = 1+ [z], il est nécessaire et suffisant que 1 et iz soient positivement alignés, donc

que z soit un imaginaire pur. Ainsi, si z € U n’est pas un imaginaire pur, on a |1 + iz| < 1+ |z| donc

§ (cnnetnt Lo (-1)ng?nt! S h(1)2. T
Tona | S | <] —_— = t 1)2.
| S| S | < 1 Gy = e et o) < s Les

deux seuls imaginaires purs de U sont +i et ¢ (i) = ish (1) et @(—1) = —ish (1) donc @(i)| = @(—1) = sh (1)2.
Par conséquent, ||@||s,p < sh(1)? et ¢ atteint son maximum sur D en i ou —i uniquement.

On peut constater que, par une récurrence simple, et pour tout a > 0, tous les termes de la suite (un(a))ne N+
sont bien définis et strictement positifs.

a. (=) Sia € Ey, comme HT un (a) = 400 par définition, pour tout A € R, il existe un entier ny € N*
n——+oo

tel que Yn > ng, un(a) > A. En prenant A = 1, il existe donc no € N* tel que ¥n > ng, un(a) > 1. Par
exemple, pour n = ng, on a bien uy(a) > 1.

(<) S’il existe ng € N* tel que un,(a) > 1, montrons par récurrence que Vn = ng, un+1(a) >un(a) > 1.
1
+1

> 0 donc, par somme uny11(a) —un(a) >0 et uny41(a) > un,(a) > 1.

Initialisation : wun,4+1(a) —un, (@) = un, (a)(un, (@) = 1)+ et un, (a)(un,(a) = 1) > 0 alors que
no

1
no +1

Hérédité : si unti1(a) >un(a) = 1 pour n = ng, unt2(a) —unti(a) = unti(a)(unti(a) = 1)+ ——,

on a encore un42(a) — un41(a) > 0 avec les mémes arguments donc un42(a) > unyi1(a) > 1.
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Par principe de récurrence, on a bien ¥n > ng, unti1(a) > un(a) donc la suite (un(a))n>n, est croissante.

1
+1

2

Si elle convergeait vers un réel ¢, en passant & la limite dans un1(a) = u(a)+ , on aurait ¢# = ¢ donc
n

¢=0ou{=1,ce qui contredit le fait que un,4+1(a) > 1 et que la suite (un(a))n>n, est croissante. Ainsi,

par le théoréme de la limite monotone, on a liT un(a) = 400 donc a € Ey.
n——+oo

b. Initialisation : on a uj : a = a donc la fonction uy est croissante sur R? .

Hérédité : soit n € N* tel que u, est croissante sur R, alors upy1 = uﬁ + -1 donc, comme u,, est
n

+1
positive, on a u? croissante car t + t? est croissante sur Ry donc u, 7 croissante sur R7.

Conclusion : par principe de récurrence, toutes les fonctions u,, sont croissantes sur RY .
Ainsi, si (a,b) € E2, avec a < b et si on prend ¢ € [a;b], on a ¥n € N*, un(a) < un(c) < un(b). Mais,

par définition, lim upn(a) = +oo donc, par encadrement, lim un,(c) = +o0o. Par conséquent, E,, est un
n—4oo n—-+oo

intervalle car si (a,b) € E2, avec a < b, on a [a;b] C Ene.
De plus, si a € [1;400[, ui(a) = a > 1 donc, d’apres a., a € Eq, ce qui montre l'inclusion [1;+00[C Eoo.

c. Initialisation : u; = id Re Dt t donc u; est polynomiale de degré 1 = 20,
1

Hérédité : Soit n € N* tel que u,, soit une fonction polynomiale de degré 2™. La relation u, 1 = u? + —_—
n

montre que un;1 est polynomiale et que deg(uny1) = 2deg(uy) =2 x 2™ = 2n+1,
Par principe de récurrence, pour tout entier n € N*, u, est une fonction polynomiale de degré 2™ sur R’

donc elle y est continue. Ainsi, Vn € N*, Va > 0, un(b) b un(a).
—a

+oo

d. D’apres la question a., Eo, = U uy'([1;400[). Dommage, car [1;+oc[ est un fermé de R donc, par
n=1

continuité de un, uy, ' ([1; +00[) est un fermé de R. Mais on ne peut rien dire de la réunion infinie de fermés.

En reprenant la question a. avec > 1 a la place de > 1, on se rend compte facilement qu’on a aussi I’équivalent
+oo

a € B < (In € N*, un(a) > 1). Ceci prouve que Eo, = U uy'(]1; 400[). Maintenant, comme ]1; +oo]
n=1

est un ouvert et que u, est continue, u;;'(]1; +oc[) est un ouvert donc E, en tant que réunion d’ouverts,

est un ouvert. Par conséquent, E, est un intervalle ouvert de R .

D’abord, pour x € E, Ax = {||x —f|| | f € F} est une partie non vide, car F # ) et minorée par 0 de R, on sait
qu’alors Ay admet une borne inférieure qu’on note donc dr(x) = d(x,F) = ¥n£(| |x —f||) : la distance de x & F.
€
a. x € F car F fermé.
b. classique et vu en cours : df est 1-lipschitzienne.

c. TBA. Pour x € E, montrer que I'(x) est non vide.

d. Si deux éléments distincts f1 et fy appartenait a I'(x), on aurait donc ||x — f1]| = ||x — f2]| = d(x,F).
Comme F est convexe par hypothese dans cette question, en posant f = % = %.ﬁ + %.fz, on aurait

f € F. De plus, Ainsi, comme I'(x) est non vide d’apres c., on en déduit que I'(x) contient exactement un
élément qu’on note wy.
e. Soit x € E, on a noté pr(x) = uy a la question précédente. Comme 1y, € F, dp(x) = 0 = |Juy — uyl| et

[(ux) = {ux} donc uy, = uy, ce qui s’écrit aussi pr(pr(x)) = pr(ux) = uy = pr(x). Ainsi, pZ = pr donc
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pr est idempotent mais il n’y a aucune raison pour que pf soit linéaire donc pr ne peut pas étre appelé un

projecteur.

On va d’abord montrer que pour A C R, (A dense dans R) <— (V[(x; Bl, x<B = (Fa €A, a€x B]))

(=) Si A est dense, A = R donc tout réel est la limite d’une suite d’éléments de A. Soit [«; B] avec « < B,

en posant par exemple xg = %ﬁ, il existe une suite (an)nen € AN telle que liT an = xo. En
n—-—+oo

prenant ¢ = B z X>0,3np €N, Vn>no, |an —xo| <& <= a, € [o; B]. Ainsi, an, € AN [ Bl
1

(«<=) Supposons que A N [a;B] # ) dés que a < B. Soit un réel xo et n € N, prenons an = xo — 7 et
Bn =x0 + Zin > oy, alors il existe an € [on; Bn] N A et Uencadrement _zi“ <xo— an < zi“ montre

que (an)nen est une suite d’éléments de A qui converge vers xo. Ainsi, A = R et A est dense dans R.
On a montré par double inclusion que (A dense dans R) <= (V[o; B], a« < p = (Ha €A, a€lx [3]))
Montrons que A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R. Soit un segment [«; ] C R non réduit a
un point. On cherche un élément de A dans [«; B]. Traitons plusieurs cas :
o <0< B Prenons n =m =0, alors 0 = f(0) — f(0) € A € [«; B].
0<a< P Posons e =B —a > 0. Comme xEToo f'(x) =0, il existe M € Ry tel que Vx = M, |f'(x)] < e.
Posonsn = [M] +1€ Net m = Min({k = n | f(k) > f(n) + «}). Cet entier m existe bien
par propriété fondamentale de N car la partie X = {k > n | f(k) > f(n) + «} C N est non vide
puisque xEToo f(x) = +00. Montrons que f(m) — f(n) € [«; B] :
e Comme m € X, on a f(m) > f(n) + « donc f(m) — f(n) > «.
e On ne peut pas avoir m = n car on aurait f(m) — f(n) = 0 contredisant f(m) —f(n) > « > 0.
Ainsi, m > n donc m —1 > n et, par minimalité de m, m —1 ¢ X donc f(m — 1) < f(n) + .
D’apres le théoréme des accroissements finis, comme f est dérivable sur [m — 1;m], il existe
un réel ¢ €lm —1;m[ tel que f(m) —f(m—1) =f'(c)(m—(m—1)) =f'(c). Orc>m—1>n
donc |f'(c)| < eet f(m) =f(m —1)+f(c) < f(n) + « + e =f(n) + B d’ou f(m) — f(n) < B.
Le réel f(m) — f(n) appartient donc & [«; B] et aussi & A par construction car (m,n) € N2.
x < B <0 D’aprés le cas précédent, comme 0 < —p < a, AN [—B; —a] # ) donc il existe (m,n) € N? tel
que f(m) — f(n) € [-B; —af et f(n) — f(m) = —(f(m) — f(n)) € AN [o; B].
Ainsi, A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R car A N [a; ] est non vide dés que o < B.

a. Soit f: E — R définie par f(x) =< u(x),x >. On peut décomposer f = goh avec h : E — [E? définie par
h(x) = (u(x),x) qui est linéaire donc continue en dimension finie et g : E* — R définie par g(x,y) =< x,y >
qui est bilinéaire en dimension finie donc continue. Par composition, f est donc continue sur E. Comme la
sphére unité S = {x € E | ||x|| = 1} est un fermé borné de E en dimension finie, la fonction f étant continue
sur S, elle y est bornée et y atteint ses bornes par le théoreme des bornes atteintes. Par conséquent, il existe

un vecteur unitaire xo € S tel que Vx € S, f(x) =< u(x),x >= < u(xg),xo >= f(xo).

45



b. Pour t € R, ||y(t)||* = || cos(t)xo +sin(t)yol||* = || cos(t)xo||?+|| sin(t)yo||* par PYTHAGORE car xo L yo

et, comme xo et yo sont unitaires, on a ||y(t)||> = cos?(t) + sin?(t) = 1 donc ||y(t)|| = 1.

c. Vt € R, ¢(t) = cos?(t) < u(xo),xo > +2cos(t)sin(t) < u(xo)yyo > +sin®(t) < u(yo),yo > par

linéarité de w, bilinéarité du produit scalaire et car u est autoadjoint donc ¢ est de classe C' sur R ot

elle est m-périodique. De plus, ¥Vt € R, ¢(t) =< u(y(t)),v(t) >=< u(xo),xo > d’aprés a. et b. donc

Vt € R, ¢(t) = $(0). Comme ¢ est dérivable en 0 ot elle admet un minimum absolu, ¢’(0) = 0.

d. D’apres 'expression de c., ¢'(t) = sin(2t)(< u(yo),yo > — < u(x0),x0 >) + 2cos(2t) < u(xp),yo > pour

tout t réel donc ¢'(0) =2 < u(x0),yo >= 0. On a bien montré que yo L u(xo).

e. Soit I’hyperplan H = Vect(xo)" et soit yo un vecteur unitaire quelconque de H, alors u(xo) L yo d’apres

la question d. donc u(xg) € H+ = Vect(xo), ce qui signifie qu’il existe A € R tel que u(xo) = Axg, donc que

xo est un vecteur propre de u.

f. Soit x € F- et y € F, alors < u(x),y >=< x,u(y) > car u est autoadjoint donc, comme u(y) € F car F est

stable par u et que x € FL, ona < u(x),y >= 0. Comme ceci est vrai pour tout vecteur y € F, on a bien

u(x) € FL, donc Ft est aussi stable par u.

g. On démontre le théoreme spectral par récurrence sur la dimension n de E, et sous la forme suivante :

pour tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n, il existe une base orthonormale

de E formée de vecteurs propres de u.

Initialisation : soit E un espace euclidien de dimension 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E, alors u

est une homothétie de E comme tout endomorphisme en dimension 1 ; toute base orthonormale de E est une

base de E formée de vecteurs propres de u.

Hérédité : soit n € N*, supposons le résultat prouvé pour des espaces euclidiens de dimension k € [1;n].

Soit E un espace euclidien de dimension n + 1 et u un endomorphisme autoadjoint de E. D’apres e., il existe

un vecteur propre xo de u associé a une valeur propre réelle A. Posons F = Ej(u). On sait que dim(F) > 1.

Traitons deux cas :
e Si F = E, u = Aid g donc toute base orthonormale de E est une base formée de vecteurs propres de wu.
e Si F#E, on a dim(F) < n, comme F est stable par u, G = F' est aussi stable par u d’apres f. et
dim(G) = n+1 —dim(F) > 1. Or u induit dans G un endomorphisme autoadjoint de G d’ou, par
hypothese de récurrence, il existe une base orthonormale Bg de G formée de vecteurs propres de ug,
donc de u. En prenant une base orthonormale B¢ de F, ses vecteurs sont des vecteurs propres de u donc
B = B I Bg est une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Par principe de récurrence forte, pour tout endomorphisme autoadjoint u sur un espace euclidien E, il

existe une base orthonormale B de E formée de vecteurs propres de u. On vient de montrer, d’une maniere

totalement différente de celle du cours, le fameux théoreme spectral.

a. E est non vide car la fonction nulle appartient & E, elle est O-lipschitzienne, et E C C°([0;1], R) qui est

un R-espace vectoriel classique. Si (f,g) € E? et («, ) € R?, si f est k-lipschitzienne et g k’-lipschitzienne,
alors |(af +Bg)(y) — («f +Bg) (x)| = [x(f(y) — F(x)) + B(g(y) — 9(x))| < |l[f(y) = F(x)[ + [Bllg(y) — g(x)| par
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inégalité triangulaire pour (x,y) € [0;1], donc |(«f + Bg)(y) — (af + Bg)(x)| =< (|ak + |B|K')|y — x| ce qui
justifie que af 4+ Bg est ||k +|B|k’-lipschitzienne donc que of + Bg € E. Par conséquent, E est un sous-espace
vectoriel de C°([0; 1], R) donc est lui-méme un R-espace vectoriel.

b. Soit f € E, posons A¢ = {k € R, | f est k-lipschitzienne}. A est une partie non vide, car f € E et minorée
par 0 de R donc, d’apres le cours, A¢ admet une borne inférieure, que 1’énoncé note ici K(f). Soit une suite
(kn)ne n d’éléments de At qui converge vers K(f). Pour tout couple (x,y) € [0;1]%, on a [f(y)—f(x)| < kn|y—x|
donc, en passant & la limite quand n tend vers 400, on obtient |f(y)f(x)| < K(f)|y — x| ce qui prouve que
K(f) € A¢. Ainsi, K(f) = Min(A¢) et f est K(f)-lipschitzienne, K(f) est bien le plus petit réel k > 0 tel que f
est k-lipschitzienne.

c. K(f) = [|f'||eo pour toute fonction de classe C! sur [0;1].

d. TAF entre le min et le max.

e. Pour x — x™.

f. on peut vérifier que c’est homogene et inégalité triangulaire mais pas de séparation.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 5
REDUCTION

a. Par hypothese, il existe X # 0 € My, 1(R) tel que MX = AX. Or M2X = M(MX) = M(AX) = AMX = A2X

+oo +oo
et, par une récurrence classique, Yk € N, M*X = A*X. Si on écrit P = > axX¥, P(M) = Y axM¥* donc
k=0 k=0
—+oo —+oo
P(M)X = 3 axM*X = ( > ak?\k)X = P(A)X. Ainsi, comme X # 0, P(A) est valeur propre de P(M).

k=0 k=0
b. Avecbzq%@,b2:1—2>r/§+5 :3_2\/5

=1 —b donc b est racine du polynéme P = X2 + X — 1

qui est bien a coefficients dans Z. Ainsi, b est algébrique.

2

c. Les quatre coordonnées de X sont 1,b,z,bz et z.1 = z, z.b = bz, z.z = z© = —bz — 1 car z est racine de

X2 +bX + 1 et z.(bz) = bz? = b(=bz —1) = —(1 —=b)z —b = —b — z + bz. Ainsi, si on définit la matrice
o 0o 1 0

0 0 0 1 .

M = 10 o 1| on a MX = z.X, ce qui prouve, comme X # 0, que z est valeur propre de M
o -1 =1 1

avec pour vecteur propre associé le vecteur X. On sait que z est alors racine de xpm et un calcul direct donne

xm =Xt — X3 + X2 — X+ 1 qui est & coefficients dans Z donc z est un nombre algébrique.

X 3 0
d.-xm=|0 X —1 |=X*(X+2)+3+X avec SARRUS donc xpm = X3 + 2X? + X + 3. Par hypothese,
-1 1 X+2

a est donc une racine (éventuellement complexe) de xpm donc a est une valeur propre de M. D’apres

la question a., en posant Q = X?> + X — 1, Q(a) est valeur propre de Q(M) = M? + M — I3. Apres

-1 -3 =3
calculs, on a Q(M) = 1 —2 —1 | et, a nouveau avec la formule de SARRUS, on parvient a la relation
-1 =2 0
X+1 3 3
P=xom)=| =1 X+2 1|=XX+1)(X+2)+3—-6—-2(X+1)—3(X+2)+ 3X qui se simplifie en
1 2 X

P = X3 43X%2 — 11 donc P(a? + a — 1) = 0, ce qui prouve que a 4+ a — 1 est aussi algébrique car P € Z[X].
a. Supposons que P et Q ont une racine commune et notons « € C une racine commune de P et Q. Soit
U € Im(Tp,q), il existe donc (R1,R2) € Cp_1[X] x Cq_1[X] tel que U = Tp o(R1,R2) = PRy + QR donc
U(@) = P(a)R1 () + Q(@)R2 (@) = 0 done Im (Tp,q) € {U € Cpq1[X] | U(a) = 0} = (X — &) Cpyq2lX] et,
par exemple, 1 ¢ Im (Tp,q) alors que 1 € Cpyq—1[X] donc Tp g n’est pas surjective.
b. Par la contraposée de la question précédente, si on suppose que Tys y est inversible, alors Ty 1 est
surjective donc H’ et H n’ont aucune racine commune, ce qui prouve que toutes les racines de H sont
simples. Ainsi, xpm est scindé a racines simples sur C par le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS donc M est
diagonalisable d’apres le cours.

C.
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a. Soit N € Cp, 3P € GL2(R), N = PMP~! et Tr (N) = Tr (PMP~') = Tr ((MP)P~') = Tr (P~ (MP)) par

propriété de la trace donc Tr (N) = Tr ((P~"P)M) = Tr (M). De plus, par multiplicativité du déterminant

des matrices carrées, det(N) = det(PMP~') = det(P)det(M)det(P~') = det(M) car det(P~ ') = 1 ‘J(P) La
e

- . 1 . A
réciproque est fausse comme le montrent les matrices A = (g 0) et B= (g g) qui ont méme trace (0)

et méme déterminant (0) mais qui ne sont pas semblables car A est de rang 1 et B de rang 0.

b. Comme A est trigonalisable et pas diagonalisable dans M;(R), xa est scindé sur R mais pas & racines

simples donc il existe un réel a tel que xo = (X—a)?. Comme A est trigonalisable, la matrice A est semblable

N . 2n 2—n
aT= ((()1 z> avec b # 0. Si on prend P, = ( 0 ?) € GL2(R), on a P! = ( 0 ?) donc M,, =

_ a 2™b . . .
PLAPL T = (O a ) et la suite (M )nen € CJ est non bornée car [[Mp||oo = 2™[b] et ngToozﬂb\ = +00.

Comme M;(R) est de dimension finie, toutes les normes sur M, (R) sont équivalentes donc 1’aspect borné

de Ca ne dépend pas de la norme employée. De plus, si on prend les matrices Q,, = P,;'AP,, € Ca, on a

a O

27™b ;
Qn = (a ) donc, en regardant case par case, on a lim Qn = ( > = D qui n’est pas dans Ca
a n—+oo 0 a

0

car A n’est pas diagonalisable alors que D l'est, la diagonalisabilité se conservant par similitude. Comme

une suite d’éléments de Ca converge dans M, (R) mais pas vers un élément de Ca, Ca n’est fermé.

c. Si A est diagonalisable, on a soit xa = (X — a)? avec un réel a et alors A est semblable & al, donc il
existe P € GL2(R) telle que A = P(alz)P~! = al, soit xa = (X — a)(X — b) avec deux réels a # b et A est

o~ (a0
semblableaD—<0 b)'

e Si A = al, est une matrice d’homothétie, et si M € Ca, comme avant, on a M = A donc Ca = {alz}

est un singleton donc Ca est & la fois fermé et borné.

a
0 b
sont aussi semblables & D. Soit (An)nen € (C A)N une suite de matrices de Ca qui converge vers une

matrice M. D’apres a., Tr (A) = Tr (A) =Tr (D) = a + b et det(A,) = det(A) = det(D) = ab. Par

o Si Sp(A) = {a,b} avec a # b, alors A est semblable & D = < ) et toutes les matrices de Ca

continuité de l'application linéaire Tr en dimension finie, on a 1111 Tr (An) =Tr (M) =a+b. De
n—+oo

méme, par continuité de 'application polynomiale det (par rapport aux coefficients de la matrice) en

dimension finie (ou par multilinéarité de det), on a 1111 det(An) = det(M) = ab. Par conséquent,
n—+oo

XM = X2 = Tr (M)X+det(M) = X? — (a+b)X+ab = (X —a)(X —b). Comme xp est scindé & racines

a n , .
> vérifie

simples, M est semblable & D, donc M € Ca. Ainsi, Ca est fermé. Par contre, B,, = (O b

xB, = (X — a)(X — b) donc, & nouveau, B, € Ca mais ||Bn||oc = n donc Ca n’est pas borné.
a Par hypothése, il existe une matrice P € GL, (R) et une matrice diagonale D € M, ( R) telles que B = PDP~'.

Mais comme A et B sont semblables, il existe Q € GL,,(R) telle que A = QBQ~'. En reportant, on obtient
A = QPDP'Q~". Comme P et Q sont inversibles, QP I'est aussi et (QP)~' = P~'Q~" donc la relation

A = (QP)D(QP)~! prouve que A est aussi diagonalisable.
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b. Comme A = QBQ™', xa = det(XI, — A) = det(XQQ™" — QBQ™') = det(Q(XI, — B)Q~") donc
xA = det(Q)det(XI,, —B)det(Q~") = xp. Les valeurs propres d'une matrice sont les racines de son polynéme
caractéristique, donc A et B ont les mémes valeurs propres avec les mémes ordres de multiplicité algébriques.
c. Par calculs det(A) = det(B) = 4 # 0 donc rang(A) = rang(B) = 3, Tr (A) = Tr (B) = 5 et méme
XA = xB = X3 —5X? +8X —4 = (X —2)?(X — 1) mais ce ne sont que des conditions nécessaires de similitude.
Cherchons si les matrices A et B sont diagonalisables ou pas. Par un théoréme du cours, puisque xa et
xp sont scindés sur R et que dim(Ej(A)) = dim(E;(B)) = 1 puisque 1 est une valeur propre simple de A

et de B, A (resp. B) est diagonalisable si et seulement si dim(E2(A)) = 2 (resp. dim(Ez2(B)) = 2). Or

-2 1 3 0 0 0
A-23=| 2 -1 =3]etB=|0 —4 —12] donc on a clairement rang (A — 2I3) = 2 alors que
0 2 2 0 1 3

rang (B — 2I3) = 1. D’apres le théoréme du rang, comme E;(A) = Ker(A — 2I3) et E2(B) = Ker(B — 2I3), on
a donc les ordres de multiplicité géométriques de la valeur propre 2 : dim(E2(A)) =1 et dim(E2(B)) = 2.
Ainsi, B est diagonalisable et A ne 'est pas. Si A et B étaient semblables, d’aprés a., A et B seraient toutes

les deux diagonalisables ou toutes les deux non diagonalisables. Ainsi, A et B ne sont pas semblables.

10 0
Pour aller plus loin, B est semblableaD = | 0 2 0 | et on peut montrer, c’est la théorie hors programme
0 0 2
1 0 0
de la réduction de JORDAN, que A est semblable a T = | 0 2 1 Si on fait les calculs, on trouve
0 0 2
3 4 0 o 1 0
A=PTP 'etB=QDQ 'avecP=[ -3 —4 1]etQ=| 4 0 3
2 4 1 -1 0 -1

a. L’application ¢ est bien définie de F dans F. Si x = (xo,--,xn) € Fet X' = (xp,--+,x) € F et

k .
(a,a’) € C2, en notant y = @(x) et y' = @(x’) comme dans I’énoncé avec Vk € [0;N], yx = > (—1)x; et
i=0
K . K .
Yyl = > (=1)'x{, si on note z = (zg,---,zn) = @(ax + a’x’), alors Vk € [0;N], zx = > (—1)*(axqy + a’x})
i=0 i=0

k . k .
donczx = a > (—1)'xi+a’ Y (—1)%} = ayx + a'y}, ce qui prouve que ¢(ax+a'x’) = ap(x)+a’@(x’), donc
i=0 i=0

que @ est linéaire. Ainsi, ¢ est un endomorphisme de F.

1 0 o e 0

b. En notant B la base canonique de F = CN*' on a Mat 5(¢) =

oo (—1)N-T 0
T =1 1 - (=DN=T (=7)N

qui est triangulaire inférieure avec des colonnes tronquées de 1, puis de —1. Ainsi, xo = (X — 1)¢(X +1)®

avec a = VZIJ +letb= V\]Z—HJ et on peut conclure que Sp(@) = {—1,1} car N+1 > 2.
Pour aller plus loin, si on cherche les sous-espaces propres de ¢, on peut traiter deux cas :
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k .
Valeur propre 1: soit x = (xo, - -,xN) € F,x € E1(9) <= ¢(x) = x <= (Vk € [[o;N], xk = > (—1)‘xi).
En soustrayant toutes les équations & celle qui suit, ¢(x) = x < (Vk € [N], (=) k% = x — xk_1>.

Si @(x) = x et si k € [[2;N] est pair, xix — xx—1 = x donc xx—1 = 0 et, si k € [1;N — 1] est impair,

Xk — Xk—1 = —xk donc xx_1 = 2xx = 0 d’apres le cas précédent.

e Si @(x) =x et N impair, on a donc xo = -+- =xn-2 = 0 et xy—1 = 2xN. Comme dim(Eq(¢)) > 1, on

conclut que Eq(¢) est la droite engendrée par le vecteur (0,---,0,2,1).

e Si p(x) = x et N pair, on a donc xg = -+ = xny—1 = 0 et xn quelconque donc Eq(¢) est la droite

engendrée par le vecteur (0,---,0,0,1).

Valeur propre —1 : soit (xp, - -,xN) € F, on a @(x) = —x < (Vk € [[O;N], —xk = ijo(—Uixi).
i=

En soustrayant comme avant, ¢(x) = —x <= (xo = 0et Yk € [I;N], —xk + xx—1 = (71)kxk>.

Si @(x) = —x, on a xp = 0 et si k € [2;N] est impair, il vient —xyx + xx—1 = —xx donc xx_1 = 0 et, si

k € [1;N — 1] est pair, —xx + xx—1 = +xx donc xx_1 = 2x = 0 d’apres le cas précédent.

e Si o(x) = —x et N pair, on a donc xg =-++ =xNn-2 =0 et xn—71 = 2xNn. Comme dim(E_;(@)) > 1, on

conclut que E_1(¢@) est la droite engendrée par le vecteur (0,---,0,2,1).

e Si @(x) = —x et N impair, on a donc xp = --- = xn—1 = 0 et xn quelconque donc E_j(¢) est la droite

engendrée par le vecteur (0,---,0,0,1).

c. Comme en question a., ® est bien définie et ® est un endomorphisme de E. Soit A € C une valeur
propre de ® et x = (xn)nen # 0 € E tel que ®(x) = Ax. Il existe donc N € N tel que xn # 0. Si on ne
peut pas prendre N > 1 c’est que x¢ est le seul terme non nul de la suite (xn)nen €t on a xog = Axp donc
A = 1. Sinon, si xo n’est pas le seul terme nul de la suite (xn)nen, en prenant N € N* tel que xn # 0, on a
y=(x0, -,xn) €EF= CN*! et o(y) = Ay donc A = 1 d’apres b.. Ainsi, Sp(®) C {~1,1}.

d. ®? est composé, en 0 et de 1 en damier sous la diagonale.

a. D’abord, f, est linéaire par linéarité de la dérivation. De plus, si P € Ry[X], on a P’ € R,,_1[X] donc
(B1X+Bo)P’ € Ru[X], P” € Ry_2[X] donc (a2X? + x1X + x)P” € Ry, [X] et on a bien f,(P) € Ry[X]. Ainsi,
fn est bien un endomorphisme de Ry [X]. Comme f,(1) = 0 avec 1 € Ry [X], on a Ker(fy,) # {0} donc fn
n’est pas un automorphisme de R, [X].

b. On a f,(1) = 0, fr(X) = B1X + Bo et, pour k € [2;n], il vient f,,(X*) = (02X? 4+ a1X + ao)k(k —
DX2 + (B1X 4+ Bo)kX T = k((k — Doz + B1)X* + k((k — ag + Bo)X* ™! + k(k — 1)aoX* 2.  Ainsi,

0 Bo 0 e e
An = Mat cqn(fn) = 0 B 2x0 e 0 . La matrice A, est triangulaire supérieure avec
2(x2+B1) O

des termes diagonaux tous différents donc x¢, est scindé a racines simples sur R donc, par théoreme, fy, est
diagonalisable et tous les sous-espaces propres sont des droites.

c. récurrence sur n.

a. La famille § = (uo,---,un—1) comporte n vecteurs dans C™ qui est de dimension n. La matrice
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P = Mat g(F) de la famille ¥ dans la base canonique B = (eq,- -, en) de C™ est , par définition, la matrice

de VANDERMONDE P = (wjij)Ki,jén € Mn(C). Comme les wgp,- -+, wn_1 sont les n racines n-iémes de

Punité et qu’elles sont distinctes, on sait qu’alors det(P) = [I (wj— wi) # 0 donc P est inversible.
0<i<j<n—1
On en conclut que F est une base de E.

b. Avec la question précédente, on est amené a calculer Ju, = (wV b -

wi-] wg) = w?up = wplyp
pour p € [0;n—1]. Comme up, # Og, up, est un vecteur propre associé a la valeur propre wy,. Ainsi, il existe
une base de E composée de vecteurs propres de J, ce qui prouve que J est diagonalisable et que ] = PDP~!
avec D = diag(wp = 1, w1, ++,wn_1). On aurait pu calculer le polynéme caractéristique de J, et trouver

sans trop de difficultés x; = X™ — 1 pour se lancer sur les recherche des sous-espaces propres associés.

n—1
c. La forme classique des matrices J* se trouve par récurrence, et on peut écrire C(ag, -+, an_1) = Y. axJ*.
k=0
n—1
Or, d’apreés la question précédente, J* = PD¥P~! donc C(ag,---,an_1) = P( > aka>P_1. Comme
k=0
n—1
D(ag, - -yan_1) = Y. axDX est diagonale, on peut conclure que C(ap,--+,an_1) est diagonalisable et
k=0
n—1 n—1
que son polynoéme caractéristique vaut celui de D(ao, -+, an—1), donc Xc(ao,.;an_1) = 11 (X - > akw}‘)
j=0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
Ainsi, Sp(C(ag, -+, an—1)) = { 3 akwl = Y ax, axwh, -, 3 akwfl_]} (avec répétition éventuelle).
k=0 k=0 k=0 k=0
X 1 0o 0
=t x0 o] . X T X 2] e e
a. Xe=XA=| o 4 x5 |Quipar blocs, devient x¢ = ’_] X ‘ . ‘ 1 X’ = (X*+1)(X*+42). Comme

0 0 -1 X
x¢ Na aucune racine réelle, f n’est pas diagonalisable car x n’est pas scindé dans R[X].
b. S'il existait une droite D = Vect(e) stable par f, on aurait f(e) € D donc I € R, f(e) = Ae et e serait un
vecteur propre de f associé a la valeur propre A. Alors A serait racine de x¢ ce qui impossible car les racines
de x¢ sont dans {i, —i,2i, —2i}. Par conséquent, il n’existe aucune droite de R* stable par f.

c. S7il existait un hyperplan H de R?* stable par f, en prenant une base B’ = (a,b,c) de H qu'on compléte

en une base B = (a,b,c,d) de R* comme H est stable par f, on aurait A = Mat (f) = (E’ i) avec

B € M3(R), C € M3,1(R) et A € R. Par blocs, on aurait alors xf = xa = (X —A)xg et A € R serait racine
de x¢ ce qui est & nouveau impossible. Ainsi, il n’existe aucun hyperplan de R* stable par f.
d. Comme f et f2 +id g+ commutent car f o (f> +1id ga) = (f2 +id ga) o f = f3 + f, on sait d’apres le cours

que Ker(f? + id g4 ) est stable par f. De méme, f et f2 4 2id g+ commutent donc Ker(f? + 2id ps) est stable

-1 0 0 0 0 0 O 0
o -1 0 0 0 0 O 0
2 _ 2 _ :
par f. Or A< = : 0 -2 o donc A+ 1y = 1 0 -1 o0 est clairement de rang 2 et, avec
0 1 0o -2 o1 0 -1
la formule du rang, dim(Ker(f 4+1id g4)) = 4 —2 = 2 donc Ker(f? +id ga) = Vect(e1 +e3, ez +e4) est un plan
1 0 0 O
) 5 01 0 0 . o ,
stable par f. De méme, A +2I4 = 1 0 o o |cstaussi de rang 2 d’ott dim(Ker(f*+2id ga)) =4 -2 =2
01 0 0
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et Ker(f? + 2id ga) = Vect(e3,eq) est un plan stable par f.

e. Il n’y a quun sous-espace vectoriel de R* de dimension 0 et c’est {0} qui est stable par f.

Il n’y a qu’un sous-espace vectoriel de R* de dimension 4 et c’est R* qui est stable par f.

On a vu en b. et c. qu'il n’y avait aucun sous-espace vectoriel de R* de dimension 1 ou 3 stable par f.

Soit P un plan de R* stable par f et fp : P — P I’endomorphisme induit par f dans P, il est défini par

fp(x) = f(x) pour x € P. On a vu dans le cours qu’alors x¢, divise x¢. Or x¢, est un polynéme réel unitaire

de degré 2 car dim(P) = deg(fp) = 2 donc, avec la question a., on a soit xs, = X? + 1, soit x¢, = X? + 2.
e Si xf, = X2 + 1, par CAYLEY-HAMILTON, on a f3 +idp = 0 donc Vx € P, f2(x) +x = 0, ce qui
montre que P C Ker(f2 4id g4 ). Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc P = Ker(f? +id g ).
e Sixf, = X?+2, par CAYLEY-HAMILTON, on a f3+2id p = 0 donc Vx € P, f2(x)+2x = 0, ce qui montre
que P C Ker(f? + 2id g4 ). Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc P = Ker(f? + 2id pa).

Ainsi, il y a seulement 4 sous-espaces de R* stables par f : {0}, Ker(f? 4 id g ), Ker(f? + 2id ps) et R*.

Tout d’abord, A, est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M,, (R) d’apres le théoréme spectral.

} ;) doll xa, = Pa = (X—1)(X—2) =1 = X2 = 3X + 1 et

P, = (X —1)P; — X est bien vérifié qui correspond & Pr11 = (X —n)Pp —X(X—=1)---(X—=n+41) pour n = 1.

a. A1 = (1) donc xa, —P1—XletA2—(

Sin > 2, dans le calcul du déterminant P {1 = xa,,,, on effectue les opérations de GAUSS Cy +— Cy — C;

X—1 =X T, v
—1 X—=1 0 cee 0
pour k € [2;n+ 1] et on a P41 = : 0 X—-2 . :|. On développe ensuite par rapport
. . ) 0
—1 0 0 X—n
-1 X—-1 0 oo 0
: 0 X-2 :
a la derniére colonne et il vient P11 = (X — n)Py + (=1)"F2(=X) | : : 0
: : 0 X—n+1
1 0 0
Dans ce dernier déterminant, apres développement par rapport a la derniére ligne, on obtient la relation
n—1 n—1
Pri1 = (X = )Py + (=)™ FIX(=1)™T(=1) [] (X = k) donc Pryq = (X —n)Py — ] (X — k).
k=1 k=0

b. Initialisation : d’aprés la question a., Py = X2 — 3X + 1 vérifie bien (—1)°P2(0) =1, (—1)'P2(1) = 1 ont
le méme signe que P2(0) = 1 qui est du signe de (—1)% et on a P2(1) = —1 <0 et P2(2) = —1 < 0.

Hérédité : soit n > 3, supposons que Vk € [[0;n—2], le réel (—1)*P,,_1(k) a le méme signe que P, _1(0) qui est
du signe de (—1)™~ T et que P, (n—1) < 0 et P,(n) < 0. D’aprés a., P, (0) = —(n—1)P,,_1(0) a un signe opposé
a celui de P,,_1(0), donc du signe de (—1)™. Pour k € [1;n — 2], (=1)*Pn(k) = —(=1)*(n —k — 1)P_1(k)
donc (—1)*Pn (k) = —(n —k — 1)(=1)*P,,_1(k) est du signe opposé & celui de (—1)¥P,,_;(k), donc du signe
opposé & celui de (—1)™~! par hypothese de récurrence, donc du signe de (—1)™. De plus, pour k = n — 1,
()" Pn—1) = = (=) T = 1)(n —2)---1 = (=1)™(n — 1)! est bien du signe de (—1)™. Enfin,
Pan—1)=—(n—-1!<0et Ph(n) =Pr_1(n) —nl<o.
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Conclusion : on a montré par principe de récurrence que Vn > 2, Vk € [0;n — 1], (=1)¥P,(k) a le méme

signe que Py (0) qui a le méme signe que (—1)™ et P(n — 1) < 0 et Py (n) < 0.

c. Comme P;, est une fonction continue et que P;, change strictement de signe sur tous les intervalles ]0; 1],
1152, ....;)n—2;n—1[ d’aprés ce qui précede, par le théoréme des valeurs intermédiaires, P, s’annule au moins
une fois sur tous les intervalles |0; 1], ]1;2[, ...,Jn — 2;n — 1], ce qui fait déja n — 1 racines distinctes de Py.
De plus, P (n) < 0 et, comme Py, est unitaire et de degré n, tlj':rl-noo P, (t) = 400 donc, d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires encore, Py, s’annule au moins une fois sur Jn; +o0o[, ce qui fait en tout n racines

distinctes de Py, qui est de degré n.
Comme P,, = xa,, est scindé a racines simples sur R, la matrice Ay, est diagonalisable dans M, (R) avec n

valeurs propres réelles distinctes et tous ses sous-espaces propres sont des droites.

a. Pour P € Ry4[X], on a deg(P) < 4 donc deg(P’) < 3 et, si on écrit P’ = aX? + bX? +¢cX + d, on a
P/(X+1) =P (X)=a((X+1)3=X3) +b(X+1)2 +c(X+1) +d —bX? — cX — d qui se développe pour avoir
P/(X+1)—P(X) = a(3X? +3X+1) +b(X+1)2 +¢(X+1) +d — bX? —cX — d donc deg(P'(X+1) —P'(X)) < 2
d’ott deg(®(P)) =2+ deg(P'(X+1) — P/(X)) <4 et ®(P) € Ryq[X]. Comme ¢ est linéaire par linéarité de la
dérivation des polynémes, ® est bien un endomorphisme de R4[X].

Pour P € Ker(®), comme X? # 0, on a P/(X + 1) = P/(X). On en déduit que ¥n € N, P’(n) = P’(0) donc
le polynéme P’ — P/(0) admet une infinité de racines, il est donc nul et P/(X) = P/(0) est constant donc
P € Ry[X]. Réciproquement, si P = aX + b, on a ®(P) = X?(a — a) = 0 donc P € Ker(®).

Par double inclusion, on a donc Ker(®) = Ry[X].

b. ®(1) = ®(X) = 0 avec a. et ®(X?) = 2X2, &(X3) = 6X3 + 3X2, ®(X*) = 12X* + 12X3 + 4X? par calculs

0 0 0 0 O
00 0 0 O
donc, en notant B = (1, X, X?,X3,X%) la base canonique de R4[X],ona A = Mat(®)=]0 0 2 3 4
0 0 0 6 12
0O 0 0 0 12

Comme A est triangulaire supérieure, on a xe = xa = X2(X — 2)(X — 6)(X — 12) donc Sp(®) = {0,2,6,12}.
c. SiPe€F ona®P)=X(P(X+1)—P(X)) € X?Ry[X] d’apres a. donc ®(P) € F ce qui prouve que
F = Vect(X?,X3,X?%) est un sous-espace de R4[X] stable par ®. De plus, comme B = (1,X,X?,X3,X?%) est une
base de R4[X], Im (®) = Vect(®(1), &(X), D(X?), &(X3), ®(X*)) = Vect(X?,3X? +6X3,4X2 +12X3 +12x4) = F.
d. D’aprés a., Ker(®) = Vect(1,X) = Ry[X] et F = Vect(X?,X3,X%). Comme B = (1,X,X?,X3,X?%) est une
base de R4[X], on en déduit que R4[X] = Ker(®) & F = Ker (®) @ Im (D).
e. On a vu en a. que dim(Eo(®)) = dim(Ker(®)) = 2 vaut la multiplicité de 0 dans x¢. Les autres valeurs
propres de ®, a savoir 2,6,12, sont simples donc, d’apres le cours, la dimension de I’espace propre associé
vaut 1. Ainsi, E2(®), Eg(P) et E12(P) sont des droites. Comme xg est scindé sur R et que les ordres de
multiplicité de chacune des valeurs propres vaut la dimension du sous-espace propre associé, ’endomorphisme
® est diagonalisable.

e On a déja vu que Eo(dp) = Ry[X] = Vect(1,X).

e Avec les calculs de la question b., on a aussi E(®) = Vect(X?).

54



—6 0 0 0 0
0O —6 0 0 O
eCommeA—6ls=| 0 0 —4 3 4 |,on “voit” que Eg(®) = Vect(3X? + 4X3).
0 0 0o 0 12
0 0 0 6
—12 0 0 0 0
0 —12 0 0 0
e Comme A — 12[5 = 0 0 —10 3 4 |,onakE;2(®)=Vect(X? +2x3 +x*).
0 0 0 —6 12
0 0 0 0 0
X1 X2 0 0 x2 0 0
0 x1 x2 X1 X2
a. On a g(x1,x2) = x1 : ol + (=)™ 1x, 0 en développant ce
: . X . 0
o - - 0 x1 0 0 x1 x2

déterminant par rapport & la premiére colonne donc g(x1,x2) = xJ + (=1)"+1x}.

b. Par inégalité triangulaire, V(x1,x2) € U?, |g(x1,%x2)| < [x1|™ + [x2|™ = 2 donc g est bornée sur U%. De
plus, avec x1 =1 et x; = 1 8i n est impair oux; = 1 et x = —1 si n est pair, g(x1,x2) = 2 donc T\/%ﬁx(|g|) =2.
On a V(x1,x2) € U?, (|g(x1,%x2)| = 2) <= (3A € R%, xT = A(—=1)""xT) par le cas d’égalité de D'inégalité

triangulaire. Or ces deux complexes xT et (—1)™*1x} sont de module 1 si (x1,x2) € U? donc cette équivalence

n
se transforme en V(x1,x2) € U?, |g(x1,%x2)] =2 <= xT' = (-=1)"'x} (— X—Z) = —1. On connait les
X1
. .\ . im, 2i
racines n-iemes de —1, ce qui donne V(x1,x2) € U?, |g(x1,%x2)| =2 <= (Hk efoin—1], —X2 —ew+ lJfT[)
X1

1l existe donc une infinité de couples (x1,x2) € U? tels que |g(x1,x2)| = 2, ce sont tous les couples s’écrivant

(x1,%2) = (eie, fei9+%‘+22‘f") ot 8 € [0;2n] et k € [o;n — 1],

c. Yt € R, h(t) = g(t,1 —t) = t™ + (=)™ (1 — )" donc h est polynomiale, donc de classe C>® sur R.
Posons, pour n € N*| les fonctions an :t—t"+ (1 —t)" et byt =t — (1 —t)™
:t — 1 est strictement positive sur R. La fonction by : t — 2t — 1 est

— 00; %[ et strictement positive sur }%, +oo[. La

Initialisation : la fonction aj

strictement croissante sur R, strictement négative sur }

fonction ap @ t = 2t% — 2t + 1 vérifie ab(t) = 2(2t — 1) = 2by(t) donc a, est strictement décroissante sur

] — o0 % [ et strictement décroissante sur } %; —|—oo{ et elle reste strictement positive sur R car ay(1/2) > 0.

Hérédité : soit n € N* tel que
Traitons deux cas :
[ )

(=) Supposons A diagonalisable et traitons deux cas :

e Soit A n’admet qu’une seule valeur propre A € C. Alors A = P(AIz)P~! avec P inversible donc A = Al,.

Soit Q un polynéme complexe non constant. D’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS, le polynéme Q —A
admet une racine complexe puisqu’il n’est pas constant. Ainsi, il existe « € C tel que Q(«) = A. Il suffit de

prendre M = «l, pour avoir Q(M) = Q(«)I2 = Al = A.

95



A
0
inversible P € GL,( C) telle que A = PDP~'. Soit Q un polynéme complexe non constant, comme ci-dessus il

. 0 o .
e Soit A admet deux valeurs propres complexes A7 # A;. En notant D = ( N ), il existe une matrice
2

existe des complexes o1 et ay tels que Q(a1) = A1 et Q(a2) = A2 (autrement dit Q : C — C est surjective).

_p(® 0\, - _p( Q) 0 1 _ppp-1 —
Il suffit de prendre M =P ( 0 0(2> P~! pour avoir Q(M) =P < 0 Q(as) P~' =PDP~! = A.

(«<=) Supposons A non diagonalisable, alors x o ne peut pas étre scindé a racines simples donc Sp(A) = {A},

XA = (X —A)? et dim(Ex(A)) = 1. Comme xa est scindé dans C[X] A est trigonalisable donc il existe

P € GL2(C) telle que A = PTP~! avec T = (?)\ ;\L) avec p # 0.

Pour réduire “ala JORDAN” et avoir 1 & la place de u : si on note u € £(C?) I'endomorphisme canoniquement
associé & A, on a donc par CAYLEY-HAMILTON (u — Aid ¢2)? = 0 donc Im (u — Aid ¢2) C Ker(u — Aid ¢2).
Puisque dim(Ex(A)) = 1, par le théoreme du rang, on a dim(Im (v — Aid ¢2)) = dim(Ker(u — Aid ¢2)) =1
donc Im (u — Aid ¢2) = Ker(u — Aid ¢2). Si on prend v; € C? tel que Ker(u — Aid ¢2) = Vect(vq), alors il
existe donc v, € C? tel que (u — Aid ¢2)(v2) = vi. Comme vy ¢ Ker(u — Aid ¢2), la famille B = (vy,v2)

est libre donc c’est une base de C?. Par construction, comme u(vi) = Avq et u(va) — Avy = vy, il vient

T = Mat s (u) = <7‘ ]

Y ) En notant P la matrice de passage de la base canonique de C? & B, on a par la

formule de changement de base, on a A = PTP~'.

Prenons le polynéme non constant Q = X? + A et supposons l'existence d’une matrice M € M, (C) telle
que Q(M) = A. Posons N = P~"MP de sorte que M = PNP~!. On a la suite suivante d’équivalences :
QM) =M? + Al = A <= P(N? + A2)P~ ' =PTP~! <= N2 + Al = A <= N? = puEy ;. Comme E5; =0,
on a N* = 0 donc N est nilpotente. Or, il est classique que xn = X? (seul 0 est valeur propre de N) donc

N2 = 0 par CAYLEY-HAMILTON. Ceci impose donc E2,1 = 0 qui est absurde.

Par double implication : A diagonalisable <= (VQ € C[X]\ Cy[X], IM € M(C), Q(M) = A).

X, — A —A X1 —A
N 9 7 . _ — n = n
a. Apres 'opération de GAUSS par blocs C; +— C; — C2, XB ‘ " A XL, A‘ ‘Xln XL, — A
. XI,  —A N . . .
Puis 1o «— L +L; et xg = 0 XI oAl = X™x2a car cette matrice est triangulaire par blocs.
W
Or xoa = det(XIn — 2A) = Z“det(§ — A) = Z“XA<§) donc xg = 2"X™xAa (%) ce qui montre que
Sp(B) = {0}U(2Sp(A)), que 'on parle du spectre réel ou du spectre complexe. Traitons deux cas en prenant
X
X = (X;) S Msz(R) avec (X],Xz) S (MHJ(R))Z :

e SiA=0,BX=AX=0<= (AX; + AX2 =0) < A(Xj3 + X2) = 0 <= (X5 + X2 € Ker(A)) donc
BX = 0 <= (3Y € Ker(A), X2 = Y — Xj) ce qui donne une écriture paramétrique du noyau de B,
a savoir Ker(B) = Eo(B) = {(X1,Y —X1) | (\,X7) € Ker(A) x Mu,1(R)}. Ainsi, comme Papplication
@ : Ker(A) x My, 1(R) — Ker(B) définie par ¢(Y,X1) = (X7,Y — X1) est linéaire et bijective d’apres ce
qui précede, on a dim(Eo(B)) = dim (Ker(A) x Mn 1(R)) =n + dim(Eo(A)).

e Si A # 0, BX = AX < (AX7 + AXy = AX5 = AX2) <= (X5 = Xz, AXj = %XQ ce qui donne
BX = AX < (Xj = Xz et X7 € Ej,2(A)). Comme l'application Py : Ex/2(A) — Ex(B) définie par
P(X1) = (X1,X7) est linéaire et bijective d’apres ce qui précede, dim(Ex(B)) = dim(Ey/2(A)).
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b. B est diagonalisable dans M, (R) (on suppose que c’est la question) si et seulement si R*™ = ED EA(B)

AESP(B)
par définition. En passant aux dimensions, la matrice B est diagonalisable dans Mz, (R) si et seulement
sizn= Y. dim(Ex(B)) = dim(Eo(B)) + > dim(Ex(B)). D’apres la question précédente, B est

AESP(B) AESP(B),A#0
diagonalisable dans Mzn (R) si et seulement si 2n = n + dim(Eo(A)) + > dim(E, (A)) en posant
HESP(A),n#0
o= % Comme on a 2n = n + dim(Eo(A)) + > dim(Eu(A)) <= > dim(E.(A)) =mn, on
HESP(A),n#0 HESP(A)

trouve finalement que B est diagonalisable dans M2y (R) si et seulement si A est diagonalisable dans My, (R).
a. Par lindarité de la trace, Tr (AB — BA) = Tr (AB) — Tr (BA) = Tr (B) = 0 car Tr (AB) = Tr (BA) d’aprés

le cours. Si B était inversible, on aurait A — BAB~! = I,, en multipliant AB — BA = B par B~ a droite. On

aurait donc Tr (A —BAB™') = Tr (A) — Tr (BAB™') = n ce qui est impossible car BAB~! étant semblable &

A,on aTr (BAB~') = Tr (A). Ainsi, B n’est pas inversible.

b. Initialisation : pour k = 0, AB —B°A = 0.B® car B® = I,,. Pourk =1, AB' =B'A = AB—BA =B = 1.B'.

Hérédité : soit k > 1, supposons que ABX — BXKA = kB, alors AB*T! = AB¥ x B = (BXA + kB¥) x B par

hypothese de récurrence donc AB*T! = AB¥ x B = (BXA + kB¥) x B = BX x AB + kB*!. Mais comme
AB = BA + B, en reportant, on a AB¥*! = B* x (BA + B) + kB**! = B*TTA 4 (k + 1)B¥*+! qui s’écrit aussi
ABKHT _ BRHIA = (k4 1)BR+T.

Par principe de récurrence, on a montré que Yk € N, AB* — BXA = kBk.

c. Soit L : My (C) — My (C) définie par L(M) = AM — MA. Il est clair que L est un endomorphisme de
M, (C). Or la question précédente montre que Vk € N, L(B¥) = kB¥ ce qui prouve que k est une valeur
propre de L si BX # 0. Comme il est impossible qu'un endomorphisme en dimension finie (dim (M (C)) = n?)
ait une infinité de valeurs propres, il existe forcément une valeur k € N* telle que B* = 0. Par conséquent,
B est bien nilpotente.

a. Soit A € C une valeur propre de A, il existe un vecteur colonne X # 0 € My,1(C), AX =2AX. On a donc
A2X = A(AX) = AX = AX puis A3X = A3X donc (A3 4+ 9A)X = (A3 + 9A)X = 0 donc A% + 9A = 0 car X # 0.
Ainsi, A(A — 31)(A + 3i) = 0 ce qui montre que A € {0,3i, —3i}. Par conséquent, Sp(A) C {0, 3i, —3i}.

b. Le polynome X3 49X = X(X — 31)(X + 31) est annulateur de A et scindé & racines simples dans C[X] donc,
d’apres le cours, A est diagonalisable dans M, ( C).

c. Si A était diagonalisable dans M, (R), son spectre serait non vide et inclus dans R donc, d’apres la
question a., on aurait Sp(A) = {0}. On aurait donc R™ = Eg(A) = Ker(A) d’oit A = 0 qui est exclu par
Pénoncé. Ainsi, A n’est pas diagonalisable dans M, (R).

d. Méthode 1: A3 +9A = 0 s’écrit aussi A(A%+91,) = 0. Si A était inversible, on aurait A% +91,, = 0 donc
A? = —91,. On aurait donc det(A?) = det(A)? = det(—91,) = (—9)™ < 0, ce qui est absurde. Ainsi, A n’est
pas inversible si n est impair.

Méthode 2 : comme A est réelle, m3i(A) = m_3i(A) car —31 = 31 donc, comme Sp(A) C {0,3i,—3i}, on a
n = mp(A) + m3i(A) + m_31(A) d’ott mp(A) = dim(Eo(A)) = n — 2m3i(A) donc dim(Ker(A)) est impair

donc Ker(A) # {0} donc A n’est pas inversible si n impair.
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Méthode 3 : deg(xa) est impair et xa est unitaire donc lim xa(t) = —ocoet lim xa(t) = +o00 et, comme
t——00 t—+4o0

XA est continue car polynomiale, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, x o s’annule sur R donc en

0 car Sp(A) C {0,3i,—3i}. Comme 0 est valeur propre de A, A n’est pas inversible si n impair.
g 03) € GL2(R), on a A? = —9I, donc A3 +9A = 0.

Par contre, si n = 2 par exemple, en posant A = (
X—1 —x 0
0 X—-1 =1 |=X-12X+1)—a=Xx3—-X?>—-X+1— apar SARRUS. La

a. On calcule xa
—1 0 X+1

fonction f : t — t3 —t2 —t + 1 — « est dérivable sur R et (t) = 3t2 —2t — 1 = (3t + 1)(t — 1) donc f est

croissante sur } — 00; fﬂ, décroissante sur [f %; 1] et croissante sur [1; +ool.

Comme f( - %) = —2% - % + % +1—-—a= % —a et f(1) = —«, d’apres le tableau de variations de f :

e Si a < 0, f s’annule une seule fois sur R, en x; € } — o0; —% [ Alors Sp(Ay) = {x1}.

eSia=0,f:tr (t—1)%(t+1) sannule en 1 et —1 donc Sp(Ag) = {—1,1}.
eSiae }0; %[, f ’annule en x7 € ] —oo;—%{, X3 € ] —%;1 [et x3 €]1; 400 et Sp(Ay) = {x1,%x2,%3}.

2
eSia= %, fit— t3—t2—t—25—7 = (t—i—%) (t—%) s’annule en —% et g donc Sp(A32/27) = {—%, 5}.

e Sio> %, f s’annule une seule fois sur R, en x7 €]1;+00[. Alors Sp(A«) = {x1}.

b. Avec le spectre trouvé a la question a, on considere cinq cas :

e Si <0, xa, nest pas scindé sur R car x; est simple donc Ay n’est pas diagonalisable.

0 0 0
o Siax=0,xa, est scindé sur Ret Ap—I3 =0 0 1 est de rang 2 donc, avec la formule du
1 0 -2

rang, dim(E1(Ap)) =1 7# 2 =m;(Ap) donc Ay n’est pas diagonalisable.

e Sixe }O; % {, XA, est scindé a racines simples sur R donc, d’apres le cours, A, est diagonalisable.

4/3 3227 0

e Six= Q, XAs,,,, st scindé sur R et Azy/p7 + I _ 0 4/3 1 est de rang 2 donc
27 / 3
1 0 —2/3
dim(E_q,3(A32/27)) =1 # 2 =m_1,3(A32/27) donc A3z, ,,7 n’est pas diagonalisable.
o Si o> %, XA, D’est pas scindé sur R car x7 est simple donc A, n’est pas diagonalisable.

Ainsi, Ay est diagonalisable si et seulement si « € ]0; % [

a. Toutes les colonnes de cette matrice sont égales & la premiére qui n’est pas nulle donc rang (A) = 1.

b. Par la formule du rang dim(Ker(A)) = 4 — rang (A) = 3 donc l'ordre de multiplicité de 0 dans xa est
supérieur ou égal & 3 donc xp = X3(X — Tr (A)) = X3(X — 2a — 2) d’apres le cours. Traitons deux cas :

e Sia=—1,xa = X* donc A est nilpotente d’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON mais ce n’est

pas utile ici. Par contre, dim(Eo(A)) = 3 < mo(A) = 4 donc A n’est pas diagonalisable, ni dans

M4 (R), ni dans M4 (C). D’ailleurs, la seule matrice nilpotente diagonalisable est la matrice nulle.

e Sia#—1, commemyqi2(A)=1,0nadim(Ezq4+2(A)) =1 donc A est diagonalisable dans M4 (R) car

XA est scindé sur R et les ordres de multiplicité algébriques et géométriques sont égaux.
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Par conséquent, la matrice A est diagonalisable si et seulement si a # —1 et, dans ce cas, Sp(A) = {0,2a+2}
avec Ezq4+2(A) = Im (A) (inclusion et égalité des dimensions) donc Ezq42(A) = Vect(vy) avec vi = (a,1,a,1).
De plus, une équation de I’hyperplan Eq(A) est x +y +z 4+t = 0 donc Eg(A) = Vect(va,v3,v4) avec, par
exemple, vy = (1,-1,0,0), v3 = (1,0,—1,0) et v4 = (1,0,0,—1).

a. Comme A est diagonalisable et Sp(A) = {0,2a + 2}, le polynéme P = X(X — 2a — 2) est annulateur de A.
Ainsi, on a la relation A% = (2a + 2)A.

Méthode 1 : par récurrence :

Initialisation : d’abord A" = A = (2a +2)°A et A2 = (2a +2)'A.

Hérédité : si, pour un entier p > 1, on a AP = (2a+2)P~'A, alors APT! = (2a+2)P71A? = (2a+2)PA.
Par principe de récurrence, on a donc Vp € N*, AP = (2a +2)P~TA.
Méthode 2 : soit p € N*, on écrit XP = Q,P + R, la division euclidienne de XP par P avec R, = ap,X + b,
car deg(Rp) < deg(P) = 2. En évaluant en 0 et en 2a + 2, on obtient b, = 0 et (2a + 2)ap = (2a + 2)P donc
ap = (2a+2)P~'. On évalue en A et on a directement AP = Q,(A)P(A) + Rp(A) = Rp(A) = (2a +2)P'A
car P est annulateur de A.

D’apres la formule du rang, dim(Ker(A)) = n —rang (A) = n — 2 et on sait d’apres le cours que lordre de
multiplicité mo(A) de 0 dans xa vérifie alors n —2 < mp(A) < n car Ker(A) = Eo(A). D’apres le théoreme de
D’ ALEMBERT-GAUSS, X est scindé sur C donc il existe deux complexes A, i tels que xa = X2 (X—A)(X—p)
(on peut avoir A = p, A =0 et/ou p = 0). Comme xA est scindé sur C, on sait que Tr (A) est la somme des
valeurs propres comptées avec leurs ordres de multiplicité donc Tr (A) =0=(n—2).0+ A+ p dot p= —A
et on a donc xa = X" 2(X — A)(X + 7). Traitons deux cas :

SiA=0,alors xa = X™ et, d’aprés CAYLEY-HAMILTON, A™ = 0 ce qui est contraire a I’énoncé.

SiA#£0 ,alors xa = X" 2(X —A)(X + A) donc Sp(A) = {—A,0,A} avec dim(Eg(A)) = n — 2 = mo(A),
dim(Ex(A)) =1 =mx(A) et dim(Ex(A)) =1 = mx(A) car A et —A sont des racines simples de
XA- Ainsi, d’apres le cours A est diagonalisable.

Par conséquent, avec ces conditions, la matrice A est diagonalisable dans My (C).
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

a. Pour A € R* , la fonction gx : t — f(t) sin(At) est continue sur R par opérations et Vt € R, |ga(t)| < [f(t)]

alors que f est intégrable sur R par hypotheése. Ainsi, par comparaison, g, est intégrable sur R ce qui montre
—+oo

que f f(t) sin(At)dt est absolument convergente donc convergente et L(A) existe.
— 00

cos(At)
A

b. Soit @ >0 et A >0, en posant u:t+— f(t) et v:t+— — , les fonctions u et v sont de classe C' sur

a ’
[—a; a] donc, par intégration par parties, fa f(t) sin(At)dt = [— f(t)M} + fa Mdt Par
Ca a

—a

A
1) sin(M)at| < @ + “(A—“)' +1 [

inégalité triangulaire sur les réels et les intégrales,
a

a
donc f f(t) sin(At)dt = O (l) ce qui prouve que hm f(t) sin(At)dt = 0.
—a +oo A

—+ocoJ —a

—+oo
Soit ¢ > 0, comme f est intégrable sur R, elle 'est sur Ry et sur R_ donc HT [f(t)|dt = 0 et
X—+00 X

+
tim [ [f(t)]dt = 0. Ainsi, il existe b € Ry tel que ¥x > b, 0 < f ~ [f(t)]dt < § et ¢ € R_ tel
— 0o X

X——00

x e +oo e

que Vx < ¢, 0 < f [f(t)]dt < £. En prenant a = Max(—c,b) > 0, on a donc 0 < f [f(t)]at < £

—0 3 a 3

et f (t)]dt < % D’apres ce qui précede, il existe Ao € R% tel que VA > Ao, fa f(t) sin(?\t)dt’ < £
—a

Ainsi, dés que A > Ag, on a |[L(A)| = ’ f ) sin(At) dt+f t) sin(At) dt+f sm()\t)dt‘ donc, par

+
inégalité triangulaire, (L) < [ [f(1)] | sin(At) ¢ + ) [ sin(?\t)dt‘ + [T sin(A]at < e car
— —a a

| sin(At)] < 1. On a bien établi que lim L(A) =0.

A—+o0

sin(x)

c. La fonction g : x — est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1 car

+oo , . . +oo
sin(x) ~x. La convergence de f g équivaut donc a celle de f g.
0 0 1
Posons u : x — —cos(x) et v : x — 1 alors u et v sont de classe C! sur [1; +00[ et liT u(x)v(x) = 0
X X—+00

., i . +o0 too . 400 ,
donc, par 1ntegrat10n par parties, la nature de f1 g= f1 u'v est la méme que celle de ‘f] w’ donc

cos(x)
2

de f COS dx Or la fonction h : x est continue sur [1;+oo[ et h(x) = O(iz) donc, par
X

o0
. _ _ Foo ..o ftoo
comparaison aux intégrales de RIEMANN, h est intégrable sur [1;+oo[ donc f1 h converge. Ainsi, f1 g
o sin(x)
X
sin((2n 4 1)x) ot 1 x stn((%n—l— 1)x)
x sin(x)
prolongent par continuité en 0 en posant gn(0) = hn(0) = 2n+1 car sin((2n 4+ 1)x) rg(Zn +1)x et sin(x) T

7’ + .
converge et le réel I = fo dx existe.

d. Pourn € N, g, : x — sont continues sur }O; %} et se

Ainsi, g, et hy ainsi prolongées sont continues sur le segment [O; %} donc I, et J,, existent.

dx or on a

5 5 o
e. On calcule Jo = fon/ ldx = g Sine N, Jat1 —Jn = foﬂ/ sin((2n + 3)Xs)in(i;n((2n +1)x)
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sin(a)—sin(b) = 2sin (¢ g b) cos (& er b) donc Jpa1—Jn = fﬂ/z 2cos((2n+2)x)dx = 2 [%} :/2
'Lf

d’0l Jn41 — Jn = 0. La suite (Jn)nen étant constante, on a Vn € N, J,, =Jo = 5

/2
Par linéarité de I'intégrale, on a I, — J,, = fﬂ sin((2n+1)x) (l— | )dx. Définissons f : ]O; E} — R par
0 x  sin(x) 2

f(x) = i — sirl 55 La fonction f est de classe C! sur ]O; %} par opérations. De plus, avec le développement

limité de sin en 0 a l'ordre 3, on a f(x) — 1 =1 (1 - 1 ) En composant

1
0x x—(x>/6)+o(x>) 0 x — (x?/6) + o(x?)
2
?1+u+o(u)7on obtient f(x)i];(l— (1+%+0(X2)))E —7+0( ).

avec le développement limité 7 1

L’existence d’un développement limité a 'ordre 1 de f montre qu’elle se prolonge par continuité en 0 en

posant f(0) = 0 car elle vérifie f(x) 5 0+0(1) (& Vordre 0 par troncature) et que cette fonction ainsi prolongée

est dérivable en 0 avec '(0) = —%. Mais ceci ne montre pas Iaspect C' de la fonction f sur [0; %]
2 2
Comme Vx € }O;E}» '(x) = *Lz + C.oszx) == Cosz(x). T () Comme x? sin?(x) ~x*, cherchons
2 sin“(x) x~ sin”(x) 0
par un développement limité a lordre 4 en 0 un 'qulvalent du numérateur de ( ) en 0. Classiquement,
2 4
x2 cos(x) — sin?(x) =x? (1 _x2 ) ( )) =x2 % %2 (l ) ce qui donne
0 6 0 2
x? cos(x) — sin?(x) =x? — X —x? 4 X Jr o(x) = o + o(x*) donc x? cos(x) — 31n2(x) ~ fx—
0 2 0 6 0o 6
Par conséquent, '(x) N —% donc lin}) f’ (x) = _16 ce qui montre, par le théoreme de prolongement C', que f
X—
est dérivable en 0 (on le savait), que f'(0) = —% et que ' est continue en 0. Ainsi, f est C' sur [0; %}
X . . /2
D’apres la question b. avec [O; E} a la place de [—a;a], on a AHT sin(At)f(t)dt = 0 donc, comme
—+oo
im (2n + 1 Y N i 0. C
nl—l)Too( n+ 1) = 400, en composant, on a nl_l)g}@ o sin((2n + 1)t)f(t)dt = n]._l)g_loo(ln —Jn) = 0. Comme
In=1In —Jn+Jn, il vient tm I, =T,
n—+oo 2

t
2n—+1

2n+1)m/2
croissante de classe C! de ] @] dans ] 0; E} ,ainsi I, = fo Sui( )dt D’apres c., on sait que

Dans I, effectuons le changement de variable x =

= @n(t) avec @y qui est une bijection strictement

2n+1)7/2 ¢ +oo
lim Mdt = f sin(t )dt par convergence de cette intégrale (intégrale de DIRICHLET).
n—+o0J0 t 0 t
. (@n+1)7/2 sin(t) .. .. +o0 gin(t)
Comme on sait que 1 dt = 2, par unicité de la limite, on a g =TI,
q 1m f ¢ 23 p ) f 0 t 2

a. Pour tout réel x, la fonction gy : t = e **In(t) est continue sur R%. De plus, gx(t) ?;ln(t) ?0(

)

5

donc gy est intégrable en 0 par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Traitons deux cas :

“+o0
e Six<0,o0na hm gx(t) = +0oo donc gy n’est pas intégrable en 400 et j;) gx diverge.

e Si x > 0, par croissances comparées, on a gy(t) = o(e*("/z)t) donc, par comparaison a des fonctions de
+oo

. ’ +Oo
référence, g est intégrable en +o0o donc f , 9x converge.

Ainsi, le domaine de définition D de f est D = R?.
b. Soit la fonction g : (R%)? — R définie par g(x,t) = e >t n(t) :
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(Hy) pour t € R, la fonction x — g(x, t) est de classe c! sur R* par opérations.
(H2) pour x € R%, la fonction gy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir)
et la fonction t — %q(x, t) = —te ' In(t) est continue sur R%.
(H3) Pour a > 0 et (x,t) € [a;+oo[x RY, j(x t)‘ < tlin(t)le”* = @q(t) et la fonction @, est
continue sur R* ot elle est intégrable car ¢q(t) f(\;t| In(t)| donc liT(;L+ @4 (t) = 0 par croissances
t—
. In(t _
comparées et car @q(t) +:ooo<t1—2> car t2@q(t) = (“M) x (tte™1).
+
Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est C' sur R et Vx > 0, f/(x) = — j;) ~ tin(t)e *'dt.
+oo o0
fad 2 _ —xt —xt — _ —xt
Alnsi, Vx > 0, x“f'(x) + xf(x) = fo x2tin(t dt + f In(t)dt fo x(1 —xt)e ' In(t)dt,
le résultat de ’énoncé étant simple, on cherche une primitive de cette intégrande et on trouve en tatonnant

que x*f(x) + xf(x) = [(xtIn(t) + 1)e '] Xoo = —1 par croissances comparées donc x*f(x) + xf(x) +1 = 0.
On pouvait aussi effectuer, dans 'expression de f'(x), une intégration par parties avec u : t — tin(t) et

—xt
vit— =€

qui sont de classe C' sur RY et qui vérifient, comme avant, lim u(t)v(t) =0 = lim u(t)v(t)
t—0t t—+4o00

+ +
donc, comme tout converge, f'(x) = % fo Oo(ln(’c) +1)e *tdt = —@ + % fo Textgt = _f(%) + iz et on
X

retrouve bien la relation x2f'(x) + xf(x) + 1 = 0.

c. On résout 'équation homogene (Eo) : x%y' +xy =0 :y’ + 2 =0 sur R* , ses solutions sont les fonctions
x

In(x) — A )\(X)
X

Yy x> Ae” avec A € R. Par variation de la constante, en écrivant y(x) = avec A dérivable sur

R’ et en reportant dans I’équation, on a y solution de (E) sur R si et seulement si A'(x) = —1 et on choisit
X

_In(x)

Alx) = —In(x) de sorte que y : x —
x

est solution particuliere de (E). Par théoréme de structure, les
o —In(x)
X

v+ In(x)
—

solutions sur R de (E) sont les fonctions f : x — avec « € R. Comme 1’énoncé nous apprend que

f(1) = —y, on a « = —y donc Vx > 0, f(x) =
a. La fonction f: t — tlzn(t)] est continue sur |0; 1], f(t) v In(t) 50 (ﬁ) par croissances comparées donc,
par comparaison, f est intégrable en 0. De plus, f(t) ~ (t—1)

t

e (t—])(t+1)t:12
1

7 et f est aussi intégrable en 1. Ainsi, f est intégrable sur ]0; 1] donc I existe.

donc f se prolonge par continuité

en 1 en posant (1) =

“+o0 “+o0
b. Pour t €]0;1[, f(t) = —In(t) x ] ]tz = (—1n(t)) 3 t2* = 3 ui(t) en posant uy(t) = —t?¥ In(t).
- k=0 k=0
(H1) La série de fonctions . uy converge simplement vers f sur ]0; 1] (on en vient).

k>0
(Hz2) Les uk sont continues par opérations et intégrables sur ]0; 1] (donc sur ]0; 1[) car up(t) v In(t) et

ug se prolonge par continuité en 0 en posant uy(0) = 0 si k > 1 par croissances comparées.

(H3) La fonction f est continue sur ]0; 1] (déja vu).

1 2k 1

1
l t} Y gt = —1— par
MO+ o T c+ 2P

1 1
_ 2k _ [t
(Ha) Pour k € N, [ Juc(t)dt = — [ ¥ in(t)dt [zk+1
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t2k+l

2k +1
lim ax(t)b(t) = Um ax(t)b(t) = 0.
t—0+ t—1-

intégration par parties car ax : t — et b : t > In(t) sont de classe C' sur ]0;1[ et que

Par le théoréme d’intégration terme & terme, la fonction f est intégrable sur ]0; 1] (on le savait déja) et on a

1arelation1:f01<—§:o k(t )dt— Zf ui(t)dt = Z 1

k=0 o 2k +1)%
- 1 L o2
c. Posons T,, = — > pourn€ Net S, = — our n € N*. On sait que lim S, =(2) = =-.
" Eo 2+ 2P " k; K que tm Sn =¢(2) =7
n
Or, pour n € N* en séparant les indices pairs et impairs, Sont1 = Tn + Y. 2]1)2 =T, + %T“ donc
Tn = Sont1 —Sn Ainsi (Th)nen converge et lim T, :I:éx“—z:“—z.

a. Pour x € R, la fonction hy : t — e_tw est continue sur R, prolongeable par continuité en 0 en
posant h, (0) = x car sh (xt) Sxt+ o(t) et et 5 1+ 0(1) donc hy(t) Sx+ o(1).
Comme h_, = —h,, il suffit de traiter le cas x > 0.
Six =0 ,il est clair que hg = 0 donc hg est intégrable sur R et f(0) existe, on a méme f(0) = 0.
xt _ _—xt xt (=1t

Six >0 ,sh(xt) = % o % donc hy(t) o
(o) o0

donc hy est intégrable sur R si et seulement

six—1 < 0 par comparaison de fonctions de référence. En effet, si x < 1, on a hy(t) = o(e=(1=X)t),
(oo}

hi(t) ~ Lot lim hy(t) = +00 si x > 1. hy est donc intégrable si et seulement si x €]0; 1] donc,
oo 2t t—too

+oo
comme h, est positive, fo hx(t)dt converge si et seulement si x €]0; 1.

Ainsi, le domaine de définition D de f vaut D =] — 1;1] et f est impaire sur D.

b. Soit I'application g :] — 1;1[x R} — R définie par g(x,t) = e’tw.

(H1) Pour tout t > 0, x — g(x,t) est de classe C' sur | — 1;1[.
(Hz) Pour tout x €] — 1;1[, hy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir) et
te %%(X» t) = ch (xt)e™" est continue R¥.

0

(H3) Soit a €]0;1[, alors V(x,t) € [—a;a] x R%, %(x, t)’ = ch (xt)e * < ch(at)e™t = @q(t) car ch est

croissante sur Ry et @4 est continue et intégrable sur R’ car elle se prolonge par continuité en 0

(a=T)t
£ avec a — 1 < 0.

en posant ©q(0) =1 et @q(t) o
o0

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur | — 1;1[ et, avec la formule de

. +Oo
LEIBNIZ, on a la relation f'(x) = fo ch (xt)e~tdt.

c. Pour x €] — 1;1[, comme les deux intégrales convergent, f'(x =3 f e=Dtgp 4 1 f e(=x=Dtgg
(x=1)t7+o0 (=x—=T)tq+o0
done f'(x) = 1 [e } 1 [e } _ 1 1 1 11
onc f'(x) =1 o +3 — 2(1—x)+2(1+x) T——. Comme | ;1] est un

intervalle, il existe C € R tel que Vx € R, f(x) = %111(1 +x) — %ln(1 —x)+C= ;ln (1 +X) +C. Or
x

f(0) =0 donc C=0cet Vx €] — 151, f(x) = %ln (w) = Argth (x).

1T—x
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D’abord, pour tout entier n € N, les fonctions fy : [0;1] = R et gn : [0;1] — R définies par f(t) = . —i]t”

et gn(t) = In(1 4+ t™) sont continues sur le segment [0; 1] donc I, te J, sont bien définis.

a. Méthode 1: pourt € [0;1], 1—t™ < f,(t) < 1 car 1—t?™ < 1 donc, par croissance de l'intégrale, on obtient

32 el 2 1 tn+] L 1 5 .

I'inégalité fo (T—-tMdt=1- [n—ﬁ—]} =1- —— < In < 1 d’ou, par encadrement, nl_1>1100 Ih=1=1¢
! n tn-H ! 1

Comme Vx > 0, 0 < In(1 4 x) < x, par croissance de 'intégrale, on a 0 < Jn, < fo thdt = [n n 1] =

donc, par encadrement, lim Jn =0.
n—+oo

Méthode 2 : on utilise le théoreme de convergence dominée :
(Hy) Pour tout t € 031, Um fu(t) =1, lm gn(t) =0ct lm fu(1)= % Jimgn(1) = m(2)
donc la suite de fonctions (fn)n>o converge simplement sur [0; 1] vers la fonction f : [0;1] — R telle
que f(1) = % et Vt € [0;1], f(t) =1 et la suite de fonctions (gn)n>0 converge simplement sur [0; 1]
vers la fonction g : [0;1] — R telle que g(1) = In(2) et ¥t € [0;1], g(t) =0
(H2) Toutes les fonctions fn, gn sont continues et f, g sont continues par morceaux sur [0;1].
(H3) Vvn =1, Vt € [0;1], 0 < f(t) <Tet 0 < gn(t) S n(2) et @ :t+— 1 et P :t— In(2) sont continues

et intégrables sur [0;1].

Ainsi i ] ] d 1 ] ] d i !
1n51,n1_1>1100‘[;) fn—fof—1 onc lim Ip,=1={0et lim gn—fog—o oncnl_m}oo]n—O—E.

n—-+oo n—-+oo

1 1 n 1 n—1
b. Méthode 1: pour n € N*, dans l'intégrale 1 —1,, = fo (1— 1 )dt: fo todt _ lf tx Dt T dt,

T+t" T+t nJdo " 141
on pose upn : t > In(1 +t") et v:t+— t quisont de classe C' sur [O 1] de sorte que, par intégration par
A A Y AT R ey
parties,ona 1—1I, = - fo ul (tv(t)dt = = |un(t f un (1) (t)dt = = In(2) fo In(1+t")dt).
In(2)

Comme n(1 —In) =In(2) — Jn,ona lim n(1 —1I,) =1In(2) d’apres a. donc 1 — I, ~
n—+4o00 oo M

1 n
Méthode 2 : dans 1 — I, = j; tdt o, pose t = @n(u) = u!/™ avec @, bijection strictement croissante

T+t
1 1/n
de classe C' de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a 1—1,, = 1 fo 1u+ du. Soit, pour n > 1,
. P 1/n
la fonction a,, :]0; 1] — R définie par an(u) = 1u+ :
u
(Hy) Comme lim u'/™ =1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (an)n>1 converge simplement

n—+oo

1

sur ]0; 1] vers a :]0;1] — R telle que a(u) = T
u

(Hz) Toutes les fonctions ay, et la fonction a sont continues sur |0;1].

(H3) ¥n > 1, Yu €]0;1], u!/™ <1 donc 0 < an(u) < a(u) <1 et t+ 1 est intégrable sur ]0;1].

1 1
On peut conclure avec le théoréme de convergence dominée que lim an = f a, c’est-a-dire que
n—+oo JO 0
. ot n(2)
Jim n(1 - 1) = fo a=n(2) oul—Iy ~ ==
. In(1+u) . o
c. La fonction g : u— ——— est continue sur |0; 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1
u
1 400 (_q\yn—1. 1
car In(14u) T Ainsi, fo Mdu converge. On sait que Vu € [0;1], In(T4+u) = > (=1) donc
u —1 n
+o0 (_Un—]un—] +o0 ( )
glu)= > = > 3 (ceci est aussi valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de
n=1 n p=
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cette série entiere est R = 1 donc on ne peut pas intégrer terme a terme par le théoréeme du cours puisqu’on

(—1)PuP
p+1

IV lloo, 0511 = }%’_1 donc on ne peut pas non plus utiliser la convergence normale sur un intervalle borné. Il

n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence. Posons v, : u — , alors

reste le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) La série ) v, converge simplement vers g sur [0;1] (on en vient).
p=0

(H2) Les fonctions v, sont continues et intégrables sur [0; 1] et g est continue sur [0;1].

1 +1 1
(H3) j;) [vp (u)]|du = [ u? }o = ( 1 > et la série de RIEMANN )~ % converge.

(p+1)° p+1) pso (p+1)
Ainsi téerabl 0:1 1 i déis 1 ol = (=P
insi, g est intégrable sur [0;1] (on le savait déja) et I = fo g(uw)du = p;o fo vp = pgo T

1
d. Pour n € N* dans 'intégrale fo In(1 4 t™)dt, on pose t = @n(u) = u'/™ avec @, bijection strictement

)

1 1/n
croissante de classe C! de ]0; 1] dans ]0; 1]. Par changement de variable, on a J, = B fo tn(l + wu d
n

1/n
Soit, pour n > 1, la fonction hy, :]0;1] — R définie par hy(u) = L(]'f‘u)
u
(H7) Comme lim u'/™
n—-+oo

sur ]0; 1] vers h:]0;1] — R telle que h

= 1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (hn)n>1 converge simplement

(w) = In(1 —|—u).

(Hz2) Toutes les fonctions hy et la fonction h sont continues sur ]0; 1].
(H3) ¥n > 1, Yu €]0;1], u!/™ <1 donc 0 < hyp(u) < h(u) et h = g est intégrable sur ]0; 1].

1 1
On peut conclure avec le théoréeme de convergence dominée que HT fo hy, = J; h, c’est-a-dire que
n—-—+0oo

1 1
Uum nj, = f g. Par définition, et comme f g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur |0; 1], on
n—+oo 0 0

P 1 " In(0 +u)
en déduit que J fodie fo — du.

Posons, Sn = 35 et s) = 35 O Ao sy, = 55 G O >
osons, = — et = e, m ors S5, = Ay = — en
tE R R S = 2k—1)" I (k)7
/ “i‘ 1 1 1 s
séparant indices pairs et impairs. Ensuite, S5, = + -2 =Sy, — =, Or
TS0 k=12 & (207 & (k)7 T2
2 2
. . o . _ o . . 1o me . _ . T
on sait que nE;Too Snh = nEToo Son = ‘ ce qul prouve que HETOO SHn 12 Ainsi, 1 nBToo SHn 12 et,
2
d’apres la question précédente, on a donc J, ~ 2—.
+oo 12n

2
On peut conclure a un développement asymptotique a trois termes de I, : Iy = 1— n@) + ];—2 +0 (%)
00 n n

D’abord, pour tout entier n € N, la fonction f, : [0;1] — R définie par f,(t) = ﬁ est continue sur le
segment [0; 1] donc I, est bien défini.

a. A écrire. On conjecture que ¢ = 1 avec les premiers termes de cette suite.

b. Méthode 1: pourt € [0;1], T—t™ < f,(t) < 1 car 1—t?™ < 1 donc, par croissance de 'intégrale, on obtient

Pinégalité [ (1 — " ! 1 <1 <1dot d i
1nega1tej;)(1—t )dt—1—[n+]}0—1—n+] < I, <1 d’ou, par encadrement, nETOOIn—l—E.

Méthode 2 : on utilise le théoreme de convergence dominée :
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(Hy) Pour tout t € [0;1], nE;Too fn(t) =Tet nE;Too fn(1) = % donc la suite de fonctions (fn )n>o0 converge
1

simplement sur [0; 1] vers la fonction f: [0;1] — R telle que f(1) = > et Vt € [0;1], f(t) =1.
(Hz2) Toutes les fonctions f, sont continues et f est continue par morceaux sur [0;1].
(H3) Vn > 1, Vt€[0;1], 0 < fr(t) < T1et @ :t— 1 est continue et intégrable sur [0;1].

1 1
On en déduit que nEToo fo fn = fo f =1 donc nE;Too Ihn=1=1L

1 1 n 1 n—1
. S o o _ thdt 1 nt
c. Pour n € N*, dans l'intégrale 1 — I, = fo (1 ] —|—t“)dt = fo 15"~ n fo tx —|—t“dt’ on pose
Un :t = n(14+t™) et vt t quisont de classe C! sur [0;1] de sorte que, par intégration par parties, on a

| — I, = %f; W (Ov(t)dt = %[un(t)v(t)}; -1 [ un@v(at = (i) - [lmo+ ™)at).

n
Comme ¥x >0, 0 < In(1+x) < i de lintégral o< [[trar= [ o 1
>0, B ’ NS t t = =
omme Vx < In(14x) < x, par croissance de 'intégrale, on a Jn < fo [n n 1]0 -
donc, par encadrement, lim J, =0. Ainsi, lim n(1 —1I) =1n(2) donc 1 — I, ~ M
n—-+oo n—-+oo +oco mn
. In(1+u) . o
d. La fonction g : u+— ——— est continue sur |0; 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1
u
1 +oo (_qyn—1.m
car In(1+u) T Ainsi, fo Mdu converge. On sait que Vu € [0; 1], In(T+u) = > (Gl e T donc
u n=1 n
R O D R T == o B L STL . .
glu)= > => (ceci est aussi valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de
n=1 n p=0 p+ 1

cette série entiere est R = 1 donc on ne peut pas intégrer terme a terme par le théoreme du cours puisqu’on

_1PuP
n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence. Posons vp : u %7 alors
P
IV lloo, 0511 = % donc on ne peut pas non plus utiliser la convergence normale sur un intervalle borné. Tl
P

reste le théoreme d’intégration terme a terme.

(Hy) La série ) v, converge simplement vers g sur [0;1] (on en vient).

p=0
(Hz) Les fonctions vy, sont continues et intégrables sur [0; 1] et g est continue sur [0;1].
1 p+1 1 1 1
(Hs) [vp (u)]du = [ U 2} = > et la série de RIEMANN ) ——— converge.
j; " P+ o (p+1) pso (P +1)
Ainsi, g est intégrable sur [0;1[ (on 1 it déja) et 1 f]()d %Of] %O(_Up
insi, g est intégrable sur [0; 1] (on le savait déja) et I = u)du = vy = -~
J & ! 0 I p=0 o P p=0 (p+1)2
1
e. Pour n € N*, dans 'intégrale fo In(1 +t™)dt, on pose t = @n(u) = u'/™ avec @, bijection strictement
1 1/n
croissante de classe C' de ]0; 1] dans ]0;1]. Par changement de variable, on a J,, = 1 j;) Mdu.
n u

1/n
Soit, pour n > 1, la fonction hy :]0; 1] — R définie par h,(u) = %(]Jru)
(H7) Comme lim u'/™
n—-+oo

sur ]0; 1] vers h:]0;1] — R telle que h

= 1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (hn)n>1 converge simplement

(w) = In(1 —|—u).

(H2) Toutes les fonctions hy, et la fonction h sont continues sur ]0; 1].
(H3) ¥n > 1, Vu €)0;1], u!/™ <1 donc 0 < hyp(u) < h(u) et h = g est intégrable sur ]0; 1].

1 1
On peut conclure avec le théoréeme de convergence dominée que liT j;) h, = j; h, c’est-a-dire que
n——+oo
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1 1
Uum nj, = f g. Par définition, et comme f g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur ]0; 1], on
n—-+oo 0 0

P 1 " In(0+u
en déduit que J, o fo — du.

P s i 1 ‘s i (_1)k+1 Al 5 Zzn (_1)k+1 n—1 1 i 1
osons, = — e = i R ors = s = — en
B [ S R o k=17 & (20)°
, "f 1 1 31 Sh o
séparant indices pairs et impairs. Ensuite, S5, = 5 + 5 — 2 5 = Son — 2. Or
TS 2k =1)7 3 (2¢) =1 (2k) o2
on sait que Um Sp = lim Syn = s ce qui prouve que lim S, = s Ainsi, I = lim S, = 2 et
notoo N ntoo n 6 M—s4oo 2T 12° ’ N foo 2T 12 77
2
d’apres la question précédente, on a donc J,, ~ .
+oo 12n
R . . . . n(2) 2 1
On peut conclure a un développement asymptotique a trois termes de I, : In = 1——~4+ ——=4+0(— ).
+o0 n 12n n
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

a. Sion prend X = I, on obtient AjA; = I, donc Ay et A, sont inversibles car det(AjA2) = 1 donc

det(A7) # 0 et det(A2) # 0. De plus, A2 = A;' et A7 = A;'. La condition de 1’énoncé devient donc
VX € Mn(R), A1X = XA;. Soit (i,j) € [1;n]?, la matrice A1E;; est la matrice qui contient des 0 dans
toutes les colonnes sauf dans la colonne j ou se trouve Ci(A7) (la i-ieme colonne de A;7). De méme, E;jAq
est la matrice qui contient des 0 dans toutes les lignes sauf dans la ligne i ou se trouve Lj(A7) (la j-ieme
ligne de Ay). Comme AqE;j = EjjA7 par hypothese, on en déduit que ay; = a;j (en case (i,j) du produit),
ai,; =0sik#jet ag; =0sik#i. Comme ceciest vrai quel que soit le couple (i,j) € [1;n]?, on en déduit

que Aj est scalaire, donc qu’il existe A € R* tel que A1 = Al,. On a alors A, = Afl = %In.

b. Méthode 1 : raisonnons par I’absurde, s’il existait un vecteur y non nul dans Im (f), il existerait un
vecteur x € E tel que y = f(x) # Og. Par le théoréme de la base incomplete, comme (y) est libre, il existe une
base B = (y,v2,- -, vn) de E et un unique endomorphisme g de E tel que g(y) = x et Vk € [2;n]], g(vk) = O,
et fogof(x) =y # O et c’est absurde. Ainsi, si f € £L(E) est tel que Vg € L(E), fogof =0, alors f =0.
Méthode 2 : rappelez-moi ce que Tom avait trouvé.
c. Ce n’est pas écrit dans ’énoncé, mais on prend le produit scalaire canonique dans M, (R), défini par
Y(A,B) € My (R)?, (A|B) = Tr (ATB). Par double implication :
e Si A €0(n), onaAAT = ATA = I,,, alors VX € M, (R), [|[Pa(X)||> = Tr (PA(X)T®A (X)) donc
[[@AX)||? = Tr (ATXTATAXA) = Tr (ATXTXA) = Tr (A7'XTXA) = Tr (XTX) = [|X||? car A"TXTXA
et XTX sont semblables (et méme ici orthosemblables) donc ont méme trace. Comme ®a conserve la

norme, par définition, ® est une isométrie de M, (R).
e Si & est une isométrie, en considérant ®a (Ei ;) de norme 1, on a .... Ensuite, on prend j # j’ et on se

sert de I'orthogonalité de ®a (Eij) et de Pa(Ey ).
a. Comme (F+)* = F, il suffit de montrer un seul sens de cette équivalence.

(=) Supposons F stable par f. Alors f induit sur F un endomorphisme fr qui conserve encore la norme

donc fr € O(F). On en déduit que fr est un isomorphisme car si ||[fg(x)|| = 0 pour x € F, on a par définition

[|x|| = 0 donc x = Og. Tout vecteur x € F admet donc un unique antécédent y € F par fr donc par u.
Soit y € FX et x € F, notons z = f~'(x) 'unique antécédent de x par f, on vient de voir que z € F. Alors

(f(y)|x) = (f(y)|f(z)) = (y|z) = 0 car y € F*+ et z € F. Par conséquent f(y) € F- : FL est bien stable par f.
b. Soit (x,y) € Ker(f —id gn) X Im (f — id gn). Par définition, il existe z € E tel que y = f(z) —z et on a
aussi f(x) = x. On calcule (x|y) = (x|[f(z) — z) = (x|f(z)) — (x|z) = (f(x)|f(z)) — (x]z) = 0 car f € O(E) donc
Ker(f —id gn) L Im (f — id gn ). Par la formule du rang, dim(Ker(f —id gn)) + dim(Im (f — id gn)) = dim(E)
donc E = Ker(f —id gn) @ Im (f — id gn ) et Im (f — id gn ) = (Ker(f — id gn))*.
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C. sy, 0+ -0sy, € O(E) d'ottIm (sy, 0---0sy,) = Vect(ug, - -+, up) <= Ker(sy, 008y, ) = Vect(ur, -, up)*
d’apres la question b.. On peut supposer sans perte de généralité que Vk € [1;p], |Juk|| =1.

Montrons cette égalité par récurrence sur le nombre de vecteurs, soit pour p € [[1;n], la proposition suivante
P(p) = “si(u1,- -+, up) est libre dans E euclidien de dimension n, alors Im (s, 0+ -0sy, ) = Vect(ug, -+, up)”.
Ceci équivaut aussi & Ker(sy, o -+ 0sy,) = Vect(ug, -+, up)*

e Sip=1et (ur) libre (u # Og), Ker(sy, ) = Vect(ur)* par définition d'une réflexion donc P(1) est vraie.
e Soit p € [[1;n—1] tel que P(p) est vraie. Soit (u1,- -+, up11) une famille libre de E et x € Ker(sy, 005y, ).

On compose sy, 0+ 05y, (X) =X par sy, pour avoir sy, o---osy ., (x) = sy, (x) = x — (xJur)ug. On en

déduit que (xJuj)us =x —g(x) avec g = sy, 0--- 05y, . Ainsi, (x|ur)us € Im(g) = Vect(uz,---,up41) par
hypothese de récurrence. Mais comme u; ¢ Vect(uz, - -, up41) car la famille (uq,---,up41) est libre, on en
déduit que (x|u;) = 0. Par conséquent x — g(x) = 0g donc x € Ker(sy, 0---0sy,,,) = Vect(uz, -, upt1)™
Tout ceci montre que x € Vect(u, -+, up41)*. Ainsi Ker(sy, o---0sy ) C Vect(ur, -+, upp1) "
Soit x € Vect(ur, -+, up)*. Comme Vk € [1;p]], xk € Hy, on a sy, (x) = x donc sy, o- - -0sy, (x) = x puisque
x est invariant par toute s, . Ainsi x € Ker(sy, 0--- 05y, ). Alors Vect(uy, -, up)™ C Ker(sy, 0+ 0sy,).
On en déduit bien que Ker(sy, 0-+-0sy,,,) = Vect(ur, -, upy1)*
Ainsi, par principe de récurrence, pour toute famille libre (uq,---,up) de vecteurs de E, on a I’égalité des
sous-espaces Im (s, 0+ 0y, ) = Vect(ur, -, up) ou Ker(sy, 0+ 0sy,) = Vect(ur, -+, up)>.
a. Par définition du produit des polynémes, P2(X) = > apXP.agX9= 3> apaqXPT9. Ainsi, par
0<p,q<n 0<p,q<n
1 1
linéarité de 'intégrale de fonctions continues sur un segment, f PZ(t)dt = > apaq f tP*adt donc
0 0<p,q<n 0
1
f P2()dt= S0 —2% >0 car t — P2(t) est positive sur [0; 1].
0 o<pqn PHa+1
L fud L eikt T ein —1 .
b. Pour k =0, f etftdt = f 1.dt = 7 et, pour k € Z*, f etftdt = {—} = £ — " ¢t on traite deux
0 0 0 ik lo ik
7T 7T
; : ikt 94 : : : iktqy 2
cas, sl k est pair, fo e'“tdt = 0 et si k est impair, fo e tdt = R

En écrivant |P(e't)|? = P(e't)P(elt) = P(elt)P(e™™), par linéarité de lintégrale et d’aprés les calculs
. n . n .
précédents, |P(ett)|]? = ( 3 apelpt)( Z "qt) = Y apaqet® 9t ce qui donne la relation
p=0 q=0 o<p,q<n
s n lus

P(e')2dt = a? dt + apagetP= Dty = x a — _9p%q Or, si

[T et P 2 R N XTE z NPV
p— q mealr p—q impair
(p, q) € [0;n]? vérifie p — q impair, on aussi (q,p) € [0;n]? et ¢ — p impair et ,(apaqq) = _.(aq ap) donc
(o —
7T n

les termes de cette seconde somme se simplifient deux & deux, et on a enfin fo [P(eit)|2dt Z

c. Comme on ne peut pas faire le changement de variable complexe x = e'' car premiérement ce n’est pas
au programme et deuxiémement ¢ : t — e't ne crée pas une bijection entre [0;7] et [—1;1], on va faire le
calcul des deux intégrales et comparer. Prenons Q Z qrX* € CIX], les deux fonctions x +— Q(x) et

t — Q(elt)elt étant continues sur les begmentb [—1;1] et [O Tt} tous les calculs qui suivent sont valides.

A P e S e

k+1

k
Z qx k(—|— ]) . On sépare les termes et
k=
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m/2

1
impairs et on a Jl1 Q(x)dx = Z %%

2
. —1f Q(ett)eltdt = —i i f ettt — —ir% — —2___) daprés b. donc on trouve
= = e TR} P '

le méme résultat —i etteltat = Lq&
[T Qe ZO Tt

On peut donc conclure que pour Q € C[X], on a f Q(x)dx = _1f Q(ett)ettat.
1~

d. Par un calcul matriciel classique, X THp,X = L0 E— f X(t)?dt d’aprés la question a..
ogi,jsn i+ ] +1 0
e. Ainsi, X"TH,X > 0 ce qui permet déja de conclure que H, € Sn+1 (R). De plus, si on suppose que

XTHnX = 0 pour X € Mu11,1(R), on a fo X(t)2dt = 0 et la fonction t — X(t)? est continue et positive

sur le segment [0; 1], on sait par théoreme qu’alors cette fonction est nulle, donc le polynéme X admet une

infinité de racines, il est donc nul donc X = 0. On a bien établi que Hy, € S} (R).
Les valeurs propres de Hy, sont done, d’apres le cours, des réels strictement positifs. Soit A € Sp(Hy,), il existe

n
donc X # 0 € Muy1,1(R) tel que HpX = AX. Alors X"TH,X = AXTX = A||X]|? = A 3. x% mais on a aussi,
k=0
1. ~
avec la question d., XTH, X = fo X(t)?dt. Comme la fonction t — X(t)? est positive et non nulle sur [—1;1],
1~ 1 < T~ . . ~
on a fo X(t)?dt < f : X(t)2dt = —i fo X(e't)Zettdt d’apres c. appliquée avec Q = X2. De tout ceci, par
. . . . . 1 > T~ 1 AL
inégalité triangulaire, on déduit que f X(t)?dt < f )?|dt = f X(ett)?|dt =7 > xE = n||X||? avec
0 0 k=0

la question b.. Comme ||X|| > 0 car X # 0, I'inégalité X"H,X = A||X||* < n||X||* devient A < m. La plus

grande des valeurs propres de H,, est aussi strictement inférieure & =, et Sp(H;,) CJ0; 7.

n
a. Avec ces notations, on a Z' MZ = ZT()\Z) —\Z'z= )\( > |zk|2) =A|Z||? si Z" = (21 -+ zn). Mais
k=1

comme Z' MZ € M1 (C), que M est réelle et symétrique, donc que M = M et que M = M, on a la relation
(Z'MZ)T = (2TMZ)T = Z'MZ donc A||Z||? = A||Z|[?. Mais comme Z # 0, ||Z||> > 0 donc A = A et A € R.

b. La matrice A, est symétrique réelle donc diagonalisable par le théoréme spectral. On a Tr (An) = n

1 2 n—1 n
2 4 2n n

et, comme A2 = : : : : avec S = Zkzzn(n+])6(zn+]),ona
. ' ' ' k=1

n—1 Z(Tl—]) (n_])Z (n_.l)n

n 2n o (n=T)n S

Tr (A2) :nif K4S = (n_1)T‘;(Zn—]) +n(n+1)6(2n—|—1) _ n(2n§+1)~

k=1

c. Sin=1,A; = (1) donc Sp(A7) = {1} et (1) est une base de R.

Sin > 2, la matrice Ay, est de rang 2 car les n — 1 premieres colonnes sont proportionnelles et non nulles et
la dernieére n’est pas proportionnelle & la premiere. dim(Eo(An)) = dim(Ker(An)) =n —rang (A,) =n —2
par la formule du rang et, en regardant Ay, une base de Eg(Ay,) est (e2 —2eq1,e3—3eq, -+, en—1— (n—1)eq).
Comme A,, est diagonalisable, xa,, = X" 72(X — A1)(X — A2) avec A; # 0, A, # 0 mais peut-étre A\; = Ay.
Ainsi, Tr (An) = A1 + A2 et Tr (AZ) = A7 + A3 car A,, est semblable & diag(0,---,0,A1,A2). On a donc

2 2 3
(A1 +22)% =A% + A3 + 220122 = n? donc AMA; = %(nz — n(2n3 + 1)) S 26n — N Par conséquent, A
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et A i - —A) =X2 = 3n?—m’—n eI A
2 sont les racines de (X —A1)(X —A2) =X —nX + . . Le discriminant de ce polynéme vaut

2 5.3 2
A:TLZ_Z(?an 3211 n):n(4n 33n+2) donc?\1=n+2\/g ot }\2:%

(par exemple).

Comme A7 # Az, les deux sous-espaces propres Ex, (An) et Ex, (Ayn) sont des droites, elles sont orthogonales
et incluses dans Eg(A,)t d’aprés le théoréme spectral. Comme on sait que Eg(An)t = Im(Ay), on a
Ex, (An) C Im (Ay) = Vect(en, e1 + 2e2 + -+ - + nen ), on peut chercher un vecteur directeur vy de Ex, (An)
sous la forme vi = xjen + B (e1 +2e;+ -+ nen). On ne peut pas avoir 7 = 0 car e, n’est pas vecteur
propre de Ay, (car n > 2), donc on va plutét chercher vy sous la forme vi = ajen + (e1+2e2+ - +nen) (en

divisant par 7). En calculant A,,vi, on constate que Apvy = Ajvy si et seulement si a7 = A7 —n. On peut
donc conclure que Ey, (An) = Vect(vi) avec vi = ey +2e2 + -+ + (n — 1)en—1 + Ajen. Bien slr, de méme,

Ex, (An) = Vect(v2) avec va = e1 +2ex + -+ (n — 1)en—1 + Azen.

a. A diagonalisable dans I’énoncé est entendu comme “A diagonalisable dans M, (R)”. Par hypothese, il

existe P € GL,(R) et D € My, (R) diagonale telle que A = PDP~". Posons Q = ](j ](3>’ alors Q € GLan(R)
2 9 P10 _ D I,
car det(Q) = (det(P)) >0et Q' = o p-1) ¢t par blocs, on trouve Q7'MQ = S = L D)
n

Comme S est symétrique réelle, d’apres le théoreme spectral, la matrice N est diagonalisable donc, la matrice

M lui étant semblable, M est aussi diagonalisable.

b. Soit A une valeur propre de A, forcément A € R par le théoréme spectral et, pour tout vecteur X € Ex(A),

onaAX = AX donc M <;<<) = (A41) (i) et M <_XX> =(A-1) <_XX> Ceci prouve que Sp(A)+1 C Sp(M)

XA I, . X —Th—A I
et que Sp(A) —1 C Sp(M). Comme xm = ‘ CL XL — A devient xpm = ’Xln L oA XD, —A
N . (X =1, —A —In X
apres I'opération par blocs C1 +— C1+Cy, puis xpm = 0 X+ 1)1 A | pres L, +— L,—Ly,
-

onaxm = det((X—1)In—A)det((X+1)In —A) = xa(X+1)xa(X—1) donc Sp(M) = (Sp(A)+1)U(Sp(A)—1).

Posons Py — { <§> X € E;\(A)} et My = { (_XX>

sont des sous-espaces vectoriels de R2™ et que fy : Ex(A) — Px et ga : EA(A) — M, définies par ) (X) = <§)

X e E;\(A)}. On vérifie facilement que Pj et My

et ga(X) = <_XX> sont des isomorphismes, ce qui garantit que dim(Py) = dim(My) = dim(Ex(A)).

Posons les sous-espaces P = > Py et M = Y M, de R*™ Si (Xa)aespia) € 11 Ea(A)
AESP(A) AESP(A) AESP(A)

est telle que Y (X)‘> = (g), alors Y. X, = 0 done, comme les sous-espaces propres de A
AESP(A) XA AESP(A)

associés & des valeurs propres distinctes sont en somme directe, on en déduit que VA € Sp(A), X, = 0

donc que la somme définissant P est directe. Ainsi, P = @ Py et M = @ M, ce qui montre que
AESP(A) AESP(A)
dim(P) = > dim(Er(A)) =n = dim(M) car, puisque A est diagonalisable, R™ = @ EA(A).
AESP(A) AESP(A)
X

De plus, si <$> €EPNM,onaX=Y=—-YdoncX=Y=0et (Y

) = (g) donc P et M sont en somme
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directe. Comme dim(P) = dim(M) = n et que P& M C R2™, on en déduit, par inclusion et égalité des

dimensions, que R =P&HM = ( @ P;\) ® ( @ M;\).
AESP(A) AESP(A)

Comme les vecteurs non nuls de chaque P) ou chaque M, sont des vecteurs propres de M d’apres ce qui

précede, une base de R2™ adaptée a cette décomposition R*™ =P HM = ( @ P;\) &) ( @ MA> est
AESP(A) AESP(A)

une base formée de vecteurs propres de M, donc M est diagonalisable ce qu’on savait déja, mais cela prouve
aussi que Sp(M) = (Sp(A) + 1) U (Sp(A) — 1). Plus précisément, si p € Sp(M) :

esoit p—1€Sp(A) et u+1¢Sp(A), ennotant A =p—1, on a E (M) = Py.

e soit p+1€Sp(A) et p—1¢ Sp(A), ennotant A =p+ 1, ona E (M) =M.

esoit p—1€Sp(A)et p+1€Sp(A), ennotant Ay =p—TetA, =p+1,0onaE, (M) =Py &M,,.

a. @o est clairement de classe C* par composition puisque ’exponentielle ’est.

Initialisation : @o(x) = (—=1)°Ho(x)@o(x) avec Ho = 1. @j(x) = —2xe X = (—=1)TH1 (x)@o(x) avec Hy = 2X.
Hérédité : pour n € N*, supposons 'existence de Hy, € R[X] tel que Vx € R, (p(“)( ) = (—=1)"Hn(x)@o(x).
Alors, en dérivant, ¥x € R, o™ (x) = (=1)™H/ (x) @0 (x)+(—=1)" T 2xHu () @0 (x) = (—1)™ T Hpy 1 (x) 00 (%)
si on pose le polynéme Hyn 1 = 2XH,, — H, € R[X].
On conclut par principe de récurrence qu’il existe bien une suite de polyndmes réels (Hn)nen telle que
vn € N, Vx € R, (p(n)( ) = (—=1)™Hn(x)@o(x). Les polynémes Hy, sont les polynémes de HERMITE dans
leur forme dite “physique”, ils apparaissent par exemple dans le traitement du signal.
b. Initialisation : deg(Hp) = 0 et dom(Hp) =1, deg(H1) =1 et dom(H;) = 2.
Hérédité : soit n € N* tel que deg(Hn) = n et dom(H,) = 2™. Comme Hn41 = 2XH, — H,, que
deg(2XHyn) = n + 1 et deg(H},) = n — 1, on a deg(Hnt1) = Max(deg(2XHy,),deg(H})) = n+ 1 et le
coefficient dominant de Hy 41 ne provient que de 2XH, donc dom(Hnp41) = 2dom(H,) = 2™,
On conclut par principe de récurrence, Vn € N, deg(Hn) =n et dom(Hy) = 2™.
c. L’application (.|.) : (R[X])?> — R définie par ¥(P,Q) € (R[X])?, (P|Q) = f_+: P(x)Q(x)e‘xz dx est bien
définie car la fonction f : x — P(x )Q()<)e:”‘2 est continue sur R pour (P,Q) € (R[X])? et que, par croissances
comparées, on a f(x) = 0<x ) En effet, c’est clair si PQ = 0. De plus, si PQ # 0, en notant r = deg(PQ),

T+2e=x* — 0. Cette application (.].) est clairement bilinéaire

on a P(x)Q(x) = O(x") et on sait que lim x
+oo x—Foo
(par linéarité de lintégrale), symétrique (par symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de
l'intégrale) car x — Pz(x)e_XZ est positive sur R pour P € R[X]. De plus, si P € R[X] tel que (P|P) =0, la
+o00

fonction g : x — Pz(x)e_XZ est continue et positive sur R, ainsi f g(x)dx = 0 implique g = 0 sur R ce
. , . 2 -

qui prouve que tous les réels x sont racines de P car e™* > 0. Alors, P = 0.

Ainsi, (.|.) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc un produit scalaire sur R[X].

d. Soit n € N* et P € R[X], (P|Hpn) = f“’ P(x)Hn(x)e " dx = (—1)" f+°° P(x)o{"™ (x)dx. On pose u = P

etv= cpg R qui sont C' sur R et vérifient hm u(x)v(x) = 0 par croissances comparées. Par intégration
+ +

par parties, (P[Hn) =0 = (=1)" [ el x= [P o () dx = (P ).
— 00 oo



e. Soit (i,j) € N? avec i < j, on a donc (Hi|H;) = (H{|Hj_1) grace a d. car j > 1. On recommence

et, par une simple récurrence finie, on obtient Yk € [0;1 + 1], (Hi|H;) = (Hgk)|Hj,k) donc, en particulier
it1)

pour k =i+ 1 < j, on a (Hi|H;) = (Hgi+])|Hj_i_1). Or deg(Hi) = i d’apres b. donc Hg =0etona
(Hi|H;) = 0, ce qui assure bien que la famille (Hn)nen est orthogonale.
f. Comme avant, pour n € N* on a |[Hn||*> = (Hn|Hn) = (H4|Hn_1). On continue pour avoir, par

récurrence finie, ||Hn||? = (HS‘)|H0) =2"nl(1]1) = 2"n! (2 f:oo e’ dx) par parité de la fonction ¢g, on a
|[Hn||? = 2™n!\/mt (classique intégrale de GAUss) d’apres a. et b.. Comme |[Ho||* = (1|1) = /m = 2°.0!\/7,
on a la relation Vn € N, |[Hy||? = 2™"n!\/7.
g.

a. D’abord, pour P € Ry [X], comme AP € R[X] et deg(B) = n + 1, le reste R de la division euclidienne de
AP par B vérifie deg(R) < deg(B) =n + 1 donc deg(R) < n et on a bien ®(P) € R [X].
De plus, pour (A1,A2) € R? et (P1,P2) € (Ry[X])?, on pose Ry = ®(Py) et Ry = ®(P2) de sorte que l'on a
AP; = Q1B+Ry avec Q1 € R[X] et AP, = Q2B+R; avec Q2 € R[X] avec deg(R1) < n et deg(R2) < n. Alors,
A(AP14+2A2P2) = (MQ14+2A2Q2)B+A1R; +A2R2 avec A1Q1+A2Q2 € R[X] et A1R1 +A2R2 € Ry [X] car on sait
que deg(A1Ry + A2R2) < Max(deg(R1), deg(R2)) < n. On peut donc conclure que ® est un endomorphisme
de Rp[X] car ®(A1P7 +A2P2) = A1R1 + A2R2 = A1 ®(Py) + A, ®(P,) par définition de P.

b. Puisque B est scindé a racines simples et de degré n + 1, notons «j,---, an41 ses racines distinctes
n+1

de sorte que B = A [] (X — a) avec A = dom(B) # 0. Il est classique que ¢ : R, [X]> — R défini par
k=1

o(P,Q) = ni] P(ok)Q(ak) est un produit scalaire sur Ry [X]. En effet, ¢ est bien défini, symétrique par
symétrie d1]1< ?roduit des réels, bilinéaire par bilinéarité du produit des réels et défini positif car si P € Ry, [X],
o(P,P) = nf; P(ax)? = 0 et, si on suppose @(P,P) = 0, alors Vk € [I;n 4 1], P(ax) = 0 donc P admet au
moins n +k1:11°acines alors que deg(P) < n donc P = 0.

Soit (P1,P2) € (R [X])?, si AP; = Q1B +Ry avec Q1 € R[X], Ry = ®(P1) et AP; = Q2B +R; avec Q2 € R[X],
Ry = ®(P2),onaVk € [1;n+1], (AP1)(or) = Ri(ok) = Aok )P1 (i) et (AP2)(ax) = Ra(o) = Aok )P2 (k).

n+l n+1 n+1
Ainsi, @(@(P]),Pz) = kZ::] R](ock)Pz(ock) = kz::] A(ock)P1(ock)P2(ock) = kz::] P ((xk)Rz(ock) = @(P],@(Pz)).

D’apres le théoreme spectral, comme ® est auto-adjoint, ® est diagonalisable. Mieux, ce méme théoréme

nous donne lexistence d’'une base orthonormale de R, [X] formée de vecteurs propres de ®. Si on pose

n+1 .
les polynémes d’interpolation de LAGRANGE Ly = [] X— o
i=1 Kk — &
ik
(i,j) € [1;n +1]?, donc (Ly,--+,Ln41) est une base orthonormale de R,,[X] pour le produit scalaire ¢.

, il est classique que @(Li,Lj) = 8;,; pour

Or, pour tout entier k € [[T;n + 1], si on pose ALy = QB + Ry avec Ry = ®(Ly), en évaluant en a4, on a
A(oci)Lk(oq) = Qk(oq)B(oci)+Rk(oci) e Rk(oq) donc Rk(oci) =0sii 75 ket Rk(ock) e A(O(k). Ainsi, comme Ry

et A (o )Ly coincident en n+1 valeurs et sont de degrés inférieurs ou égaux a n, on a Ry = ®(Ly) = Ao )Lx.

Ainsi, (L1, -+, Ln41) est une base orthonormale de Ry, [X] formée de vecteurs propres de ® associés aux valeurs
n+1 n+1

propres A(oq), -+, A(ant1). Par exemple, on a Tr (@) = > A(ox) et det(®) = J] A(axk)-
k=1 k=1
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c. La famille B = (1,X — a, (X — a)?,---, (X — a)™) est libre car elle est formée de polynémes de degrés

échelonnés et B est de cardinal n + 1 dans Ry [X] donc B est une base de Ry, [X]. Par la formule de TAYLOR
n—k A(i)(a)

+oo A (1) ) .
pour les polynomes, A = > Aii'(a)(x —a)b. Pour k € [0;n], on a ®((X—a)*) = 3 T(X —a)"k car
i=o U i=o U
+oo a (1) . 400 (1) . n—k (i) .
(x-a)a = 5> A pcayk = a5 Al gyt (5 A8 i qyte)
i=0 b i=n+l-k v i=0 b
Ala) o . 0
n—k a(i) . / .
avec deg ( > A.i‘(a)(x - a)”k) <n=deg(B)—1dou M= Al(a) Ala) est la
i=0 I E T X 0
AM(a)/m! - Al(a) A(a)

matrice de ® dans la base B. Par conséquent, xo = (X — A(a))™*! donc ® n’a qu'une seule valeur propre
qui est A(a) donc ® est diagonalisable si et seulement si Ex(q)(®) = Rn[X], c’est-a-dire si et seulement
si ® = A(a)id g, [x). Ainsi, ® est diagonalisable si et seulement si M = A(a)ln41, ce qui se traduit par
A’(a) = A”(a) = --- = A (a) = 0, ou encore par le fait que a est une racine de multiplicité au moins n + 1
de A—A(a). On peut aussi dire que ® est diagonalisable si et seulement si ®(1) = A(a) car on a I’équivalence

(3Q € R[X], A —A(a) = (X — a)"1Q) «= @(1) = A(a).

a. Dans R? euclidien orienté canonique, si u est la rotation d’angle 721, sa matrice dans la base canonique

étant la matrice antisymétrique A = Mat cqn(u) = (? _O] ), on a ¥(x,y) € R?, u(x,y) = (—y,x) donc

(u(x,9)|(x,y)) = (—y).x + x.y = 0 donc u est un endomorphisme antisymétrique de RZ.

Dans R? euclidien orienté canonique, si u : v — e; A v, alors u est un endomorphisme de R3 car le produit

vectoriel est bilinéaire (donc linéaire & droite). De plus, on sait que Vv € R3, (e; Av) L v donc (u(v)[v) =0,

0 0 ©
ainsi u est un endomorphisme antisymétrique de R3. On a d’ailleurs A = Mat cqn(u) = [ 0 0 —1 | qui,
0 1 0
bizarrement, est aussi antisymétrique.
b. Notons B = (v1,---,v) la base orthonormale de I’énoncé et raisonnons par double implication.

(=) Supposons u antisymétrique, donc Vx € E, ((u(x)[|x) = 0. Comme B est une base orthonormale, on

sait que A = Mat 5(u) = ((u(vj)[vi)) . Or, pour i € [1;n], (u(vi)[vi) donc les termes diagonaux de

1<i,jgn
A sont nuls. De plus, si (i,j) € [1;n]? et i #j, on a (w(vi +vj)|[vi +vj) = 0, ce qui donne par bilinéarité du
produit scalaire et car (w(vi)[vi) = (w(vj)[vj) =0, (u(vi)lvj) + (u(vj)|vi) = 0 donc les cases (i,j) et (j,1) de A
sont opposées. Ainsi, A est antisymétrique.

(<=) Si A = Mat 5 (u) est antisymétrique, pour (x,y) € E%, en notant X et Y les vecteurs colonnes associés
de leurs coordonnées dans B, comme B est une base orthonormée, on a (u(x)ly) = (AX)TY = XTATY donc
(u(x)|ly) = =XTAY = —(x|u(y)) donc, en prenant y = x, on a (u(x)|x) = 0 donc u est antisymétrique.

Alnsi, si u € £L(E) et B une base orthonormale de E, u antisymétrique <= Mat g (u) antisymétrique. On a

montré au passage que u est antisymétrique si et seulement si V(x,y) € E2, (u(x)ly) = —(x|u(y)).
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c. Sin est impair et si u € £(E) est antisymétrique, en notant A = Mat 5 (u), comme det(u) = det(A), on
a det(u) = det(AT) = det(—A) = (—1)™det(A) = —det(u) donc det(u) = 0. Ainsi, si n est impair, tous les
endomorphismes antisymétriques de E ne sont pas bijectifs.

0

-1 . - . . S
1 0 ) est antisymétrique et inversible. Ainsi, si on

d. Sin = 2p est pair, on a vu en a. que A = (

considére u ’endomorphisme de E dont la matrice dans B vaut M = diag(A,---,A) (p fois A en diagonale
par blocs), alors M est antisymétrique donc u l'est aussi d’aprés b. car B est orthonormale, et u est inversible
car det(u) = det(A)P = 1. La condition suffisante de la question précédente est donc aussi nécessaire et, en
notant A(E) 'ensemble des endomorphismes antisymétrique de E, (n pair) <= (A(E) N GL(E) # 0).

e. Soit u € A(E) tel que u est diagonalisable. Soit A une valeur propre de v, il existe x # Og tel que u(x) = Ax.
Mais on a (u(x)|x) = Al[x||* = 0 alors que ||x||> > 0 donc A = 0. Comme 0 est la seule valeur propre possible
pour u, la matrice de u dans une base de vecteurs propres est la matrice nulle donc u = 0. Ainsi, le seul

endomorphisme antisymétrique diagonalisable est ’endomorphisme nul.

f. Soit uw € £(E) antisymétrique et B une base orthonormale de E, on sait d’aprés b. que A = Mat 5 (u)

est antisymétrique donc B = Mat 5 (u?) = A? est symétrique car BT = (A?)T = (AT)2 = (~A)? = A2 =B.
Comme B = Mat 3 (u?) est symétrique, le cours nous apprend que u? est un endomorphisme autoadjoint (ou

symétrique). D’apres le théoréme spectral, u? est diagonalisable. Il existe méme une base orthonormale de
E formée de vecteurs propres de u?.
g. Si E = R3 (supposé euclidien orienté canonique) et u € £(R3) antisymétrique, on sait d’apres b., comme

la base canonique By = (e1, e2,e3) est une base orthonormée de R, que A = Mat g, (1) est antisymétrique

0 —c b
donc qu’on peut écrire A= | ¢ 0 —a | avec (a,b,c) € R3.
-b a 0

Existence : en posant le vecteur w = aej + bey + ce3 € R3, pour un vecteur x = xje7 + x2e2 + x3ze3 € RS,
comme la base canonique est une base orthonormée directe, on calcule classiquement w A x et on trouve
wAx = (—cx2 +bxz)er + (cx1 — axz)ez + (—bx1 + axz)ez = u(x).

Unicité : soit wy et wp dans R3 tels que Vx € R3, u(x) = wi Ax = waAx, alors Vx € R3, (wj —w2)Ax = Ops
donc wi —w; est colinéaire & tous les vecteurs de R3, ce qui n’est possible que si w1 = wj.

Ainsi, si u € £(RR3), il existe un unique vecteur w € R3 tel que Vx € R3, u(x) = w A x.

Si w est unitaire et siv = —u? € £L(R3), ona Vx € R3, v(x) = —wA(WAx) = (wjw)x— (wx)w = x — (w[x)w.
Ainsi, Vx L w, v(x) = 0gs et v(w) = Ogs, donc v est la projection orthogonale sur le plan Vect(w)=.

h. Soit x € Im(u) N Ker(u), alors il existe y € E tel que x = u(y) et u(x) = Og. Ainsi, d’apres b.,
(u(x)|y) = (0ely) = 0 = (x|u(y)) = ||x||* donc x = 0 ce qui prouve que Im (u) et Ker(u) sont en somme
directe. Par la formule du rang, dim(E) = dim(Im (u)) + dim(Ker(ut)) donc E = Im (u) & Ker(u). Comme
Im (u) est un supplémentaire de Ker(u), la version géométrique du théoréeme du rang nous apprend que u

induit un automorphisme v = uy,, ( de Im (u). Comme v est antisymétrique car u l’est, la question c. nous

w)

montre que dim(Im (u)) est pair. Ainsi, rang (u) est pair.
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a. Soit B = (vi,-+-,vn) et B’ = (wq, -+, wy) deux bases orthonormées de E, A = Mat 5 (u) et A’ = Mat 5/ (u).
On sait qu’en posant P la matrice de passage entre B et B, on a P € O(n) et A = PA’P~! = PA’PT.

et A’ = (d
(

l,j)1gi,jgn’ on a

Comme B et B’ sont des bases orthonormées, en posant A = (ai»i)1<ij<n
XM=

V(i,]') € [[l;n]]z, aij = (u(vj)|vi) et a/i‘]- = (u(w])\wl) La matrice de GRAM G = ATA = (gi,j)léi,jgn vérifie
n

n n n n
915 = 2 akiaig = 3 (W) (ulv) ) done Tr (6) = 3 gii = 3 (3 af1) = JIA12 pour le produit
k=1 k=1 i=1 i=1 “k=1

scalaire canonique de My (R). Or [|A[|? = Tr (ATA) = Tr (PA/TPTPA’PT) = Tr (PA'TA’PT) car PTP =1, et
on a ||A]|> =Tr (A'TA’) = ||A’||? car PA'TA’PT et A’TA’ sont semblables (et méme orthosemblables).

b. D’apres le théoreme spectral, comme u est autoadjoint, il existe une base orthonormée By = (e1,-- -, en)

n n
de E formée de vecteurs propres de u : Vk € [1;n], u(ex) = Axex. Ainsi, a = 3 [|u(ex)||* = > A2. Dans
= K=1

ce cas, a est la somme des carrés des valeurs propres de u comptées avec leur ordre de multiplicité.

n
c. Siu est une isométrie, pour tout k € [[1;n], on a |ju(vy)|| = |jvk||=1donca= >  1T=n.
k=1

a. Soit P € R[X] un polynéme de degré impair, notons d = deg(P) et a = dom(P) # 0. Supposons que a > 0
(sinon on remplace P par —P).
Méthode 1 : on a P(t) ol at? donc tLiTOOP(t) = +o00. De méme, on a tETooP(t) = —oco. Par le théoréme
des valeurs intermédiaires, comme P est une fonction continue sur R, il existe au moins une valeur ¢ € R tel
que P(c) = 0 donc P admet au moins une racine réelle.
Méthode 2 : avec les multiplicités algébriques.
b. xa est un polynéme unitaire de degré 2n + 1 impair donc, d’apres a., xa admet au moins une racine
réelle. Or si A € R est valeur propre de A, il existe X # 0 € Many1,1(R) tel que AX = AX et on a donc
[[AX||? = (AX|AX) = (AX)TAX = XTATAX = XTX = ||X||? car ATA = I,,171 donc, comme ||X|| > 0 car X # 0
et que ||AX||? = [|[AX]|? = A?||X]||?, on en déduit que A? = 1 donc que A = =+1.
Méthode 1 : det(A — Ipn41) = det(A — ATA) car A € Ozn11(R) donc, par multiplicativité du déterminant,
on a det(A — Ipni1) = det(Iany1 — AT)det(A) = det(Izny1 — A) car det(A) = 1. Ainsi, on parvient a
det(A — Ionyq) = (—1)2"1det(A — Izny1) et det(A — I2n41) = 0 donc 1 est valeur propre de A.
Méthode 2 : en décomposant xa dans R[X].
c. Soitn € Net A € Ozn+1(R)\ SO2n+1(R).
Méthode 1 : det(A + Ipn41) = det(A + ATA) car A € O2n41(R) done, par multiplicativité du déterminant,
on a det(A+1Izny1) = det(A)det(lany1+AT) = —det(A+1I2n11) car det(A) = —1. Ainsi, det(A+1Izny1) =0
donc —1 est valeur propre de A.

Méthode 2 : en décomposant xo dans R[X].

a. D’apres le théoreme spectral, la matrice symétrique réelle M est diagonalisable dans M3(R). 5 est valeur

1 1 2 2 2
propre de M car M| 1 | =5 1],. Depluss, M+1I3 =2 2 2| est derang 1 donc —1 est valeur
1 1 2 2 2

propre de M : M n’est pas symétrique définie positive car elle admet des valeurs propres de signes opposés.
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Pour aller plus loin, dim(E_1(M)) = 3 —rang (M + I3) = 2 par la formule du rang et, comme E_;(M) et

E5(M) sont en somme directe, on a R3 = E_j(M) @ Es(M) et M est diagonalisable. Une base de vecteurs

propres est (vi,v2,v3) avec vi = (1,1,1), v = (1,—1,0) et v3 = (1,0,—1). Le théoréme spectral donne

Pexistence d’une base orthonormale de vecteurs propres, on peut prendre par exemple (wi, w2, w3) avec
! _(1,-1,0), ws = 2=(1,1,-2).

wi = —=(1,1,1), w2 = —=

1 \/3:( ) ) 2 \/E \/g
b. Ay = (a—1)I3+M est symétrique réelle et xa, = det(XIz3 —Ay) = det((X—a+1)I3—M) = xm(X—a+1).
Or xm = (X=5)(X+1)% donc xa, = (X—4—«)(X+2—a)?. Ainsi, Sp(Ay) = {a—2,a+4} avec x —2 < a+4

donc A est symétrique définie positive si et seulement si « —2 > 0: Ay € S3T(R) si et seulement si o > 2.

n n
a. Pour j € [1;n], par hypothese, on a |lej||> = 3 (ejlex)? = |lej||* + X (ejlex)? donc, comme ||ej|| = 1,
k=1

k#j
n

on en déduit que Y (ejlex)? = 0 donc que Vk € [1;n] \ {j}, (ejlex) = 0. Ainsi, la famille (e7,- -+, en) est une
k=1
k)

famille orthogonale et, comme elle ne contient pas le vecteur nul, elle est libre.

b. Posons le sous-espace F = Vect(eq, --,en) de E. Comme B = (eq,---,en) est libre avec a., on a

n
dim(F) = n. Si x € F*, alors [|x||2 = Y (x|ex)? = 0 donc x = 0g. On en déduit que F- = {0g} or, comme F

est de dimension finie, on sait d’apres le cours que F = (F1)+ = {0g}* = E donc E = F est bien de dimension

finie et B est une base orthonormale de E.

a. Pour (P,Q) € E%, f: t > ]}??7(2 est continue sur | —1; 1] et onaf(t)tjio(ﬁ) t_}zﬁO(ﬁ)
1

et f(t) LT O<ﬁ> LT O(ﬁ) car 1 —t* = (1 —t)(1 +1t) donc f est intégrable sur | — 1; 1] par

comparaison aux intégrales de RIEMANN, ce qui garantit 'existence de (P|Q).
La bilinéarité de (.]|.) est garantie par la linéarité de I'intégrale.
La symétrie de (.|.) provient du fait que ¥t €] — 1;1], P(t)Q(t) = Q(t)P(t).

2
L’aspect défini positif (.|.) découle de la positivité de I'intégrale car pour tout P € E, t — L)z est une
1—t

2
fonction positive donc (P|P) > 0. De plus, si (P|P) = 0, la fonction t — PO est positive et continue sur

V1 —1t2

] — 1;1[ et d’intégrale nulle donc, d’apres le cours, elle est nulle ce qui impose Vt €] — 1;1], P(t) = 0. Ainsi,
P admet une infinité de racines donc P = 0.

Tout ceci fait de (.|.) un produit scalaire sur E.

b. D’abord une récurrence pour ’existence d’une telle suite :

Initialisation : si on pose To = 1 et Ty = X, on a bien (Tp,Ty) € E% et V8 € R, To(cos(8)) = 1 = cos(0.8) et
Ty (cos(8)) = cos(8) = cos(1.9).

Hérédité : soitn € Net (Tn, Tny1) € E2 tels que V0 € R, T (cos(0)) = cos(nd), Tni1(cos(0)) = cos((n+1)6).
Posons Tny2 = 2XTnh41 — Tn, on a bien Tny, € E et, comme cos(a + b) + cos(a —b) = 2cos(a) cos(b), on a
V0 € R, Tni2(cos(8)) =2cos(0)cos((n+1)0) —cos(nd) = cos((n+2)0)+cos(nb) —cos(nd) = cos((n+2)0).
Par principe de récurrence, cette suite (Tp)nen € EN vérifie ¥n € N, V8 € R, T, (cos(8)) = cos(ne).

Pour l'unicité : si une suite (Un)nen € EN vérifie aussi vn € N, V0 € R, Uy, (cos(8)) = cos(nd), comme
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8 — cos(0) est surjective de R dans [—1;1], on a Vn € N, Vx € [-1;1], Tn(x) = Un(x) donc, T et Un
coincidant en une infinité de valeurs, U, = Ty,.

c. Tp est de degré 0 et de coefficient dominant 1, il est & part dans la récurrence qui suit.

Initialisation : T; est de degré 1 et de coefficient dominant 1 car Ty = X, T» de degré 2 et de coefficient
dominant 2 car T = 2XT; — Top = 2X2 — 1.

Hérédité : soit n € N* tel que Ty, est de degré n et de coefficient dominant 2™~ et T,,,1 est de degré n+1 et
de coefficient dominant 2™. Alors, comme T2 = 2XTn 41 — T et que deg(2XTh41) =n+2 > n = deg(—Tn),
on sait d’apres le cours que deg(Tn42) =n + 2. De plus, le coefficient dominant de T, 12 ne provient que du
terme 2XTy 41, donc il vaut dom(Tny2) = 2dom(Tnyq) = 2.2™ = 2nF1 = 2(n+2)=1,

Conclusion : par principe de récurrence double, on a établi que ¥n € N*, deg(T,) = n et dom(T,) =2""".
d. Avec les notations de la question a., comme la fonction f est continue sur | — 1;1[ et que la fonction
@ : 0+ cos(8) est une bijection strictement décroissante de classe C' de ]0;7t[ dans ] — 1;1[, on a la relation

(P|Q) = fo P(c;)/s(e))Q(czos(e))(_ sin(0))do = foﬁ P(cos(0))Q(cos(0))dd en ayant posé le changement de
71 1 — cos?(0)
variable t = cos(8) = ¢(8). Calculons, pour (n,m) € N2, la valeur de (Ty|Tpm)-
e Sin # m, on a la relation (T |Tm) = f Tn(cos(0))Tim(cos(0))do = fon cos(nd) cos(mB)do donc
(Ta[Tm) = 1 fo (cos((n +m)8) + cos(n — m)8))de = %([S”‘(::Lit’?m}}r [WK) —o0.

eSin=m=0,0na (To|Tp) = f To(cos(8))?d8 = = donc ||To|| = /7.

s 2 -I s
eSin=m>0,ona (Tq|Th) f Tn(cos(0))2do = fo cos(n0))~do = > fo (1 + cos(2n0))de donc

sin(2no)

_m l[
(Tn[Tn) z+z n

}0 = 7 done ||Tall = /7.

Ainsi, la famille (Th)nen est une famille orthogonale de R[X] et la famille (T—O) IT (ﬁ) est une
ﬁ ﬁ ne N*

base orthonormale de R[X].
a. La matrice A est symétrique réelle donc, d’apres le théoreme spectral, A est diagonalisable et il existe
une matrice orthogonale P € O(3) et D € M3(R) diagonale telles que A = PDPT.
X—=x -1 0
b. Avec SARRUS, on calcule xo = | —1 X 1 = X(X—=%x)? =2(X —x) = (X —x)(X* —xX —2)
0 T X—x
qui est scindé sur R par le théoreme spectral. Le discriminant A de X? — xX — 2 vaut A = x2 +8 > 0

/N2 VA
donc Sp(A) = {)\1 = %A = %M,Ag = %XJFS} Comme x*> +8 > 0, A2 # A3. De plus,

2
= XEVXHE +vxZ +8 = 8 = 0 en élevant au carré ce qui montre que A7 # Az et A1 # As.

2

Ainsi, xa est scindé a racines simples donc les sous-espaces propres de A associés & A1,A2, A3 sont des droites.

0 1 0
Comme A —MI3= |1 —x —1 |, on constate que Ej, (A) = Vect(v) avec vi = (1,0,1).
0 -1 0
A3 1 0
Comme A —AI3= | 1T —A; —1],o0naEy,(A)= Vect(vz) avec vo = (1,—A3,—1) car AgA3 = —2.
0 —1 A3
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Comme A — A3l3 = 1 —A3 —1],onakE,, (A) = Vect(\)3) avec vz = (], —A2, —]).

0 -1 A2
c. D’apres le calcul de xa, on a det(A) = —xa(0) = —2x donc A n’est pas inversible si et seulement si x = 0.
Dans ce cas, Sp(A) = {A1 = 0,A2 = V/2,A3 = —/2} et une base orthonormale de R3 formée de vecteurs

propres de A est B = (wq, w3, w3) avec wy = \1—[2(1,0,1), wy = %(1,\/1 1) et w3 = %(1,—\5,1).

a. La fonction Tr est une forme linéaire non nulle sur My (R) car Tr (In) = n # 0. Ainsi, d’apres le cours,
H = Ker(Tr ) est un hyperplan de M, (R) donc dim(H) =n? — 1.
b. Par définition de H, pour M € M»(R), on a M € H <= Tr (M) = 0 <= (M|I,,) = 0. Ainsi, I,, € H* ce
qui, comme H' est une droite, prouve que H+ = Vect(I,,).
c. Comme I, € H', si py est la projection orthogonale sur H, on a py(I,) = 0. Or, d’apres le cours, on

dispose de la relation d(In,H) = [|In — pu(In)|| donc d(In, H) = [|Ih]|| = v/ Tr (In) = /.

d. Pour (i,j) € [1;n]?, par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, puisque cij = Y. ai kb j, on a la majoration
=1

k
2 = 2 = 2 LI 2 2 2 = = = 2 = 2
et < (X ati) (X o) Amsh a2 =il = & ey < % X (X adi) (X ey) | co

k=1 k=1 k=1

3

k=1

qui domne B[ < 3 (2 o) (X X od;) | = (X X ad) x (X X vd;) = IAIP Bl En
1= )= =
passant & la racine, on a bien ||AB]|| < ||A|||[B]]-

a. D’aprés la formule du rang, comme E est de dimension finie et que f —idg € £L(E), on a ’égalité
dim(Ker(f —idg)) = dim(E) —rang (f —id g)) = dim(E) — dim(Im (f —id ¢)) = dim(Im (f —id ¢)*). De plus,
soit x € Ker(f — id g), alors f(x) = x. Pour y € Im (f — id ¢), il existe un vecteur z € E tel que y = f(z) — z
donc (x|y) = (x|f(z) - z) = (x|f(z)) — (x|z) = (f(x)|f(z)) - (x|z) car f(x) = x donc (x|y) = 0 car f est une
isométrie donc qu’elle conserve le produit scalaire. On vient de montrer que Ker(f —id¢) C Im (f —id g)*,
et on conclut Ker(f —idg) = Im (f — id g ) avec 1’égalité des dimensions.
b. Comme (f —idg)? = (f —idg) o (f —idg) = 0, on a Im(f — idg) C Ker(f — id¢) donc, avec a.,
Im (f —idg) € Im (f —idg)*. Six € Im (f —idg), on a donc (x|x) = ||x||> = 0 donc x = O ce qui prouve
que Im (f —idg) = {0} donc que f =id .

a. D’abord f est bien un endomorphisme de E par bilinéarité du produit scalaire. De plus, pour tout

n

n n
(x,y) € E2, on a (f(x)ly) = ( > (ek|x)ek)y) = > (ex|x)(ex]y) = (x‘ > (ek|y)ek) par symétrie et linéarité
k=1 k=1 k=1
du produit scalaire a gauche et a droite donc, par définition, f est un endomorphisme auto-adjoint de E.

n
Pour x € E, (f(x)|x) = 3_ (ex|x)? = 0 et, si x # O, comme x ¢ E+ = Vect(eq,---,en)" = {0}, il existe un

indice k € [1;n] tel que (ex|x) # 0 ce qui donne (f(x)[x) > 0. On en déduit que f € ST+(E).

D’apres le théoreme spectral, x¢ est scindé sur R et si A € R est une valeur propre de f, il existe x # Og tel
que f(x) = Ax donc (f(x)|x) = (Ax|x) = A[[x||?> > 0 donc A > 0 car ||x||?> > 0. Ainsi, f est autoadjoint & valeurs
propres strictement positives.

b. Comme 0 ¢ Sp(f), f est un automorphisme de E. En effet, si x € Ker(f), on a f(x) = 0 donc (f(x)|x) =0

79



ce qui impose x = O d’apres a. donc Ker(f) = {Og } ce qui montre que f € GL(E) car E est de dimension finie.
Comme f est autoadjoint, par le théoréme spectral, il existe une base orthonormée B = (vi,---,vn) de E
formée de vecteurs propres de f. Notons Ay, - -+, A, les valeurs propres. Soit g I'unique endomorphisme de E
tel que Vk € [T;n Vi) = 1 vi. Alors Vk € [1;n], g?(vi) = (ka) - vK) = ivk:f*1 Vi ).

[1;n], g(vi) Ve [1;nf, g=(vk) 9\/7Tk \/)Tkg() A (vk)

Comme les endomorphismes g2 et ! coincident sur une base, on a g2 = f~!.

c. La famille B = (g(e),--,g(en)) est de cardinal n = dim(E). Comme g est un automorphisme de E, B

est I'image par g de la base (e7,- -+, en) donc B est une base de E.

Pour (,j) € [1;n]%, (g(ei)|g(e;)) = (eilg*(ej)) car g € S(E) donc (g(ei)|g(ej)) = (ei|f~'(ej)). En posant
n

xj = f~'(ej), on a f(xj) = ¢ = kZ:](ek\xj)ek par définition de f donc, en identifiant les coordonnées du

n n
vecteur ej = kzl Si,jex = k21(ek|Xj)ek dans la base (e1,---,en), on trouve que Vk € [1;n], (ex|xj) = di,;-

On a donc (g(ei)|g(ej)) = 8i,j et B est bien une base orthonormée de E.
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

a. Comme Y(Q2) = Net Y(Q) = N, on a déja (Y +Y')(Q2) € N. De plus, pour tout entier naturel n,

n
ona(Y+Y =n)= |_| (Y =k, Y =n—k) € A donc, comme ces événements sont incompatibles, on a
k=0
n
P(y+Y =n) = Y P(Y = kY = n — k) par c-additivité. Puisque Y et Y’ sont indépendants, il vient
k=0
n N _Ayk —Aym—k —(A+N) M /n
PY+Y =n)= > PY=K)P(Y =n-k = & xe A —_e = < )?\k?\’“_k donc
k=0 k=0 K (n—¥K)! n k=0 \k
e~ A () 4 A . . : X
P(Y+Y =n)= ‘ par NEWTON. Ainsi, Y 4+ Y’ suit la loi de POISSON de parametre A + A'.
n!
Montrons par récurrence sur n > 1 que si Xy,---,X;,, sont des variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement des lois de POISSON de parametres Aq, - -+, An, alors X7 + - - - + Xy, suit la loi de PoissonN de

parametre A1 + - - + An.

Initialisation pour n =1 il n’y a rien & prouver et le cas n = 2 vient d’étre fait avec Y = X et Y/ = X,.
Hérédité : soit n > 2 tel que la propriété soit vraie et soit Xj,---,Xn,Xn41 des variables aléatoires
indépendantes suivant respectivement des lois de POISSON de parametres Aq,---,An,An+1. Par le lemme
des coalitions, en posant Y = X7 4 - -+ + X;,, on a indépendance de Y et X, 41 et Y suit la loi de POISSON de
parametre A = A1 +- - - +A,. D’apres ce qui précede, Y + Xy 41 suit la loi de POISSON de parametre A 4+ A1
donc Xj + -+ + Xpn+1 =Y + Xy 41 suit la loi de POISSON de parametre A + - -+ + Apt1..

Par principe de récurrence, on a bien établi que si n > 1 et que Xi,---,X; sont des variables aléatoires
indépendantes suivant respectivement des lois de POISSON de parametres A1, - - -, A, alors Xj + - - - 4+ X, suit

la loi de POISSON de parametre A1 + - - - + An.

b. Soit k € N*, on admet ’existence d’une famille de variables aléatoires indépendantes Xy, - - -, Xy suivant

k
toutes la loi de POISSON de parameétre % D’apres la question précédente, > X; suit la loi de POISSON de
i=1

k k
parametre Y % = A donc Y et > X; suivent la méme loi donc Y est k-divisible. Comme ceci est vrai pour
i=1 i=1

tout k € N*, Y est infiniment divisible.

c. Méthode 1 (Théodore) : par ’absurde, on suppose que 3j € [1;n], ]P’(\Xj\ > A) > 0. Comme X1,---,Xn

suivent la méme loi, on a aussi Vi € [1;n]], ]P’(|Xi| > A) > 0. Comme (|X | > —) (X] < —A>I_I(Xj > A>7
n n n
A c s A
on a par exemple que IP’(X]- > —) > 0. Ainsi, Vi € [1;n], ( ) > 0. Or (Xi > —) C (Y>A), ce
n . n

qui montre par indépendance de Xj,---,Xn que P(Y > A) > (IF’(X1 > A)) >0 donc P(]Y| > A) > 0. Non !

Méthode 2 (Maxime) : on a ( ﬁ (Xi > %)) U ( ﬁ (Xi < —%)) C (Y ¢ [—-A;A]) donc, par indépendance
i=1 i
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n n
de Xy, -+, Xq, il vient P(X1 > %) + IP’(X1 < f%) =1— P(y € [-A;A]) =0, ce qui impose les relations
A)-r.
n

Quelle que soit la méthode, Vi € [1;n], IP’(Xi € {f %; %D = IP’(|X1| < %) =1- ]P’(|Xi| > %) =1.

]P’(X1 > A) = IP’(X1 < —A) = 0 donc IP’(|X1\ <
n n

2 2
d. D’apres la question précédente, Xi2 est presque stirement & valeurs dans {O;A—z donc E(Xf) < %

n
3 2
car E(X%) = Z x? P(Xi = x) = XZQ X PX =x) < % ;n ¥ X =) < % Comme
xEX1(Q) X;z}\g/iz xzxiAiz(/iz

2
E(Xi)? > 0, par la formule de KONIG-HUYGENS, V(X;) = E(X?) — E(X;)? < A—Z
n

2
e. SiY est infiniment divisible, pour tout n € N* d’aprésd., ona 0 < V(Y) < A% On passe a la limite quand
n

n tend vers 400 dans cette inégalité et V(Y) = 0. Or V(Y) = E((Y - E(Y))?) = Y. (y— E(Y))?P(Y =vy)
yev(Q)
par formule de transfert, et comme cette somme est nulle, on a Vy # E(Y), P(Y =y) = 0 donc, en sommant,

P(Y # E(Y)) = 0, ce qui prouve que P(Y = E(Y)) =1, et Y est presque siirement constante.

f. Soit un entier k > 2, supposons que Y soit k-divisible, alors il existe des variables aléatoires réelles X1, - - -, Xy

k
indépendantes et suivant toutes la méme loi telles que Y ~ >~ X;. Comme P(Y € [0;1]) = 1, comme en c., on
i=1

k
montre que IP’(X1 € {O; %D = 1. Par conséquent, A = ( M Xi=1,X5 € [O; H,~~,Xk € {O; %]) est presque

i=1
i§]_<j1xi:1). oln(;ljj]xi:],/\):(x1 :"’:Xk:%)

k
donc on obtient, par indépendance de Xy, - - -, Xy, la relation IP’(X1 = %) =p. Deméme, P(X; = 0)k =1—p.

k
slir et on a vu en cours que ]P’( S X = 1,A> = IP’(

i=1

k)

Il
-

k
Mais alors (X1 =1 X ==Xy = O) - (Z Xi = %) donc, toujours par indépendance de Xy, - - -, Xy,
k

—_

on a la contradiction ]P’(Y = ]E) >pk(1—p) & >0. Ainsi, Y n’est pas k-divisible si k > 2.
g.

a. L’énoncé identifie sans vergogne R™ et My 1(R) car b défini dans I’énoncé est un vecteur colonne.
Méthode 1 : soit A une valeur propre de M telle que dim(Ex(M)) > 2, il existe donc deux vecteurs propres
a=(ay, - -,ant1) et b= (b1, --,bnr1) de M associés & A tels que (a,b) est libre. Traitons deux cas :

e Si any1 =0, le vecteur v = a répond a la question.
e Si antt1 # 0, le vecteur v = bpp1a — anq1b est encore dans Ex(M) car Ex(M) est un sous-espace
vectoriel de R™1, il est non nul car (a,b) est libre et que (an41,bny1) # (0,0) et sa (n + 1)-ieme
coordonnée dans la base canonique est nulle par construction donc v convient.
Méthode 2 : soit Phyperplan H = {v = (vi,--,vn,0) | (vi,--+,vn) € R™} = Vect(e,---,en) de R et
A une valeur propre de M telle que dim(Ex(M)) > 2. On a donc dim(H) = n+1—1 = n. Grace a la
formule de GRASSMANN, dim(HNEA(M)) = dim(Ex(M)) + dim(H) — dim(H+EA(M)) = 24+n—(n+1) =1
car H + Ex(M) € R™! donc il existe un vecteur non nul v € H N Ex(M), c’est-a-dire un vecteur propre

v=(vi, ", Vn,vnt+1) de M tel que vy, 41 = 0.
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V;) avec w € My 1(R)“ ="R", équation Mv = Av

se traduit par b'w = 0 et Aw = Aw. Ainsi, comme w # 0 car v # 0 et que Aw = Aw, w est un vecteur

Avec un tel vecteur propre v qu’on écrit par blocs v = (

propre de A associé a la méme valeur propre A.
b. L’équation b'w = 0 se traduit aussi (bjw) = 0 avec le produit scalaire canonique de R™ donc il existe

bien un vecteur propre de A orthogonal a b si M n’est pas simple, par exemple le vecteur w.

2 0 0 A T X]
c. NotonsA= |0 1 X5 |, comme N = (b c ) est symétrique avec b = | X, | et ¢ = X4, si on note
0 X5 -1 X3

C l’évenement C = “il existe un vecteur propre de A orthogonal b”, on a B C C donc P(B) =1— P(B) < P(C)
ce qui montre que P(B) > 1 — P(C). Comme Xs5(w) = {0,1}, par la formule des probabilités totales, on a
P(C) = P(Xs = 0)P(C|X5 =0) + P(X5 =1)P(C|X5 = 1).

2 0 0
SiXs=0, A=|0 1 0 | estdiagonaledonc Sp(A)={2,1,—1}, E2(A) = Vect(e1), E1(A) = Vect(ez)
0 0 -1

et E_1(A) = Vect(e3) donc C est réalisé si et seulement si (e L b) ou (e2 L b) ou (e3 L b).
Avec la formule du crible, il vient P(C|X5s = 0) = P(X; = 0) + P(X; = 0) + P(X3 = 0)
—PXy =X =0)—PXyg =X3 =0)— PXy = X3 =0)+ P(Xy = Xz = Xz = 0) donc
P(C|X5 =0) =3(1 —p) —3(1 —p)? + (1 — p)? par indépendance de X7, X2, X3.

2 0 0
SiXs=1, A =0 1 1 et on a facilement xa = (X — 2)(X — V2)(X + v/2). 1l est clair que
0o 1 -1

E2(A) = Vect(eq) et, comme A — /213 = 1 |,onak 5(A) = Vect((1+ v2)ez +e3)

—1
et, de méme, on a E_ 5(A) = Vect((1 — v2)ez + e3). Ainsi, comme e; L b <= X; = 0,

(14+v2)es+e3 Lb<= (1+vV2)Xa+X3 =0 <= X = X3 = 0 car /2 est irrationnel et

S O N

0 0
1
1

(1—v2)ez+e3 L b <= (1—v/2)X2+X3 = 0 <= X5 = X3 = 0 pour la méme raison, C est réalisé

si et seulement si (X7 = 0) ou (X2 = X3 = 0) donc, toujours par indépendance de X1, X2, X3,

P(CIXs =1)=P(X1 =0)+PX2 =X3 =0)—P(X; =X2 =X3 =0) = (1-p)+(1—p)2—(1—p)>.
Avec tout ceci, on conclut que P(C) = (1—p)[3(1—=p)=3(1—=p)2+(1—p)*| +p[(1=p)+ (1—p)? = (1 —p)?]
qui se simplifie bien en P(C) =1 —3p3 + 2p*. Au final, P(B) > 3p3 — 2p*.

a. Pour t € [-1;1], comme ¥n € N, |[P(X = n)t"| < P(X = n) et que >, P(X = n) converge, par

n>0
comparaison, la série Y. P(X = n)t™ converge aussi donc la domaine de convergence de la série entiere
n=0
> P(X = n)t™ contient [—1;1] et le rayon de convergence R de cette série vérifie bien R > 1. En posant
n>0
Up :t= P(X=n)t", on a ||un||s,[—1;1] = P(X = n) donc la série ) un converge normalement sur [—1;1]

n>0
donc, comme toutes les fonctions uy, sont continues sur [—1;1], la fonction Gx est continue sur [—1;1].

b. Soit g : [0; 1] — R définie par g(t) = Gx(t) —t qui existe et est continue sur [0; 1] d’apres a.. Une fonction

somme d’une série entiere est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence donc, d’apres a., Gx est au

—+oo
moins dérivable sur [0; 1] donc g est dérivable sur [0;1] et Vt € [0;1], ¢/(t) = =14+ 3. nP(X = n)t"~" donc
n=1
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—+o0
g(t) <=1+ X nP(X=n)= -1+ E(X) <0car Vn € N*, t"~! < 1. Ainsi, g est strictement décroissante
n=1
et continue sur [0; 1] done, comme g(0) = P(X =0) >0 et 111? g(t) = g(1) = Gx(1) = 1 =0, lapplication g
-
réalise une bijection de [0; 1] dans ]0; P(X = 0)] C R* donc g ne s’annule pas sur [0; 1] : I"équation Gx(x) = x

n’admet pas de solution sur [0; 1.

c. On pose & nouveau g : [0;1] — R définie par g(t) = Gx(t) —t qui est continue sur [0; 1] et de classe C? sur

+oo

[0;1[ car R > 1. De plus, Vt € [0;1], g”(t) = 3. n(n —1)P(X = n)t""2 > 0 car ¥n > 2, t"~2 > 0. Mieux,
n=2
si on avait Vn > 2, P(X =n) = 0, on aurait E(X) = P(X = 1) < 1, ce qui est contraire & ’énoncé, ainsi,
+o0o
vt €]o;1], ¢”(t) = > n(n—1)P(X = n)t" % > 0 car Vn > 2, t"~2 > 0. Ainsi, g est strictement convexe sur
n=2

[0;1] et g’ strictement croissante sur [0;1[. Comme ¢'(0) = P(X=1)—1<0et g'(1) = G4(1) = E(X)—1 >0,
que g(0) > 0 et g(1) = 0, on a forcément g’(0) < 0 sinon g’ serait positive donc g croissante donc nulle
sur [0;1] ce qui est absurde car g’(1) > 0. Ainsi, g’ réalise une bijection strictement croissante de ]0;1|
dans ]g’(0), g’(1)[ donc il existe un unique o €]0;1] tel que g’(«) = 0. La fonction g est donc strictement
décroissante de [0; «] et strictement croissante sur [«;1]. Comme g(1) = 0, on a forcément g(«) < 0, et
puisque g(0) > 0 et g(«) < 0, il existe un unique x € [0; x[C [0;1] et g(x) = 0 et I’équation g(x) = x n’a pas

de solution dans [«; 1[. Au final, ’équation Gx(x) = x admet une unique solution sur [0;1].
d. Pour n > 2, puisque X, -+, Xy, sont indépendantes et suivent toutes la loi de BERNOULLI de parametre
n n
Pn, on sait d’apres le cours que Vt € R, Gy, (t) = [] Gx,(t) = [I (0 —pn +tpn) = (1 +pa(t—1))™.
Ainsi A " Ak:1 . A A
insi, Gy, (t) = (1 + ;(t - 1)) = exp (nln (1 + ;(t - 1))) Comme In (1 + ;(t - 1)) fod ;(t —1), on

a UlWm nln (1 + A(t - 1)) = A(t — 1) donc, par continuité de exp, lim Gy, (t) = e**=1). On sait que
n n—-+oo

n—+oo
t = e M=) est la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de POISSON de parametre A.
On a montré dans le cours que la suite (Yy)nen+ convergeait en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi

de PoI1ssoN de parametre A. En effet, soit k € N et n > k, comme Y, suit d’apres le cours la loi binomiale de

Ak n—1). . (n—k+1
parametre n et p, P(Y, = k) = " KO —p) == x(1—pn)Fx n(n = 1) (n ) X (T—p)™.
k k! nam.---m
Or lim (1 —pp)™ = e comme avant, lim (1 —pn) %=1, lim nn oo —kdl) 1 donc

n—+4oo n—-+oo n—+4o00 nn.---m

e Mk
lim P(Y, =k)= comme attendu.
n—+oo k!

e. Pour t € [0; 1] par exemple (plus généralement pour t tel que la série converge absolument), par définition,

—+oo
Gz(t) = E(t?) = Y t*P(Z = k). Pour k € N, (Z =%) = |_| (Z = %, Y = n) donc, par c-additivité, on
KEN s
“+o0
a la relation P(Z = k) = Y. P(Z = k,Y = n) donc Gz(t) = Y. +t*P(Z = k,Y = n) qui sécrit
n=k (k,n)e N2
n>k
aussi Gz(t) = Y. t*P(Y = n,Xj +--- + Xn = k). Puis, par indépendance de Y et des X;, on arrive
(k,n)e N2

n>k

n
aGz(t) = Y P(Y =n) S t"P(Xg + -+ Xn = k) = > P(Y = n)Gx,+...4x, (t) ce qui donne, par
neN k=0 nenN
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indépendance des variables aléatoires X1, -+, Xn, la relation Gz(t) = > P(Y =n)Gx, (t)" = Gy(Gx, (t)).
neN

f. On suppose implicitement dans cette question que les variables aléatoires Y et X; admettent des espérances
finies, donc qu’elles sont dérivables en 1 d’apres le cours, ce qui montre par composition que Gz est elle-méme
dérivable en 1 et, d’apres le cours, que la variable aléatoire Z est d’espérance finie.

On sait aussi que E(Z) = G%(1) = G, (1)G{(Gx, (1)) = E(X7) E(Y) : c’est la formule de WALD.

g. En notant Y le nombres d’ceufs pondus, on a Y ~ P(A), et si on note X; = 1 si I'ceuf numéro i éclot et

Xi = 0 sinon, on a X; ~ B(«). On peut supposer les ceufs indépendants entre eux et indépendants de Y

Y

donc, en notant Z le nombres d’ceufs éclos, on a Z = > X; donc Vt € R, Gz(t) = Gy(Gx, (t)) d’apres e.
i=1

donc Gz(t) = eMUI=PH+PY=1) — AP(t=1) {onc, comme la fonction génératrice donne la loi, Z suit la loi de

PoissoN de parametre oA > 0.

a. Il faut faire une liste (par exemple NRRNNNRN...) de a + b boules en choisissant les numéros des a
. . - o . a+b
boules noires, les autres seront forcément rouges, ainsi le nombre de combinaisons possibles est ( >
a

b. L’événement (X = 0) contient les tirages lors desquels on ne tire jamais deux boules rouges simultanément,
or ceci est impossible si n > N car il y a alors dans 'urne strictement plus de boules rouges que de boules
noires. Ainsi, (X =0) =@ donc P(X =0) =0 et, comme (X=0)U(X>1)=Q, P(X>1)=1.

c. Comme il y a au moins deux boules noires, qu’on peut prendre ensemble, il y aura au moins un tirage
lors duquel on ne prendra pas deux boules rouges, donc X < N — 1. Mieux que ¢a, comme il y a n boules

rouges, donc au maximum {TZ‘J paires de boules rouges, on a X < {TZIJ <N-—Tcarn < 2N —2.

n/2
d. A= ﬂ Y; si Yj c’est tirer deux boules rouges au tirage i donc par la formule des probabilités composées,
i=1

ona P(A) = ﬁ X Z(TLNiiZ]) X -+ x et idem pour B et on trouve P(B) = 4P(A).

e. On modélise les tirages par des listes (NN)(NR)(RR)(NN)..... Soit k € [0; N — 1]. Traitons deux cas :
Sik> %, on a (X =%k) =0 d’apreés c. donc P(X =k) =0.

Sik< %, on dénombre les tirages pour lesquels X = k de la maniere suivante :

N
e on fixe les (k) tirages lors desquels on tire les deux boules rouges.

Ni
e on fixe les (

k
> autres tirages lors desquels on tire une boule de chaque couleur.
n—

e pour chacun de ces n — 2k tirages, on choisit si ¢’est rouge-noir ou noir-rouge : 2™~ 2* choix.

<N> <N - k>2n—2k
Ainsi, d’apres a., P(X =k) = K/ An ENZk ‘
()

m
g. En posant n = 2m, on a E(X) = Y kP(X = k) =. Trés calculatoire mais '’expression finale est
k=1

relativement simple et permet de retrouver I’équivalent de la question précédente.

108
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a. Soit une suite (An)nen une suite d’événements, les propriétés de continuité monotone sont :

e Si (An)nen est croissante pour 'inclusion, alors IP’( U An) = um P(A,).

n—-+oo
neN

e Si (An)nen est décroissante pour 'inclusion, alors IF’( ﬂ An> = lum P(A,).

n—-+oo
nenN

N
b. Posons I'évenement Uy = U An pour tout entier N € N; alors Un4+1 = Un UAN4+7 done Un C Upng
n=0
et la suite (Un)Nen est croissante pour inclusion. D’apres le théoréme de continuité croissante, on a donc
+oo +oo +oo
lim P(U :IP’< u).Mt Un = | ] An.
N—1>TOO (un) U N ontrons que U N U n
n=0 N=0 n=0
+o00 N +o00
(C) Siw e U Un, INe N, welUuy = U Ay donc In € [[0;N], w € A, et on a bien w € U An.
N=0 n=0 n=0
+oo +oo
(D) Siw e U An,Ine N, weA,, CU, donc w € U, avec N =n et on a bien w € U Un.
n=0 N=0
“+oo “+oco “+oo N
Par double inclusion, on a établi que U Un = U An donc, que IP’( U An> = lim ]P’( U An).

N—-+oo
N=0 n=0 n=0 n=0

Puisque A, - -+, AN sont indépendantes, on sait d’apres le cours que Ag,---,An le sont aussi.

c. Traitons deux cas :

“+ o0 400

e Sl existe np € N tel que P(An,) =1, comme Ay, C U An, IP( U An) =letn(P(An,)) = —o
n=0 n=0

donc Y In(P(A,)) diverge (en mode famille sommable). L’équivalence dans ce cas est bien vérifiée.

n>0
P— N —
e Sivn € N, P(A,) < 1, In(P(A},)) est un réel et, pour N € N, on a [] P(A,) > 0. Ainsi,

n=0

N
P(Tn)) = Eo In(P(Ay)) est la somme partielle d’ordre N de la série Nz>:o In(P(AN)) &
n—= =

N

ln(H

n=0

termes négatifs. Traitons a nouveau deux cas :

— Si la série numérique > In(P(AN)) diverge, ses sommes partielles tendent vers —oo donc
N>0

N N

[T P(An) = exp (tn( I

P(K))) tend vers 0 quand N tend vers +oo car Lim et = 0.
——00
+oo
D’apres la question b., on a donc ]P’( U An) =1-0=1.
n=0
— Sila série numérique Y In(P(AN)) converge, ses sommes partielles tendent vers un réel négatif
N>0
N N
S donc [] P(An) = exp (ln( I1 P(An))) tend vers e5 €]0;1] quand N tend vers +oo par
=0 =0
n n oo
continuité de exp. D’apres la question b., on a donc IP’( U An> =1-e5<1.
n=0
L’équivalence est aussi respectée dans ce cas.
—+oo
Les deux cas étant les seuls possibles, on a I’équivalence IF’( U An) =1<= > In(P(An)) diverge.

n=0 n>0

d. Traitons trois cas :
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+oo
e Sl existe ng € N tel que P(A,,) =1, on a comme avant IP’( U An> = 1 mais il est tres possible
n=0
que la série > P(Ay) converge, par exemple en prenant Ag = Q et Vn € N*| A;, = (). L’énoncé n’est
n=0

donc pas vrai dans tous les cas.
e Si (P(An))nen ne tend vers 0, alors (P(An))nen ne tend pas vers 1 donc (In(P(An)))nen ne tend

pas vers 0 (par continuité de In et exp) donc la série > In(P(A,)) diverge grossicrement et, d’apres
n=0
+oo
la question c., IP’( U An) =1.
n=0

e Si (P(An))nen tend vers 0, comme In(P(Ay)) = In(1 — P(A,)), on a In(P(Ay)) +~Oo—]P’(An) <0

donc, par comparaison de séries & termes négatifs, > In(P(A;)) diverge < > P(A,) diverge.

n>0 n>0
+oo
D’apres la question c., on a donc, dans ce cas, IP’( U An) =1 < > P(A,) diverge.
n=0 n>0
On peut donc conclure, par exemple, que si (An)nen est une suite d’éveénements mutuellement indépendants
+oo
non presque sirs, alors ]P’( U An) =1<= > P(A,) diverge.
n=0 n=0

a. On dit quune matrice M € My (R) est symétrique positive si MT = M et si VX € My 1(R), XTMX >0
(matrice de M7 (R) identifiée & un réel). On a vu dans le cours que pour une matrice symétrique M € M, (R),

on a M positive si et seulement si son spectre est inclus dans R,. En effet :

(=) D’apres le théoreme spectral, xm n’a que des racines réelles. Soit A € Sp(M), il existe X # 0 € Myu,1(R)
tel que MX = AX. Alors XTMX = AXTX = A||X||? > 0 donc, comme ||X|| > 0, on a A > 0. Ainsi, Sp(M) C Ry.
(<) Si Sp(M) C R4, soit une base orthonormale B = (Vq,---,Vy) de My, 1(R) formée de vecteurs propres
de M. Soit Ay,---, A, les valeurs propres positives associées respectivement aux vecteurs Vip,---,V,. Pour

n n n
X =Y xxVk € My, 1(R) décomposé dans la base B, on a MX = > Agxy Vi donc XT™MX = Y )\kxi > 0.
k=1 k=1 k=1

b. Comme les variables aléatoires X1, - - -, X;; admettent des moments d’ordre 2 par hypothese, on a vu dans
le cours que Cov(Xi,X;) = E((Xi — E(Xi)(X; — E(X;)) était bien défini pour tout (i,j) € [1;n]? et vérifiait
Cov(Xi, Xj) = E(XiXj) — E(X;) E(X;). Ceci assure I'existence de la matrice Rx.

Par symétrie de la covariance, la matrice Rx est symétrique et, pour Y € My 1(R), si YT = (y1 -+ yn), on

n
aYRxy = Y y1yjCov(Xy, Xj) = V( > kak) par bilinéarité de la covariance et avec une formule du
1<ijgn k=1
cours. Comme une variance est toujours positive car V(Z) = E((Z — E(Z))?) par définition si Z admet un
moment d’ordre 2, d’aprés a., on put conclure que Rx € S} (R).
V(Xi) Cov(X1,X2)
COV(Xz,X1) V(Xz)

valeurs propres A1, Az sont positives d’apres a. donc, puisque xgr, est scindé sur R par le théoreme spectral,

c. Pour n = 2, la matrice Rx = ( ) étant symétrique positive d’apres b., ses deux

det(Rx) = A1Az = 0 ce qui équivaut & V(X1) V(X2) — Cov(X7,X2)? > 0, ou encore, comme V(X;) > 0 et
V(X2) = 0, a la majoration |Cov(X1,X2)| < v/ V(X1)y/ V(X2).

Bien siir, on suppose les tirages indépendants entre eux et le tirage d’une boule dans une urne a chaque
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étape uniforme. Pour tout entier n € N, on pose I’événement R, = “on tire une boule rouge au tirage n”.

a. Soit n > 0 et k € [[0; N — 1], on a deux possibilités pour avoir k boules rouges au bout de n + 1 tirages :
e soit on a k + 1 boules rouges au bout de n tirages et on a tiré une boule rouge au tirage n+ 1 qui a
été remplacée par une boule verte.

e soit on a déja k boules rouges au bout de p tirages et on a tiré une boule verte au tirage p + 1.

Ceci se traduit par (Xn41 =k) = ((Xn = k) NRpg1) U ((Xn = k4 1) N Rpy1). Par incompatibilité de ces

deux évenements, P(Xni1 = k) = Pix, =) (Rnt1) P(Xn = k) + Prx, =k41)(Rng1) PXn =k +1) (7).

Ou alors, comme X, (Q2) C [N — n;NJ|, avec le systéme complet d’événements ((Xn = D))o ncicn €t la
N
formule des probabilités totales, P(Xn +1=%) = > P(Xq =1)Px,=i)(Xnst1 = k) sachant que i # k et
i=N-m
i#k+1, Pix,=i)(Xns1 = k) =0, ce qui donne & nouveau la formule (7).

Or, si X;, =k, il y a dans I'urne k boules rouges et N —k boules vertes donc Px, —x)(Rnt1) = % Et si
Xn = k+1,il y a dans 'urne k + 1 boules rouges et N — k — 1 boules vertes donc P(x, —x)(Rnt1) = k + 1
Ainsi, avec la relation (1), on a P(Xn41 =%k) = % P(Xn =%) + kNi] PXn =k+1).
Il reste a parler des cas particuliers :

esin=0etk=N,ona(X;=N)=(Xo=N+1)=0et (Xo =N) = donc, comme N];N =0, on

a encore la relation P(Xo41 =N) = N=N N N P(Xo =N) + NTH P(Xo=N+1) =

esin=0etk>N,ona (X; =N)=(Xo=k+1)=(Xo =k) =0 donc on a encore la relation
P(Xot1 = k) = NNkP( k)+kNi1]P>(x0:k+1):o.
esin>Tetk>=N)ou(m=0et k>N),ona (Xpnr1 =N)=0= (X, =N) = (X, =N+1) donc on
a toujours la relation P(Xy41 :k):%P(Xn:k)—#k]\#]}b(xn:k+l):0.

Ainsi, dans tous les cas, ¥n > 0, Vk > 0, P(Xn41 =k) = % P(Xn =%) + kNi] P(Xn=k+1).
N
b. Pour n >0, on a E(Xpn41) = Y kP(Xnp1 = k) car X, (2) C [0; N] done, avec la question précédente, il
k=0
S (N—k K+ 1
vient E(Xn41) = Z k T_ P(X,, = k)+% P(X,, = k+1)) qu’on décompose, puisque k = (k+1)—1, en

N N N
E(Xnt1) = z KP(Xn = k)= = 3 K2P(Xn = k)40 3 (k12 P(X = k+1)— = 3 (k1) P(Xp = k+1).
N = N =0 N =0
Apres 51mp11ﬁcat10n et changement d’indice, comme P(X;, = N + 1) = 0, il ne reste dans cette formule que
N-1
E(Xn11) = z KP(Xn =) = & X (kP =k +1) = (1= L) E(Xn).
k=0
_ \" 1 :
c. (E(X“))n>o est géométrique et, comme E(Xp) =N, Vn € N, E(X;,) =N (1 N) avec]—ﬁ €]-1;1[. Or

E(Xn) = i KP(Xp = k) = f} KP(Xpn = k) > fj P(Xn =k) = P(Xn > 1) donc 0 < P(Xn > 1) < E(Xy).
= k=1

k=0
E(Xn)
1

MARkOvV. Comme lim E(Xy) =0, par encadrement, lim P(X,, >1)=0.
n—-+oo n—+oo

N
Commem:O—l) = exp (Nln(1—1—)) et ln(1—l) ~ —1 donc lim Nlin (1—l> =-1,
N N N N/ +oo N N—+4oc0 N

Comme X;, est & valeurs positives, on a aussi directement P(X;, > 1) < = E(X,) par inégalité de
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par continuité de exp, on a lim E(Xn) =1. 0,37.
N— 40 N e
d. On a Y = 0 si et seulement il reste des boules rouges (il y en a au moins une dans l'urne) a toutes
+oo n
les étapes. Ainsi, (Y =0) = ﬂ (Xn, = 1) donc on a bien (Y =0) C ﬂ (Xx = 1) pour un entier n € N*.
n=0 k=1

Comme la suite d’événements ((Xk > 1))k>1 est décroissante car si Xy41 = 1, a fortiori, on a X > 1, on
n

a(Y=0)C ﬂ (Xx =2 1) = (X5, = 1). Par croissance de P, il vient 0 < P(Y = 0) < P(X,, > 1) donc, par
k=1
encadrement, P(Y = 0) = 0 en passant & la limite dans cette double inégalité d’apres c..

112

a. Pourn € N*, ona (Y = n+2) = (Cp,Xnt1 = 0,Xn42 = 1,Xn43 = 1) avec les conditions de
I'expérience. Or C, ne concerne que les variables aléatoires Xi,---,X;; donc, par le lemme des coalitions,
Cn, Xnt1, Xnt2, Xnt3 sont indépendantes donc P(Y = n+2) = P(Cn) P(Xnt1 = 0)P(Xn412 = 1) P(Xn43 =1)

P(Cn) 1
8

et on a bien P(Y=n+2) = car Xn, Xn+1, Xn+2 suivent la loi de BERNOULLI de parametre 7"

b. Pour n > 4, si I’événement C,, est réalisé, on ne peut pas commencer par X7 = X, = 1. Ainsi,
on peut écrire C, = (Cn, X3 = 0) U (Cny, X7 = 1,X2 = 0) (réunion de deux événements incompatibles)
donc P(Cn) = P(Cn, X3 = 0) + P(Cn, X7 = 1,Xz = 0). Par les probabilités conditionnelles, on obtient
P(Cn) = P(X5 =0) x Pix,=0)(Cn) + P(X5 = 1,X2 = 0) x Prx,=1,x,=0)(Cn). Si X7 =0, c’est comme si on
repartait au point de départ apres un tirage donc P(x,—0)(Cn) = P(Cn_1). De méme, si X; =1 et Xz =0,
on repart au point de départ apres deux étapes donc P(x,—1 x,-0)(Cn) = P(Cr—2). On a donc bien la

relation P(Cy) = P(C;*” P(Cn-2)

+ e

Pour étre totalement “rigoureux”, mais la méthode précédente suffit largement a ’oral, on peut écrire I'égalité
n—1

(C,X1 =0) = (X3 =0)N ( m Xk = Xk41 = 1)) donc, par le lemme des coalitions, comme ci-dessus,
k=2
n—

1
P(Cn, X1 =0) = P(X3 =0) x IP’( (Xx = Xgq1 = 1)) Mais la famille de variables aléatoires (X2, -+, Xy)
k=2

n—-2

n—1
suit la méme loi que (X7, -+, Xn_1) d’olt IE”( ﬂ (Xx = Xkq1 = 1)) = IE”( ﬂ (Xx = Xkq1 = 1)) Et comme
k=2 k=1

n-2

ona (Cno1) = (| (Xk = Xigq = 1) par définition, P(Cn,X1 = 0) = P(X; = 0)P(Cn_1) =
k=1

la méme maniere, on montre que P(Cn, X7 =1,X2 =0) = P(X7 =1)P(X2 = 0)P(Cn_2).

P(Cno1) , B(Cn2)
2 : * 4 2'

P(Cn_1 ) De

N [—=

De nouveau, on retrouve la relation P(Cy,)

On vérifie que cette relation est encore vraie si n = 3, en effet C; = Q donc P(Cy) = 1. On aussi
P(Cy) = fll car C2 = (X1 =1,X2 =0)U(X3 =0,X2 =0)U(Xy =0,X2 =1)et ona PC3) = 2 car

8
C3=X1=1,X2=0)U(X; =0,X2 =0)U(X3 =0,X2 =1,X3 =0) et % = P(C3) = MJF P(Cy) 3

3,1
2 4 *8+4'

c. Soit I'équation caractéristique (E.) : z? = % + % associée a la récurrence linéaire de question précédente.
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Les solutions de (E.) sont r1 = ]%@ ~ 0,81 et 1 = 1 _4\[5 ~ —0,31. Il existe donc deux réels a et

b tels que l'on ait ¥n > 1, P(Cy) = ar} + br}. Comme |ri| < 1 et |r2] < 1, liT P(Cn) = 0. Plus
n——+oo

précisément, comme P(Cy) = 1 et P(Cy) = %, apres calculs, pour tout n > 1, on obtient la relation

25+ 2V5)r} —V5(VE — 1)}

P(Cn) . Ainsi, d’apres la question a., pour tout entier n > 3, on arrive a

5(14/5)

P(Cno2) _ 2(5+2V5)r1 2 —v/5(+/5 - 1)rp 2 1
e - . OrY; = (X =Xz =1)donc P(Y=1) = et
() 8 40(1 +/5) rYr = (X 2 ) donc P( ) ;e

+o0
(Y=2)=(X1 =0,X2 =1,X3 =1) donc P(Y =2) = é Comme (Y =0) = |_| (Y = n), par o-additivité, on
n=1

11 G +2vE) Tt = VE(VE — 1)) 2
a1fP(Yf0)*1+§+n§3( o) 2

Beaucoup plus simple, on pouvait constater que (Y = 0) C Cy, pour tout n € N donc 0 < P(Y =0) < P(Cy)

). On trouve P(Y = 0) = 0 apres calculs.

et, en passant a la limite quand n tend vers +o00, on arrive plus vite & P(Y = 0) = 0 comme attendu.
P(Y=n+4+1) , P(Y=n)

d. D’apres les questions a. et b., on a Vn € N*| P(Y = n+2) = On a

P(y=1) . P(Y=0)
2 4

_|_

2
méme P(Y = 2) = + car P(Y = 2) = %, P(y =1) = 411 et P(Y = 0) = 0. Ainsi,

P(Y=n+1)  P(Y=n)

Vne N, P(Y=n+2)= (1). Il existe donc k € R tel que P(Y =n) ~ kr} ce
+o0

2 4
qui assure existence de E(Y) et de la fonction génératrice Gy de Y sur } - i; X [
oM
+oo +oo 1 1
Méthode 1: d’apres (1),ona E(Y)= > nP(Y=n)=P(¥Y=1)+ > n(EP(Y =n—1)+ ZP(Y = n—2)>.
n=1 n=2

“+o00 400
On a aussi E(Y) = IP’(Y:1)+% Z(n—]Jr])]P’(Y:n—])JrJI Z(anJrZ)IP’(Y:an)) car les deux
n=2

n=2

—+o0
séries convergent, ce qui devient, aprés séparation des séries convergentes et car . P(Y =n) = 1 d’apres

n=1
; 1 1 1 1 1
1 w EY)==-4+-FE -+ -E <.
a question c., E(Y) 173 (Y)—|—2+4 (Y)—i—2
+oo
On pouvait écrire E(Y) = P(Y=1)+ > n(l]P’(Y—i—l =n)+ lIP’(Y+2 = n)) =14 E(Y +1) + E(Y +2)
n=2 2 4 4 2 4
avec le méme résultat. On trouve finalement la valeur E(Y) =5 (6 tirages).
Méthode 2 : on multiplie I"équation (1) car t"+2 pour t € ] — l; 1 [ et on somme, ce qui donne la relation
TTOT
Gy(t)— L = Gy (t) + PGy (Y car PY=0)=0et P(Y=1) = 1 Par conséquent, Gy(t) = —t——
4 2 4 4 ’ 4—2t—+t°
Comme Gy est dérivable en 1 car 1 € } -1, l[ on a E(Y)=G{(1) =5 car G{(t) = __axe?
U Y Y (4 —2t—t%)%
115
116
On modélise avec Q = S;, 'ensemble des permutations de [1;n], on sait que card (Sn) = n!, et X(2) = [[1;n]

et A = P(Q) donc X est une variable aléatoire.

Il n’existe qu’une permutation ol tous les termes sont croissant, il s’agit de 'identité, donc card (X =n) = 1.
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Par contre, si k € [[1;n — 1], voici le protocole de choix pour les permutations telles que (X = k) :

e on choisit les k + 1 premieres boules : (ki 1) choix.

e on choisit parmi ces k + 1 boules celle qui va étre tirée en position k + 1 : k choix car on ne peut pas

prendre la plus grande.
e on impose, pour les k autres boules parmi ces k+ 1, de les prendre dans ’ordre croissant : 1 seul choix.

e on range dans un ordre quelconque les n — (k 4 1) derniéres boules : (n — k — 1)! choix.

n card (X = k) k(n—k—1)n! k
= = —_— —_— ' = = = =
card (X =k) =k(n —k ])‘<k+1> done P(X =) = = 5y~ nltn — k= (k£ 1)1 ~ (ks 11"
la loi Iin—1], Px=k) = —k =1L ___1 P(X =n) = L. érifie 1
On a donc la loi de X, Vk € [1;n—1], P(X=X) G . (k! et P(X=mn) O On vérifie la
- WA 1 1 1, ]
cohérence de ce résultat par télescopage, kX::] P(X=k) = <k2::1 (ﬁ - Wt ])!)> + v 11— o + v 1.
n n—1 kz 1
b. Comme X est bornée, X admet une espérance finie et E(X) = > kPX =%k) = T+ '
K=1 = (k1) (=)
n—1 n—1
k(k+1) —(k+1)+1 1 1 1 1 1 :
s R TG p ) B
done B(X) = { 2 (k+1)! Teo U\ T T ey Ty e
n—1 n
simplifie par télescopage en E(X) =1+ kgl ﬁ = k§1 % donc ngToo EXX)=e—1~1,72.

+oo
a. On sait que ¥x €] — 1;1[, f(x) = : 1 >~ x™. On peut dériver p — 1 fois cette relation sur U'intervalle
-X n=0

—_ 1) too
ouvert de convergence et Vx €] — 1;1[, fP~D(x) = % = > nn—1)-(n—p+2)x"P*! donc
-Xx n=p—1

f(p—l)(x) _ —FZOC n! Xn—]:)—i—'l — —io (k+p — ])!Xk.
n=p—1 (n7p+])! k=0 k!
oo —1)! toe [k —1
On en déduit que Vx €] —1;1], %: ka: > ( TP >xk.
(1=x)P & klE-1)! k=0 \ p—1

b. Th(Q) C [n;4o0]. Pouri>zn, (Tn =1) = Si=n)N(Sic1=n—-1)=(Xy =1)N(Si—1 =n —1) donc,
puisque X; et Si—7 sont indépendants par le lemme des coalitions, P(T,, =1i) = % x P(Si—1 =n —1). Mais
Si_1 suit d’apres le cours la loi binomiale de parametres i — 1, % puisque S;_1 est la somme de i — 1 variables

TV N R L1 71\ =T /Ty i-T=(n=1)
aléatoires indépendantes de parametre 7" Ainsi, P(Si_1 =n—1) = 1 (E) (E) donc
n—

=1\ 1\t P .
( > (E) . On en déduit, puisque

n—1

P10 1yi
P(Si1=n—-1)= (Tll B 1) (E> . Par conséquent, P(T, = i)

Q= (T= —i—oo)u(Do(Tn = i)), que P(T = +00) =1 —JFXO:O (i_ 1 ) (l)l On trouve que P(T,, = 4+00) = 0.

ien i=n \Il — 1 2

c. est-ce bien nécessaire ?

On peut prendre ) = S, et A = P(Sn) (la tribu pleine) pour modéliser ces expériences puisque S, est

un ensemble fini. On suppose qu'on a une loi uniforme sur toutes les permutations, ce qui se traduit par

P(E) = c;iiidés?)

a. Si A C Sy, vérifie card (A) = k, 'événement (xa = 1) = {0 € S» | o([1;k]]) = A}. En effet, comme o est

pour un évenement E C Sy,.

une permutation donc une bijection, la condition o([[1;k]) C A se traduit par o([[1;k]) = A par inclusion et

égalité des cardinaux car o conserve le cardinal. Pour dénombrer les permutations qui vérifient o([[1; k]}) = A,

91



on adopte le protocole de choix suivant :
e on choisit comment envoyer les entiers 1, - - -, k sur les éléments de A de maniere bijective, il y a k! choix.
e on choisit de quelle maniére envoyer les entiers k + 1,- -+, n sur les éléments de [1;n] \ A de maniére

bijective, il y a (n — k)! choix.

I(n — k)!
Ainsi, card (xq = 1) = kl(n — k)!, donc P(xq =1) = M = px donc xa suit la loi de BERNOULLI de
n!
\ N 1 n
parametre py olt k = card (A) et — = .
Pk k

b. Avec les conditions sur A et B de I'énoncé, si k = card (A) et { = card (B) et i = card (AN B), on a
(xa =T,xs =1) = {o € Sn [ o([1;k]) = A, o([1;¢]) = B}. Sio € (xa =xs =1), powr 1 <j < Min(k, 0),
onao(j) € Acarj < ket ofj) €Bcarj <L Ainsi, 0(j) € ANB pourj € [[1;i], ce qui montre & nouveau
que o([[1;i]) = A N'B par inclusion et égalité des cardinaux, ceci étant méme vrai () = @) si i = 0. Comme
AZBetB¢Z A,omai<keti<((donco(i+1) € Acari+1 <ketoi+1)€eBecari+1 <L
On a donc une contradiction puisque o([[1;1]) = A N B. On en déduit que (xa = xg = 1) = 0, donc que
P(xa =1,xg =1) =0# P(xa =1)P(xg = 1), ce qui montre que xa et xg ne sont pas indépendantes.

c. D’apres la question précédente, il est impossible d’avoir xA = 1 en méme temps que xg = 1si B ¢ A et
A ¢ B. Comme les parties de A vérifient cette condition, pour une permutation o € S, il ne peut y avoir
qu’une partie A € A qui vérifie xa (o) =1, les autres donneront 0. Ainsi, Y ne peut prendre que les valeurs
0 ou 1, elle suit donc une loi de BERNOULLI.

d. Par linéarité de l'espérance, E(Y) = . E(xa) et Y suit une loi de BERNOULLI, d’out E(Y) = P(Y =1) <1
AEA
1

et on sait avec la question a. que E(xa) = px si k = card (A). Ainsi,ona > - < 1. Dans une ligne du
Aea < >

k
triangle de PASCAL, les termes croissent puis décroissent, et le terme maximum est “au milieu” de la ligne.

n
k—|—1) kl(n —k)! — X -1
En effet ke [o;n—1 _< = =1 d >l k< |
n effet, pour k € [0;n — 1], r« (n) T Dk ki1 onc T > < |75
k
En distinguant les cas n pair et n impair, on constate que le terme maximum de la n-ieme ligne du triangle

de PASCAL est LnT;Z J) Par conséquent, ((:MCTII(A& < > (]) < 1 donc card (A) < (LnT;ZJ )
[n/2]

AcA [T
k

Il est a noter que cette majoration est optimale car si on prend pour A ’ensemble des parties a {TZLJ éléments,

ces parties sont bien au nombre de <L T;ZJ) et pour deux parties A # B de A, on a bien B ¢ A et A ¢ B.
n
a. On adet(M) = X2 — Y2 = (X = Y)(X+Y) et X +Y # 0 car X(Q) = Y(Q) = N* par hypothese donc
“+o0
X+ Y > 2. Ainsi, M inversible <= X £ Y. Or (X = Y) = |_| (X = n,Y = n) (réunion d’événements
n=1

+o00
incompatibles) donc, par o-additivité, on a P(X =Y) = > P(X=n,Y =n). Or, X et Y ont été supposées
n=1

+o0 —+oo
indépendantes ce qui donne la relation P(X =Y) = 3. P(X =n)P(Y=n)= > p(1 —p)" Tp(1 —p)"~".
n=1 n=1
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2

Comme 0 < (1 —p)? < 1, on peut calculer avec les séries géométriques : P(X = Y) = ] (]10 72 =5 P_
—=pr -P

La probabilité que M soit inversible est donc 1 — P(X =Y) = 22ng
—-p

b. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M;(R) et les valeurs propres « et B
vérifient a+p = Tr (M) = X+Y et ap = det(M) = X>—Y? = (X—Y)(X+Y). Ainsi, les deux valeurs propres de
M sont X+Y et X —Y. Par conséquent, comme Y > 0,onalU=X+Y >2etV=X-Y € Z. D’apres le cours,
Cov(U,V) = E(UV)— E(U)E(V). Or E(V) = E(X—Y) = E(X) — E(Y) = 0 par linéarité de I’espérance et que
X et Y suivent la méme loi. Ainsi, Cov(UV) = E(UV) = E((X+Y)(X-Y)) = E(X?—Y?) = E(X?)—E(Y?) = 0.
c. Or(U=2,v=0)=(U=2)=(X=Y=1)donc PU=2,V=0)=PX=1,Y=1)=PX=1)P(Y=1)

car X,Y indépendantes donc P(U =2) = P(U =2,V = 0) = p?.
+oo

+oo
Par contre, (V=0)=(X=Y) = U (X =Y = n) (réunion incompatible) donc P(V =0) = . P(X = n)?
n=1 n=1
par o-additivité, indépendance de X et Y qui suivent la méme loi. Comme P(U =2,V =0) # P(U=2)(V =0)
+o0 2
car P(V=0)= > p?(1—p)2(1 = P > =2 — <1, Uet V ne sont pas indépendantes.
n=1 1-(0-p)° 2-v»

+oo
d. Comme Z(Q) = N* C N, on a E(Z) = > P(Z > n) d’apres le cours. Pour tout entier n € N*
n=1

(Z <n) = (X<n)N(Y<n) donc, par indépendance de X et Y, P(Z < n) = P(X < n)? = (1 — P(X > n))?
car X et Y suivent la méme loi. Ainsi, P(Z>n)=1-P(Z<n)=1-(1—(1—p)" ")? (classique). On en
déduit donc que P(Z > n) =2(1 —p)*~ ! — (1 —p)2(™=1. On sait sommer les séries géométriques, et comme

|1 —p| <1, Z admet une espérance finie et E(Z) = 2 - 1 = 3=

1=(=p) 1-(0-p?* p@2-p)

a. (=) Supposons A nilpotente, il existe n € N* tel que A™ donc X™ annule A ce qui montre que

Sp(A) C {0}. par le théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS, xa admet au moins une racine complexe donc
Sp(A) = {0} car les racines de xa sont les valeurs propres de A. Comme xa est scindé sur C, la matrice A
est trigonalisable donc il existe P € GL2(C) et « € C tels que A = PTP~! avec T = (g g) car 0 est la
seule valeur propre de A. Ainsi, Tr (A) = Tr (T) =0 et det(A) = det(T) = 0.
(<=) Si det(A) = Tr (A) = 0, comme xa = X> — Tr (A)X + det(A) = X?, par le théoreme de CAYLEY-
HAMILTON, on a A% =0 donc A est nilpotente d’indice de nilpotence 1 ou 2.

b. On a (A = 0) = (X] = XZ = X3 = X4 = 0) donc P(A = O) = IP)(X] = O)P(Xz = O)P(Xg, = 0)P(X4 = 0)

—A~0\ 4
%) car ces variables aléatoires suivent la loi de

4N

par indépendance de X7,Xz,X3,X4 d’ot P(A =0) = (

PoI1sSON de parametre A > 0. Ainsi, P(A=0)=p=e"
c. D’apres la question a., il vient (A nilpotente) = (Tr (A) = X7 + X4 = 0,det(A) = X3Xq — X2X3 = 0).
Comme X7, X4 sont & valeurs dans N, on a plus simplement (X1 4+X4 = 0) = (X7 = X4 = 0), par conséquent on
peut écrire (A nilpotente) = (X7 =0,X4 =0,X2X3=0)= (X3 =X2=X4 =0)U (X3 =X3=X4=0). Onen
déduit alors P(A nilpotente) = P(X3 =Xz =X4 =0) + P(X1 =X3=X4 =0) — P(X; =Xz = X3 =X4 =0).

—3A _ _—4A

A nouveau, par indépendance de Xj, X2, X3, X4, il vient P(A nilpotente) = q = 2e e

d. En effectuant un développement limité, on a q ?2(1 —3A4+0(A)—(1—4r+0(n)) = 1T— 2\ +o(A).
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—+oo —+o0
a. Comme le nombre d’enfants par famille est un entier, po+ >, pn =1doncpyo=1— >, aA™ =1— %
n=1 n=1 -
. 1—(04+x)A oA
d — T UTOM g aA o]
ce qui donne pg T ]_7\6], [
+oo

b. On sait que ¥x €] — 1;1], f(x) = ] 1= > x™. Pour k € N, on dérive k fois ce développement en série
X k=0
—+oo
enticre 4 'intérieur de I'intervalle ouvert de convergence et on a donc ) (x) = 3 n(n—1)--- (n—k+1)x""k,
n=~k

Or, par récurrence, on obtient la relation Vk € N, Vx €] — 1;1[, f09(x) = # Ainsi, on a la relation
—x

attendue : Vk € N, Vx €] — 1;1] S ono —nl_n—k gope — 1 = —io ) xn-k
' ’ U L A GRS ST (1= T 2k '
c. Notons E;, = “ une famille a exactement n enfants” et G, = “ une famille a exactement k gargons”. On a
+oo +00 +oo
Gy = |_| (GkNEy) done, par o-additivité, on a P(Gy) = Y. P(GxNEy,) done P(Gy) = > P(En)Pe, (Gy).
n—k n=k n==k

Si une famille a n enfants, le nombre de garcons suit une loi binomiale de parametres n, p d’apres ’énoncé

en supposant I'indépendance du genre des enfants. Ainsi, Pg, (Gx) = (T‘l)pkq“_k. Par conséquent, il vient
oo n too /m aApk
P(Gy) = aA™ kqnk = aakpk ( ) AR = T Qaprés la question b..
(G) nZ:fk (k)p q P nZ:fk . (@A) 0 e P q
« . . ’ P(P] n Pz)
d. Notons P, = “une famille a au moins n enfants”. On cherche r = Pp, (P;) = ——=—=% or, comme
! P(P] )

P, CPy,onar = Eggzg Or Q) = EglUUP7 = EoUE1UP;, donce P(P]) = 1—P(Eo) =T—poet P(Pz) =T1—po—p1-
1

On obtient donc r = - =PO=P1 g _ _P1_ _q_ oA(1 =) —
T—7po 1—7po oA

a. Xp(92) = [0; Min(p,n)] avec de la parité.

b. P(Xp1 =0) = %P(xp =1) et

c. P(Xpy1 =k) = “—n¢+1ﬂﬂ(xp :k—1)+%ﬂm(xp —k+1).

d. X, (£2) est fini.
e. calcul en mettant a part k =0 et k = n.
f. E(Xp) = G},(1). On dérive e. et on évalue en 1.
g. suite arithmético-géométrique. limite n/2. Milieu.
a. On note Ty le numéro de la boule tirée au tirage k. On admet 'existence d’un espace probabilisé

qui supporte cette suite (Ty)k>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes (remarque du cours).

D’abord Xn(©2) = (N*\ {1}) U {+00} car on rajoute la possibilité de ne jamais avoir une autre boule
—+oo

que la premiere tirée, qu’on note X, = 4o0o0. De plus, (X, = +o0) = ﬂ (Xn, = k) par convention et
k=2

n
Xn =%k) = U ((T1 =N N(Tke1 =) N (Tx # 1)) € A pour k > 2 donc X,, est une variable aléatoire
i=1

car les T le sont. Par incompatibilité de ces n éveénements, indépendance mutuelle des Ty qui suivent toutes

n k—1
la loi uniforme sur [[1;n], on a P(Xn =k) = > (l) (ni—1> =n=1 bourk > 2.
i=1 \1 n n
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+oo j
On vérifie la cohérence de ces résultats car Z n _11 =n=1 > (l> =n=1y ] = 1. Ceci
5n nojo\n n 1—(/n)

justifie que I’événement (X, = +00) (tou_]ours la méme boule) est négligeable comme attendu.
b. kP(X;, = k) = M et > % converge car le rayon de la série entiere > kx¥~! est égal & 1
n k=2 N k>1

1 1

+oo
et que’f‘<1. De plus, comme Vx €] — 1;1[, Y. xk =
n k=0

+oo
, on obtient en dérivant Y kxk~! =

K=1 (1-%)7°

donc Jrzojokxk” = —1 1 Ainsi, EXn) = (n — 1) x (“72 - 1) = =1 par conséquent

= (1—x)? ’ " (n—1)* n—1 ’

liT E(Xn) = 2 ce qu’on subodorait car plus n augmente, plus I’événement (X, = 2) devient presque sir.
n——+oo

c. Comme X3 =Yz, pour k > 2, on a (Y2 =k) = (X2 = k) donc P(Y, =k) = Zk]—_] d’apres a.. On reconnait

k-1
cette loi, Y2 —1 suit la loi géométrique de parametre % car P(Y;—1=%) = P(Y, =k+1) = ;—k = %( f%) .

d. Pour k > 3, en notant i le numéro de la premiere boule tirée, r le premier rang pour lequel on tire une
boule de numéro j ;é i, comme 6 —i—j est le numéro tiré autre que i et j (car i+j+(6—i—j) =1+2+3 = 6),

on a U O"U‘ <(ﬂ] Ta=i))ﬂ(Tr=i)ﬂ( kr_]] (TkZi)U(Tk:j))>ﬁ(Tk:6_i_j).

i=1 ?T 2 a=1 b=r+1

#i

Ainsi, par 1ncompat1b1hte de tous ces évenements, indépendance mutuelle des tirages et symétrie entre les

K—1 r—1 K—r—1 K—1 k=2 _
numéros, P(Yz =k) =3 x2x > (l) X (l> X (;) X (%) = 3% S okl = 6@ —1)
r=2

= \3 3 3 3k
A nouveau, comme Y3(Q2) = {3,4,5,---, 400}, on vérifie que > P(Y3 =k)= > 3% = 1. En effet,
k=3 k=3
+oo k-2 3 3
6277 —1) (2/3) (1/3) 4 1 . (s
———— = = (6/4 -6 =2—--=1.0C tifi r t (Y3 =
on a P 3% (6/ )] Y T3 "33 eci justifie que I’événement (Y3 = +00)

(seulement deux numéros tirés éternellement) est négligeable comme attendu.
a. Comme les lancers sont indépendants (on le suppose) et qu’ils ameénent tous pile avec la probabilité

(la piece est équilibrée), la variable aléatoire Y est le temps d’attente d’une réussite dans une répétition

YNNI

‘expériences indépendantes de BERNOULLI de méme parameétre p = % donc Y suit la loi géométrique de

k—1
parameétre % et Vk € N*, P(Y =k) = (1 - %) X % = Zl—k On note (Y = +00) si on n’arrive jamais & avoir

+oo
pile, mais P(Y = 400) + > P(Y =k) =1 donc P(Y = +0) = % = 0 et I’événement (Y = +00)
k=1 -
est, comme attendu, négligeable. On sait qu’alors, E(Y) = 1_ (1}72)
P
b. En notant les évenements Fi = “on fait face au tirage k” et Py = “on fait pile au tirage k” pour tout

y—1 x—1
entier k € N* pour (x,y) € (N*)2 tel que x > 2, ona (X =x,Y =y) = ( ﬂ Fi) NPy N ( ﬂ Pj> N Fy.

i=1 j=y+1
Ainsi, par indépendance des lancers, on a P(X =x,Y =y) = ix
y—1 +00
Pour les cas spéciaux, (X = +o00,Y = y) = ( ﬂ Fi> N ( ﬂ P]-) done, pour tout y’ > vy, on a la relation
i=1 ji=y
y—1 y
(X =400,Y=y) C ( ﬂ Fi> N ( ﬂ Pj) ce qui montre, par croissance de la probabilité et indépendance des
i=1 =y
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tirages, que P(X = +00,Y = y) < ZL

-. En faisant tendre y’ vers +o00, on obtient donc P(X = +o00,Y =y) = 0.

c. X(Q) = [2; +o0] avec pour convention X = +oo si on n’a jamais la séquence pile-face. Pour x > 2, on a
x—1
x—=1
X=x)= |_| (X =x,Y =y) donc, par o-additivité, on a la relation P(X =x) = 21 PX=x,Y=y) = XZ_X] .
y=1 v=
1 _ W
d. On sait que Vx €] —1;1], f(x) = : = Y x*. On peut dériver terme & terme deux fois & I'intérieur de
—X% k=0

“+ o0
I'intervalle ouvert de convergence pour avoir Vx €] — 1;1[, f/(x) = ﬁ = 3 k(k — 1)x*2.
—x k=2

+oo +oo _
e. Par définition, E(X) = > xP(X =x) = ) X(Xixl) =1x ;3 = 4. De plus, par formule de
x=2 x=2 2 4 (1 - (1/2))

+oo +oo
transfert, E(X?) = 3. ¥ P(X =x) = 3 ¥ P(X = x).
x=2 x=2

a. llexiste M € Ry et M’ € Ry tels que P(]X]| > M) =0 et P(]Y| > M) = 0. Or, par inégalité triangulaire,
ona (X|<MY[<M)C (X+Y <M+M)donc (IX+Y|>M+M) C (X >M)U(]Y] > M) dou
P(X+Y| > M+M') < P((|X] > M)U(]Y| > M) < P(|X| > M)+ P([Y] > M) =0et P(IX+Y| >M+M') =0
avec M + M’ > 0 donc X + Y est presque siirement bornée.

b. (=) Si X est & valeurs dans N et presque siirement bornée, il existe M € R tel que (]X]| > M’) est

négligeable, ainsi (X < |[M]) est presque sur, Vt € R, Gx(t) = >, PX=x)t*= > P(X = x)t*
xEX(Q) xeX(Q),x<[M]
(les autres termes sont nuls) ce qui prouve que Gx est une fonction polynomiale.
d
(«<=) Si Gx est une fonction polynomiale, notons d = deg(Gx) de sorte que Vt € R, Gx(t) = axt® avec
k=0

d
des réels positifs ag, - -+, aq. Comme Gx(1) =T,ona Y, ax =1et Vk € [0;d], ax = P(X = k) par définition
k=0

d
donc P(X € [[0;d]) = > ax =1 prouve que P(|X| < d) =1, donc que X est presque stirement bornée.
k=0

Ainsi, si X est & valeurs dans N, X est presque stirement bornée si et seulement si Gx est polynomiale.

c. Comme X+Y est bornée et Y positive, 0 < X < X+Y prouve que X est bornée, donc que Gx est polynomiale.
De méme, Gy est polynomiale. Comme X et Y sont indépendantes, Gx1y(t) = (1—p+pt)™ = Gx(t)Gy(t) pour
tout réel t. On cherche donc deux polynémes réels a coefficients positifs P et Q et vérifiant P(1) = Q(1) =1
tels que (1 —p + pX)™ = PQ. Comme 1 — p + pX est irréductible, on a forcément P = (1 — p + pX)! et
Q = (1 —p +pX) avec des entiers naturels i +j = n. Ainsi, X ~ B(i,p) et Y ~ B(j,p).
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PREPARATION ORAUX 2026 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

a. La fonction f est de classe C? sur (Rj)z par opérations car les fonctions cos, ch, sin et sh le sont et

que les fonctions (x,y) — x et (x,y) — y le sont aussi puisque leurs dérivées partielles sont constantes.
b. Pour (x,y) € (R%)?, %(x,y) = ch(y) cos(x) — sin(y)sh (x) et g;: (x,y) = sh(y) sin(x) — cos(y)ch (x).

Ainsi, pour (x,y) € A, on ay = x et grad f(x,x) = (0,0) <= ch(x)cos(x) = sin(x)sh(x). Les x € R%}

pour lesquels x = % [n] ne vérifient pas ch (x)cos(x) = sin(x)sh (x) car sh(x) # 0 donc, pour (x,x) € A,
— _ N _ sh(x)
grad f(x,x) = (0,0) <= tan(x) = YOI coth(x) = h ()

Posons les intervalles Iy = ]O; %[ et, pour tout n € N*, I, = |nm — %;nn + %{, puis fn, : Iy — R définie

par fn(x) = tan(x) — coth(x) pour n € N. Les fonctions f, sont dérivables sur I, et on calcule leurs
dérivées Vx € I, i (x) = 14 tan?(x) — (1 — coth?(x)) = tan?(x) + coth?(x) > 0. Or lhg)h fo(x) = —o0
X—

et  lim fo(x) = 400 et fo (%) = 1 — coth(n/4) < 0 et, pour n € N* n(x) = —o0 et

lim f
x—(1t/2)~ x—=(n—(m/2))*

lim fa(x) = 400 et fy (nn + E) = 1 — coth(nm + (n/4)) < 0 donc f, réalise une bijection de
x—(n+(m/2))~ 4

I, dans R pour tout n € N. Comme 0 € R, il existe un unique réel x, € I, tel que fn(xn) = 0, et

comme les f,, sont strictement croissantes sur I, et que fy, (mr + %) <0="Ffn (xn), on a xn > N+ % donc

Xn € Jn = Tth-i—%;TLT[-‘r%{.

Les points critiques de f sur A sont des (xn,xn) 0t xn = f5;(0) avec x, € }mr + Tonm 4 ﬂ[ pour n € N.

4 2
2¢ . , o2¢ . . 2%t
c. ﬁ(x,y) = —ch(y)sin(x) — sin(y)ch (x) et ay—z(x,y) = ch (y) sin(x) + sin(y)ch (x) = —ﬁ(x,y) et
2 2
a?(a]; (x,y) = sh (y) cos(x) — cos(y)sh (x) pour (x,y) € (R} )?. Ainsi, %(xn,xn) = —2ch (xn) sin(xn) = an
2 2
et %(men) = 2ch (xn) sin(xn) = —an et —aza% (xnyxn) = 0 pour n € N. Alors, la hessienne de f en le

an 0
0 —an
an # 0. Ainsi, f admet en (xn,%,) un point selle, et pas un extremum local.

point critique (xn,xn) est He(xn,xn) = ( > a deux valeur propres de signes strictes opposés car

Il n’y a donc aucun extremum local de f sur la demi-droite A.

a. Pour x € Ry, la fonction t — sin(x — t)g(t) est continue sur le segment [0;x] donc h(x) est bien

définie. De plus, Vx € Ry, h(x) = fox(sin(x) cos(t) — cos(x) sin(t))g(t)dt et, puisque tout converge, par
linéarité de l'intégrale, h(x) = sin(x) fox cos(t)g(t)dt — cos(x) fOX sin(t)g(t)dt. Par le théoreme fondamental

de lintégration, comme les fonctions a : t — cos(t)g(t) et b : t — sin(t)g(t) sont continues sur l'intervalle

R, les fonctions A : x — fox cos(t)g(t)dt et B : x — fox sin(t)g(t)dt sont de classe C' sur R (ce sont des
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primitives les primitives de a et b respectivement qui s’annulent en 0). Par opérations, h est C' sur R, et
Vx € Ry, h(x) = cos(x)A(x) + sin(x) cos(x)g(x) + sin(x)B(x) — cos(x) sin(x)g(x) = cos(x)A(x) + sin(x)B(x).
Par opérations, h’ est aussi de classe C' sur R, donc h est bien de classe C? sur R et on peut calculer
Vx € Ry, h'(x) = — sin(x)A(x) + cos?(x)g(x) + cos(x)B(x) + sin?(x)g(x) = —h(x) + g(x).

b. Les solutions réelles sur Ry de (Eo) : y” +y = 0 sont classiquement les y : x — asin(x) 4+ B cos(x) avec
(«, B) € R%. Comme h est une solution particuliere de (E) avec a., les solutions réelles de (E) sur R sont,
par structure affine de 1’ensemble des solutions, les y : x = h(x) + asin(x) + B cos(x) avec («, p) € R2.

c. Soit @ : Ry — R telle que @(x) <a+f ) Alors @' (x) = —e™* (a—|—f0X f(t)dt) +e *f(x) <0
donc ¢ est décroissante sur 'intervalle R;. Comme ¢(0) = a,onaVx € R, ¢(x) < a ce qui donne 'inégalité

a-+ f < ae® et on obtient Vx € Ry, f(x) < ae* par transitivité.

d. D’apres b., on a @) : x — h(x) + asin(x) + p cos(x) avec @4 (0) = h'(0) + o« = A et &5 (0) = h(0) +p = 0.
Or h'(0) = A(0) = 0 et h(0) = 0 donc Py : x — fox sin(x — t)g(t)dt + Asin(x). Je suppose qu’on souhaite
étudier laspect lipschitzien de @ : g — PA(g) qui est la solution de ’énoncé en utilisant 'inégalité vue en

question c. mais dans quelle espace et avec quelle norme 7

n
a. La fonction f est de classe C! sur R™ par opérations car les fonctions polynomiales (x1,---,xn) = > xi

k=1
n
et (x1,-++,xn) = Y. x et méme exp sont de classe C'. Pour (x1,--+,xn) € R™, on calcule le gradient
k=1
n n n
grad f(x1, - +,xn) = exp <— > xﬁ)(1 —2%1 D Xyt 1= 2xn Y xk).
k=1 k=1 k=1

n
Analyse : si (x1,---,xn) est un point critique de f, alors Vj € [1;n], 1 —2x; > xx = 0 donc xj # 0 et
k=1

g Xk 2x] donc x; = -+ =xn = A et en reportant dans les équations, 1 — 2A(nA) = 0 donc A = :l:\/%fn.
Syntheése : réciproquement, si (x1,--,xn) = :I:(\/%,~-,\/%>, comme kX; X = In X \/szn = :i:\/f et
ki:]xﬁ:nx i = %, on a mf(x1,~-~,xn) :exp(—%><1 —\/% %,-~-,1 - V%\/g) =(0,---,0).
Ainsi, il y a deux points critiques de f sur R™ qui sont a,, = (\/%, N ﬁ) et —an.

b. De méme, la fonction f est de classe C2 sur R™ et, pour tout (x1,---,xn) € R™ et tout j € [1;n],

S
on calcule a—z(x1,~-~,xn) ( — 2% — 2 Z XKk — 2%j (1 2x; Z xk)) exp ( - > xﬁ) ce qui montre que
X]' —

k=1
B - (-2 2 T2 -2k D) o [T S o o £

2 n n n
%(x1,~~,xn) = (727(]' —2x4 (1 —2xj > x )) exp ( Z x%) = ( 2xi—2xj+H4xixj Y xk) exp (— > x%)
R, k=1 k=1 k=1 k=1
donc ﬁ(a ) = ( i )e 172 = _ /2 Ainsi, la matrice hessienne de f en an vaut
0x{0x;j T vV2n o 2ny/ 2 en ’ "
n+1 1 .- n+1 1 ... 1
H=— |Z ] R : . Soit la matrice symétrique réelle M = 1 R : ,
en : - . : :
1 T n+1 1 - T n+1
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M —nl, = est de rang 1, d’apres la formule du rang, dim(Ker(M —nl,)) =n—1doncn
T

est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité supérieure & n — 1. De plus, en notant v = (1,---,1),on a

Mv = 2nv avec v # 0 donc 2n € Sp(M) de sorte que Sp(M) = {n,2n} C R% (avec xp = (X—n)"~'(X—2n)).

Ainsi, M est symétrique définie positive donc H est symétrique définie négative ce qui montre que f admet

en a, un maximum local.

c. Comme f(—x1, -+, —xn) = —f(x1," - ,xn), puisque f admet en a, un minimum local, la fonction f admet

un maximum local en —ay car si Vx € B(an, 1), f(x) = f(an), alors V —x € B(—an, 1), f(—x) < f(—an).

n n

d. Pour x = (x1,--,xn) € R™, [f(x)] < ( ) |xk|) exp(— ) xﬁ) et on sait que |[x||1 < vm|jx||2 (par
k=1 k=1

CAUCHY-SCHWARZ) done [f(x)| < g(|[x||2) avec g : v — \/Hre_rz. Comme lim g(r) par croissances

T—+00

comparées, on a bien lim  f(x) = 0 par encadrement.
)
[Ix|]2—+o00

e. Posons oy, = f(an) > 0, il existe ry, > 0 tel que Vx € R™, |x]|2 = th = |f(x)] < o;—“ d’apres la question
précédente. La fonction f étant continue sur le fermé borné K;, = B¢(0, ), comme on est en dimension finie,

d’apres le théoreme des bornes atteintes, f admet un maximum absolu sur K;;. Comme f est inférieure a %

sur la frontiere de K,, et que f(an) = o > %, le maximum de f sur K,, est atteint dans 'intérieur de K,

o
c’est-a-dire dans 'ouvert K;, = B(0,1y,) donc en un point critique, donc en an ou en —ay avec les calculs de

la question a.. Mais f(an) > 0 et f(—an) < 0 donc mp = I\{l(ax(f) = f(an).

Pour x € R™, on a deux possibilités :
® Six € Ky, alors f(x) < mp = f(an).
® Six ¢ Ky, alors f(x) < “2—“ < flan).

Ainsi, ¥x € R™, f(x) < f(an) = my, donc Mﬁle f(x) = f(an) et f admet bien en a, un maximum absolu.
xeR™

a. Soit ((x,y),(¥,y")) € (R*)?, on a o(x,y) — o(x,y’) = 0(x,y) — ¢(x,y') + ¢(x,y') — @(x,y’) en suivant
les axes donc, par inégalité triangulaire, | (x,y) — @ (x/,y")| < |o(x,y) — 0 (x,y")| + |0 (x,y") — @ (x/,y")| donc
oty o)l < [ txl eyl [yt [ (x|~ [t—x]) [e—y/|dt. Or |[a|~b]| < |a—b] done
oby) — o0, y) < ly—y'| [ Je—xlattx—x| [ jt-y/lde Orsi (xy) € ¢, Ve e [-1:1], x| <2t
[t—y’| < 2 donc [o(x,y)— @ (X, y")| <4(x—x'|+[y—y'|) =4/|(x,y)—(x/,y")||1. Ainsi, ¢ étant 4-lipschitzienne
sur C (avec la norme 1), on en déduit que ¢ est continue sur C. Plus généralement, ¢ est continue sur R?

]? avec a > 0.

car elle est, avec les mémes arguments, lipschitzienne sur tout carré du type [—a; a

b. La partie C est une partie bornée car ¥(x,y) € C, ||(x,y)|lcoc < 1, et fermée, car si ((X“’y“))neN est

une suite convergente, vers (x,y) € R?, de points de C, alors lim x, =x et lm vy, =y donc, comme
n—-+oo n—-+oo

vne N, =1 < xn,yn < 1, en passant a la limite quand n tend vers +o00, on a —1 < x,y < 1 donce (x,y) € C.

Comme ¢ est continue sur le fermé borné C en dimension finie, ¢ est bornée sur C et y atteint ses bornes ce
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qui justifie 'existence de p = ( M%nc((p(x,y)) par le théoreme des bornes atteintes.
xX,y)E

1 x y 1
c. Pour (x,y) € T, 9(x,y) = f_] [t—x||t—y|dt = f_1 [t—x] \t—y|d’c—|—fX [t—x| |t_y|dt+fy [t—x|[t—y|dt par
x 1
CHASLES donc @(x,y) = f 1(x—t)(y—t)dt+fy (t—x)(y—t) dt+f t—x)(t—y)dt. Ainsi, en développant,
X
o(xy) =xy[(x+1)—(y—x)+(1-y)]— (x+y) (f_ tdt—f tdt—|—f tdt)—l—f tzdt—f tzdt+f t2dt.
3_.3
1

Onadonc(p(x,y)zxy[Zx—Zy—i—Z]—L—;li[ —1—y?+xr 41—y + X 3'1'] Y gx + 3y qui se

3 3 —%x)3
simplifie en ¢ (x,y) = % —y*x +yx? — X? + 2xy + % = % + 2xy + %

d. Comme en b., T est un fermé borné donc ¢ admet aussi sur T un minimum qu’on note A = ( Mi)nT(q)(x, y)).
€

’

La partie T est un triangle dont les trois bords (frontiere de T) sont les cotés Cy : x = —1,—-1 <y < T,

Cr:y=1,-1<x<1et C3:—1<x=y < 1. Faisons une étude sur chacun des trois bords de ce triangle.
3

Sur Cy, soit f1 : [—1;1] — R définie par fi(y) = o(—1,y) = w -2y + %, alors f1 est dérivable

sur [—1;1] et fi(y) = (y + 1)? — 2 donc f; est décroissante sur [—1;—1 + /2] et croissante sur

[—1+v/2;1]. Ainsi, [I\Am(f]) =f1(-1+V2) = 4(2*37\[2) ~0,78.

3
Sur Cy, soit fa : [-1;1] — R définie par f2(x) = ¢(x,1) = =% +x4+2=1 (—x). Par conséquent, on

3 3
a [M11r11](f2) =f(1-2) = @ ~ 0,78. C’est normal car on a aussi f(—x, —y) = f(x,y) avec
le changement de variable t = —u.
Sur C3, soit f3 : [~1;1] — R définie par f3(t) = @(t,t) = t* + %, alors f3 est clairement minimale pour

t =0 donc [M]hh(fg) = f3(0) = % ~ 0,670.

Comme ¢ est de classe C' sur lintérieur de T car elle y est polynomiale d’apres la question c., on peut

o
chercher les points critiques de ¢ & l'intérieur de T. Pour (x,y) €T, %(x,y) = g—;(x,y) = 0 si et seulement
1

—(Y—xP+2y=(y—x)2+2x=0+= (y=—xet x> +2x =0) = (y = —x = Joux=y =0). Or
(0,0) n’est pas dans U'intérieur de T mais sur le ¢dté C3 donc 'unique point critique de ¢ a lintérieur de T
11 11 1 1 2 1 1 : s
est (— = 7) en lequel (— = 7) = - — -+ £ = —. Comme cette valeur — est strictement inférieure aux

22 mete(—33) 3727372 2
trois valeurs des minima des fonctions f1, f2, f3 trouvées précédemment, ¢ admet son minimum a 'intérieur

de T en un seul point qui est ( > E) car il n’y a qu’un point critique. Ainsi, A = 12

e. Comme T C C, on a A > n. De plus, pour (x,y) € C,si x <y, on a (x,y) € T donc f(x,y) = A. Et si
x >y, comme ¢(y,x) = @(x,y) et (x,y) € T, on a ¢(y,x) = A donc ¢(x,y) = A. Ainsi, A est un minorant de

f sur C donc u > A. Ainsi, ?\—u—%

1 1
f. Par exemple, six > Tety > 1,ona(p(x,g)zf_1(x—t)(y—t)dt>f_](X—U(y—])dt:Z(X—l)(y—1)

donc liT @(x,x) = +00 et la fonction ¢ n’est pas majorée sur R? donc n’admet pas de maximum absolu.
X—> 100

Quant au minimum éventuel, découpons le plan en 9 parties :

1

e Si (x,y) vérifie x € [-1;1] et y € [-1;1], alors (x,y) € C donc ¢(x,y) > p = 3

1 1
e Si (x,y) Vériﬁex21ety>1,<p(x,y):f1(x—t)(y—t)dt:2xy (x+vy) f tdt—l—f]tzdtdonc
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2 2 _8<1
=2 = £=2> - =
eyl =2y + 322+ =725 =u
, - ! 2 2 _4-1
081(x,y)ver1ﬁex>1etyg—l,(p(x,y):f x—tit—yjdt=-2xy—<22—-<=2>_ =y
-1 3 3 372
1
e Si (x,y) vérifiex < —lety =1, o(x,y) fq(t—x)(g—t)d:—zw %>2—§=%2%=u.
1
e Si (x,y) vérifie x < =1 ety < =1, o(x,y) = fi](t—x)( y)dt = 2xy —l—% 2+ % = % > % =

X 1

o Si (x,y) vérifie x €] = L[ ety > 1, o(x,y) = [ (= Oy —tdt+ [ (t =%y — vdt donc
— X

x> 2 N x> 2 (1—X)3 2

o(x,y) :xf?+(l+x )y apres calculs et @(x,y) > f?er +x+1= erZerg =fa(x) = p.
X

e Si (x,y) vérifie x €] — ;1] et y < —1, o(x,y) f1x7t tfydt+f (t —x)(t —y)dt donc

x> 2 x+1)° 1)
(p(x,y):—x—f—?—(]—i—x) /—x—|—3—|—1—|—x —2x+ £ —f1(x)2u.

o Si (x,y) vérifie x = 1 ety €] — 1], o(x,y) = fy1(x —t)(y —t)dt + fl(x —t)(t — y)dt donc
- y

wls,

3
oloy) =x(+v?) +y—L 21+ +y - L =ny) >
y 1
e Si (x,y) vérifie x < =T ety €] — 1;1], o(x,y) = f 1(t—x)(y —t)dt + f (t —x)(t — y)dt donc
- y
3 3
oloy)=—x(1+y?) —y+ L 214y’ —y+ L =n(y >

Ainsi, u est le minimum de ¢ sur R2. On aurait pu traiter moins de cas avec les symétries de la fonction ¢.

+oo

a. Supposons qu’il existe une fonction y :] — r;r[— R définie par Vx €] — r;7[, y(x) = > anx™ qui soit
n=0

solution de (E) sur | — r;r[ avec r > 0. Puisque le rayon R de la série entiere ) anx™ vérifie R > r par

n=>0

Pexistence de y(x) pour x €] — r;r[, on peut dériver terme a terme a lintérieur de Uintervalle ouvert de

+oo —+o0
convergence | — R; R[ donc dans | —r;7[, ainsi Vx €] —r;7[, y/(x) = Y. (n+Dansix™ = Y. (n—1)ap_1x™"2.
-0 =2
+oo +oo +oon "
Onadonc Vx €] =71, > (n—1Nan_1x"+ > anx™ =ao+ ». ((n—1)an_1 + an)x™ =x? ce qui donne,
n=2 n=0 n=1

par unicité du développement en série entiere, ap =0, a1 =0, a2 =Tet Vn >3, (n—1)an—1 +an =0.

. . a .

On trouve donc, par une récurrence simple, que Vn > 3, an, # 0 donc que Vn > 2, 27“ = —7 puis
n

lim | S&ntl

m ’ = +o0 et, avec D’ALEMBERT, R = 0, ce qui est absurde. Ainsi, il n’existe aucune solution de
n——+oo aT‘L

(E) qui soit développable en série entiere au voisinage de 0.

b. Les solutions réelles de (Eo) : x?y’+y =0sur Iy = R* ousur I, = R* sont les fonctions y : x — Ae'/*

avec A € R car x — + est une primitive de x — ,Lz sur I1 ou I,. Par méthode de variation de la constante,
X X

1/x

une solution particuliere de (E) sur Iy ou I, se trouve avec y : x — A(x)e'/* avec A : ) — R dérivable. En

reportant dans (E), y solution de (E) <= Vx € Iy, x*A/(x)e!/ X —A(x)e! /X +A(x)e!/* = x? <= N (x) = e71/*.

xX
On prend, sur I, la fonction A : x — f] e~ '/tat (la primitive de f: t — e~ 1/t

qui s’annule en 1 € 13). Les
X
solutions réelles de (E) sur I, sont donc les fonctions y : x — (oc + f e_l/tdt)ev" avec o € R. Puisque

lim e'/* = 400, si on veut une limite finie de y en 07, il est nécessaire d’avoir lim (oc+ f _1/tdt) =0.
x—0t x—0+t
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La fonction f est continue sur ]0;1] et se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0 ce qui assure la
1 1
convergence de fo f(t)dt, la seule valeur possible pour avoir une limite finie de y en 07 est donc « = fo f(t)dt.
1 X X

Posons ypo : x — (fo f(t)dt + f1 e*”tdt)e]/X = el/x fo e~ !/*dt par CHASLES. Comme f est positive
et croissante sur Ry, pour x > 0, on a ¥Vt € [0;x], 0 < f(t) < f(x) donc, par croissance de l'intégrale,

X X
0< f f(t)dt < f f(x)dt = xf(x) donc 0 < yo(x) < xf(x)e'/* = x. Par encadrement, lim yo(x) = 0.

0 0 x—0+t

X
La fonction yg : x — e!/* fo e~ !/tdt est la seule solution de (E) sur R’ qui admette une limite finie en 0%,
X
c. Par la méme méthode qu’en b., les solutions de (E) sur R* sont les fonctionsy : x — ((B—I—f : e_”tdt) el/x
avec p € R car —1 € R*. Pour tout f € R, lim (Be'/*) =0car lim e' =o0.
x—0— t——o0

Pour tout x €] — 1;0[, en posant les fonctions u : t — e/t et v:t s t2 qui sont de classe C' sur [~1;x],

X x X
on a e”"f : e 1/tat = e”"{tze’]/t} : —Ze]/"f 1te’]/tdt = x2 — e.e! 2e1/"f : te”/tdt. On

recommence en posant u: t — e~ /tetv:t— t3 quisont de classe C! sur [—1;x] et on a la nouvelle relation

X x N
e”"f : e /tat = x2 — e.e!/x — 2el/x [t3 71/t] +6e1/"f 1tze*]/tdt. A terminer.
132

a. Par opérations, f est continue sur R?\ {(0,0)} car V(x,y) € R?\ {(0,0)}, x* +y? > 0. Si [|(x,y)|]2 <1

et (x,y) # (0,0), on a [f(x,y)] = —xZIn(x* +y?) car 0 < x* +y? < 1 donc In(x* + y2) < 0. Ainsi,
six =0, [f(x,y)] = 0 et six #0, [fx,y)] < x*In(x*) = —4x?n(|]x]) = g(x) car x* +y? > x* donc
—n(x* +y2) < —n(x*) = 41n(|x|). Comme g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 0 par

croissances compareés, si on se donne ¢ > 0, il existe n > 0 que Vx €] — m;n[, |g(x)] < e. Ainsi, si

(%y) € R2\{(0,0)} et si [|(x,y)ll2 < Min(1,n) > 0, on a [f(x,y)| < g(x) <.

Ceci prouve la continuité de f en (0,0) donc, d’apres ce qui précede, f est continue sur RZ.

_ 2
b. D’abord, (O 0) = M = lim 27 In(jt]) _ lim 2t In(|t|) = 0 par croissances comparées.
*Ho t t—0 t t—0
De méme, 9£(0,0) = 1im 0,8 —1(0,0) _ lim 0 = 0. De plus, pour (x,y) € R?\{(0,0)}, on a classiquement
) ay t—0 t - -0 - Y p P »Y ) ’ q
5
g—i(x,y) =2xIn(x* +y?) + N —|—y2 et aay( x,y) = ﬁ Avec I'indication de I’énoncé, pour x # 0, on a
4
g{;( x?) = X42_T_ = 1 donc lim g—y(x x%) =1 # 3 of (0 0) alors que ’Eij})(x, x%) = (0,0). Ainsi, g—; n’est pas

x#0
continue en (0,0), ce qui justifie que f n’est pas de classe C' sur R?.

c. (x,y) € RZ\ {(0,0)} est un point critique de f si et seulement si %(x,y) =o0et A(xy) =0 Or
a° 2Py
X +y? X +y?
grad’f(x,y) = (0,0) <= (x =0 ou (y = 0,x = +e'/?)). En tout point critique (0,y) de f, on a £(0,y) = 0.
Comme f( +el/2) O) =1 In(1/e?) = 2 0, les points critiques (0,y) ne sont pas des minima absolus de f.

e e

2xin(x? +y?) + =0<= (x =0o0u (y = 0,8 1n(]x|]) + 4x = 0) ce qui donne enfin

a. Le couple (a,b) € R? est fixé. Les solutions sur R de 1’équation homogene (Eo) : y” — 4y = 0 sont,
d’aprés le cours, les fonctions y : t — Ae?t +Be 2t avec (A, B) € R? car I’équation caractéristique associée a

(Ep) est z%2 —4 = 0 donc les solutions sont 2. 11 est clair que les fonctions fq : t — _atT—&-b et fy:t— atT—b
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sont respectivement solutions particulieres de I’équation (E) sur R et R*.
Analyse : soit y : R — R une solution de (E) sur R, il existe d’apres ce qui précede quatre scalaires réels

A1,A2,B1,B3 tels que Vt > 0, y(t) = Aje?t + Bre 2t — ‘“T“’ et Vt < 0, y(t) = Aze?t + Bye 2t + ‘“T—b.

Par continuité dey en 0, y(0) = lim y(x) = A1+B; ~b— im y(x) = As+Br—2: A1 4B = As+B, (M.
x—0+ 4 x=0- 4

4
A1 —By=A, —-By+ % (2). En additionnant et en soustrayant (1) et (2) : Ay = Ay — % et B =By + %.

Par continuité de y’ en 0, on a y/(0) = lim y'(x) = 2A7 —2B; — & = lim y'(x) = 2A; — 2B, + & donc
x—0+ x—0— 4

Synthese : soit (A7,B7) € R? et la fonction y : R — R définie par y(0) = Ay + By — % et aussi par

Vx > 0, y(x) = A1e?* + Bre 2 — GXTH) et Vx < 0, y(x) = (A1 - %)ezx + (131 + %)e*zx + GXT_b' Ce

qui précede prouve que y est une solution de classe C* de (E) sur R% et R*. De plus, comme il vient
lim y(x) = lim y(x) =y(0) = A1 +B1 — 2 : yest continue en 0. lim y'(x) = lim y/(x) = 2A; —2B; — &
x—0+ x—0— 4 x—0+ x—0— 4

donc y est de classe C' sur R avec y'(0) = 2A7 — 2By — %. Enfin, ¥x > 0, y”(x) = 4A1e?* + 4Bje ™%X

et Vx < 0, y”’(x) = 4(A1 - %)eZX +4(B1 + %)e*“ donc lim y”(x) = Hm y”(x) = 4A1 +4B7 et y est
xXx—0—

x—0+

donc deux fois dérivable en 0 (théoréme de prolongement C' appliqué & y’) avec y”(0) = 4A1 + 4B7. Ainsi

y”(0) —4y(0) = 4A; +4B; — 4(A1 + By — %) =b = a|0| + b. Finalement, y est bien solution de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y : R — R définie par (Aq,B7) € R%, y(0) = A1 +Bq — %,

Vx>0, y(x) = Aje?* + Bre 2X — ‘”‘T“’ et Vx < 0, y(x) = <A1 - %)GZXJF (81 + %)e*z’% ‘”‘T_b.

b. Si une solution y de (E) sur R a l'expression ci-dessus, pour que y admette une asymptote en +oo, il

est clair qu’il est nécessaire et suffisant qu'on ait A; = 0 et pour que y admette une asymptote en —oo, il

est nécessaire et suffisant qu’on ait By + % = 0. Ainsi, la fonction y : R — R définie par y(0) = f% — %,
Vx >0, y(x) = —%e’z"— MTH et Vx < 0, y(x) = —%ez"+ axT—b est 'unique solution de (E) sur R dont le

_ax+b oty = ax —b

graphe possede des asymptotes en +0o, respectivement les droites d’équations y = 2 1

a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C>) sur ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme

2, .2
V(x,y) €D, [f(xy)] < Ixylﬁ% = x[fyl <[/ )ll3 et que  lim [|(xy)]l2 =0, par encadrement, on

+ (x,4y)—(0,0)
trouve ( l)im(o 0 f(x,y) = 0 = £(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R?.
ny — )

b. %(0,0) = E% w = %(0»0) = lg% w = 0 en revenant a la définition et, par

4 22 4 4 22 4

4x —y") of x(y” + 4x“y” —x")
lcul brutal Bf (g yy = YOTHITY —yT) By . Le second caleul
un calcul brutal, on a 3, (x,y) o172 et 3y (%y) o1 y))? e second calcu
n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc g—i(x,y) = —g—;(y,x) en dérivant (1) par rapport

a x avec la regle de la chaine.

c. De méme, les fonctions rationnelles % et z%j sont continues sur 'ouvert D par opérations. De plus,

4 2.2 4
VY(x,y) € D, %(X’U)‘ < [ul(2x (:; ‘:cyg)z-l- 2y7) _ 2ly| < 2||(x,y)]|2 et, comme en a., % est aussi continue
of _ _of of : ;
n (0,0). Comme 7 (x,y) = —@(y,x), 3y est aussi continue en (0,0).
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Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.

of of of of
~—(1,0) = =(0,0) - (0,8) = ==(0,0)
o%f — lim 9Y dy — limt = o%f — lm 0x ox T
d. 37y(0,0) = lim . = limt =1t £5(0,0) = lim : = —1. On
of of of of
52f —(t,O)f—(0,0) azf ai(oat)fai(oyo)
peut aussi calculer 23.(0,0) = lim 9% 0x =0et 25(0,0) = lim ¥ Y = 0. Par
0x t—0 t oy t—0 t

2 2
contraposée du théoréme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C? sur R? car Zﬁcafy (0,0) # a?J—afx(o, 0).
1/x

a. La fonction g est dérivable sur R* par opérations et Vx < 0, g/(x) = e'/* — € — 4 ¢X > 0 donc g
X

strictement croissante sur l'intervalle R* . Or lim g(x) = —oco et lim g(x) = 1 donc, par le théoréme de la
X——00 x—0—

bijection, g réalise une bijection strictement croissante de R* dans]—oc;1[. Comme g(—1) = —e~'+e™ =0
et que g est une bijection R* dans | — oo; 1], le seul réel x strictement négatif tel que (x) =0 est x = —1. Or
g(x) = 0 est impossible si x > 0 donc, pour un réel x € R, g(x) =0 <= x = —1.

b. f est de classe C' sur R? par opérations et V(x,y) € R?, g—i(x,y) = eY +ye~, aa—lj(x,y) = xeY +e*. Ainsi,
Wf(x,y) =(0,0) <= (Y +ye* =xeY +e*=0) <= (xy —1=xe /¥ + ¥ =0) <= x =y = —1 d’apres
la question a.. Le seul point critique de f sur R? est donc le point (—1,—1).

c. Comme R? est un ouvert, si f admet un extremum local, c’est en un point critique, donc en (—1,—1).

2
Comme f est aussi de classe C? par opérations sur RZ, on calcule %(X,y) = ye¥, %(x,y) = xeY et
x Y
-1 2
2 -1

e~ ! et —3e”! de signes stricts opposés donc f admet en (—1,—1) un point selle. f ne posseéde donc aucun

o%f
0x0y

(x,y) = e* + eY, donc la hessienne de f en (—1,—1) est e~ ( ) dont les valeurs propres sont

extremum local, et a fortiori aucun extremum absolu. De plus, f(x,1) = ex +e* et lim f(x,1) = —0c0 et
X—>—00

lim f(x,1) = +oco donc f n’est ni minorée, ni majorée.
X—400
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