DEVOIR 01 : REVISIONS

PSI 1 2026-2027 mercredi 02 septembre 2026

QCM

Trigonométrie des angles doubles

Vx € R, cos(2x) =1 —2sin?x ¥x € R, tan(2x) = _2tanx

1 —tan?x

2
Vx € R, cos(2x) = 2cos?x + 1 Vx € R, x # % [1] = cos(2x) = 1-—tan x

1+ tan? x

Croissances comparées : soit « >0, B € R

lim x®In(x) =0 lm xe Px =0 lim S0 g lim M)

x—0+ X——+o00 x—0+ X x—+oo e

Développements limités classiques
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Circulaires réciproques et hyperboliques

. 1) o1 1 - _n
Vx € R, (Arccos ( ch(x))> = i) Vx € [—1;1], Arcsin(x) + Arccos(x) = 5
Vx € R, (Arctan(sh(x))/ = Vx € [—1;1], Aresin’(x) + Arccos’(x) =0

ch(x)

Définition | Soit f: R — R et un réel a € R. Traduire “f est continue en a” avec des quantificateurs.

Enoncé | Donner un énoncé complet, avec les hypothéses minimales, du théoréme de ROLLE.

Exercice 1 | Montrer que Vx € [—1;1], f(x) = Arccosx + Arccos(—x) = m.

Exercice 2 | Soit f: R — R de classe C' telle que Vx € R, —1 < f/(x) < 0.
a. Que peut-on dire des limites éventuelles de f en oo ?
b. Montrer que g : x — x — f(x) réalise une bijection de R dans R.
c. Montrer qu’il existe un unique ¢ € R tel que f(¢) = L.
Soit une suite (un)nen définie par up € R et Vn € N| w1 = f(un).
d. Montrer que Vn € N*| |uy — €] < |up — {| = «. Indication : unyy — €= f(un) — f(¢).

e. Justifier Pexistence de k= Max _|f/(x)|. Montrer que k < 1.
xE[l— o0+ ]

f. Montrer que Vn € N, |un — ] < k™|up — ¢|. En déduire la limite de la suite (un)nen.



| DEVOIR 01 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 01 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j | 1] 2] 3|4 | Fautes
1 X X
2 X X
3 X X
4 X | X
1.1 Vrai: cos(2x) = cos? x—sin? x = 1—sin? x—sin? x 1.2 Faux: cos(2x) = cos® x—(1—cos? x) = 2 cos?(x)—1

1.3 Faux : formule correcte mais pas pour tous les réels 1.4 Vrai : la formule est classique et les x convenables.

—2x
2.1 Vrai : du cours 2.2 Faux : vraisi p >0 2.3 Vrai: sin’(0) =1 2.4 Faux: sh() _1—e ~1

e* 2 2°
4
3.1 Vrai: cours et sin impaire 3.2 Faux : il y a des — 3.3 Faux : il manque ’2‘—4 3.4 Vrai : %(%) (;2> =1

3 9
) . L . r sh/(x) ch(x)
4.1 Faux : Arcsin et Arccos non dérivables en +1 4.2 Vrai : (Arctan(sh(x)) = 5~ = — 4.3
1+sh“(x) ch“(x)
!
Vrai : du cours 4.4 Faux : (Arccos( ! )) = — shz(x) X (— ch(x) ) = sgn(x).
ch(x) ch”(x) \/Chz (x) - 1 ch(x)

La fonction f est continue en a si et seulement si Ve > 0, Joue > 0, [x —a| < a = |f(x) —f(a)| < e.

Enoncé | Soit I un intervalle de R, f : I — R une fonction et a < b deux réels de I. Si f est continue sur
[a; b], dérivable sur Ja; b et si f(a) = f(b), alors il existe un réel ¢ €]a;b[ tel que f'(c) = 0.

f:[—=1;1] = R est dérivable sur | — 1;1[ et f'(x) = — +(=1) x (— +> =0
1—(—x)?

= n. Comme f est clairement paire et

)
n, T
2 + 2
que f(1) =+ 0=m, on a Vx € [—1;1], Arccosx + Arccos(—x) = 7.

Exercice 2 | a. Comme f < 0 sur l'intervalle R par hypothese, f est strictement décroissante sur R. Par le

donc f est constante sur l'intervalle | — 1; 1] ou elle vaut f(0) =

théoréme de la limite monotone, f admet une limite finie en —co si f est majorée et lim f(x) = +oo sinon.
X——00
De méme, f admet une limite finie en +o0 si f est minorée et 1111 f(x) = —oo sinon.
X—+00
b. Comme Vx € R, ¢'(x) =1 —f(x) > 0, la fonction g est strictement croissante sur R donc elle y est
injective. De plus, avec la question précédente, lim g(x) = 4ooet lim g(x) = —oco. Ainsi g est surjective
X—+00 X——00
de R dans R par le théoreme des valeurs intermédiaires car g est continue. Par conséquent, avec ce qui
précede ou directement avec le théoreme de la bijection continue, g est bijective de R dans R.
c. Comme 0 € R, il existe un unique ¢ € R tel que g(¢) = ¢ — f(€) =0, c’est-a-dire I € R, f({) = ¢.

d. Par I'égalité des accroissements finis, comme w, 11— = f(un) — f(€) et que f est de classe C' sur R, pour

tout n € N, il existe cn € Jun; L[ tel que uni1 —€=f'(cn)(un — ) donc Junt1 — € < [un — ¢ car |f'(cn)| < 1.
On a donc Ju; — ¢ < [up — €] = awet, si up — | < a pour n = 1, [upyq — & < Jun — €] < « clot hérédité.

e. Comme |f'| est continue sur le segment K = [ — ;€ + «], elle y est bornée et y atteint ses bornes donc il
existe a € K tel que |f'(a)] = Mckx [f'(x)] = k. Ainsi, k existe et k = |f'(a)| < 1 par hypothese.

xXe
f. On a bien |up — | = k®|uo — €] < k°fup — £| (initialisation). Soit n € N tel que |un — € < k™|up — ¢,

alors par I'inégalité des accroissements finis car f est de classe C' sur R et, avec la définition de k, on a

[unttr — L = [f(un) — F(O)] < Sup [F(x)] X |[un — €] et Sup |f'(x)| < k car Jun; €[ C [{ — o; € + . Ainsi,
xeinil] x€unil]
[unt1— < kx (kM up—L]) = k™1 ug—¢| (hérédité). Par principe de récurrence, Vn € N, |un—¢| < k™|ug—£|.

Comme lim k™ =0 car |k| < 1, on obtient par encadrement lim u, =¢£.
n—+o0 n—+o0



