DEVOIR MAISON 1 : BEAU GAUSS

PSI 1 2026/2027 pour le jeudi 10 septembre 2026

(PARTIE 1 : WALLIS)

Pour tout n € N, la fonction f,, : 8 — sin™(0) est continue sur le segment {0; 721} donc I, est bien

/2 1 — — qi /2
défini. Ona |Ip = %, L =[— cos(E))]g/2 =letl, = j;) ]C(z)ﬂde = [%}0 =

13

Comme f,, est positive, continue et pas identiquement nulle, d’apres le cours, Or fy1 < fn
/2
sur {O; %} donc I 41 < I, par croissance de U'intégrale. De plus, I, — 41 = fo sin™(0) (1 — sin(e))de et

la fonction 6 — sin™(0) (1 — sin(G)) est continue, positive et pas identiquement nulle sur [O; %} donc, comme

avant, I, — I;;17 > 0. Ainsi, ’1& suite (In)n>o0 est strictement décroissance. |

2
(sin())x (sin™*'(0))do. Les deux fonctionsu : @ — — cos(0)

o/
Pourn € N, on décompose I, 12 = fo

et v: 0+ sin™1(0) sont de classe C' sur {O; %} et, par intégration par parties, on parvient a la relation

/2
Int2 = [— cos(e)(sin(e))n+1]g/2 Y+ 1)fo cos2(6) sin™(6)d0. Comme cos?(8) = 1 — sin(8), par
linéarité de lintégrale, In12 = (n 4+ 1)(In — Ing2) done [T = 20— illn.
n
D’aprés 1.1.2et 1.2.1, I, 42 < Iny1 < Iy done 2T~ +1 < Ini < 1. Par encadrement, | lim i g,
n+2 In n—+oo In

Posons un = (n+1)IhIhyrpourn € N. Onauny1 = (m+2)Ih41lnt2 = (n+ 1) 411, d'apres 1.2.1.

Ainsi (un)nen est constante. Comme ug = 1.1.%, il vient |Vne N, (n+ 1)Ihlhp = %

Comme en 1.2.2, pour n > 1, on a I, 41 < In < I,_7 donc ﬁ =Inlny1 <12 < Iplpg = ﬁ

m i ra

Ainsi, comme I, > 0, 2(n77:[|—1) <I, < /ﬁ. Par encadrement, |I, o o | e i) o

—

Pour k € N, I = Zkzz ] Dyx_2 = k=1, x % Ip (par récurrence). Ainsi, en rajoutant les termes pairs

. ) 2K)!o 2x)! x n (2K
t t t Ik = ( = ©5 T S2ZkFT :
qui manquent au numérateur, on trouve | Iy @222 2Rz 2 T 2Tk
De mé ik>0,1 = i d’apres 1.3.1 d I _ 2
e meme, si k = 0, Ipyyq = m apres l.o. onc 2k4+1 — m




PARTIE 2 : DEFINITION ET CALCUL DE f0+oo e_tzdt’

Comme h : t — et est de classe C® sur R4, le théoreme fondamental de I'intégration nous permet

d’affirmer que ’H est bien définie et C*° sur Ry | , c’est 'unique primitive de h sur Ry qui s’annule en 0.

Ainsi H = h > 0 donc ’H est strictement croissante sur l'intervalle R, . ‘|

Soit A > 1, comme Vt > 1, e=t < et et que Vt € [0;1], e~t" < 1, on a par la relation de CHASLES la

1 A A
minoration |H(A) = fo e tat + f] e Ydat <1+ f1 etdt=1+[-e P =141_eAg141
e e

La fonction croissante H est majorée par 1+ 1 d’apres 2.2 donc elle admet une limite finie en +oo d’apres
e

“+00 A
le théoréme de la limite monotone. On note j; e tdt = AHT H(A) = AHT o e tdt=1
— 100 — 100

Soit b :] — 1;4+00[— R définie par b(x) = x — In(1 + x). Alors b est dérivable sur | — 1;400[ et

b'(x)=1-— 1 — _X_ donc b est décroissante sur ] —1;0] et croissante sur R;. Or b(0) = 0 donc b est
T+x T+x +

positive ce qui donne bien Vx > —1, In(1 + x) < x. On peut aussi dire que m : x — In(1 + x) est concave

1 5 < 0 donc sa courbe est en

(1+x)

dessous de ses tangentes, notamment en 0, d’ott  |Vx > —1, m(x) = In(1 +x) < x = m/(0)(x — 0) + m(0).

sur | —1; 00| car elle y est deux fois dérivable et que ¥x > 0, m”(x) = —

2 2 2
Soit n € N* et t € [0;4/n], en posant x = t; € [0;1] C] — 1;+o0[, d’apres 2.4.1, In (1 + t;) < %
2\ n
Comme n > 0 et exp croissante, et < ﬁ Sit=+/n, (1 — %) <e v est claire (0<e™). Si
(+5)

2 " 2 2

t € [0;4/n[, avec x = -= €] — 1;0[C] — 1;4+00[ et, d’apres 2.4.1, In (1 — t—) < -8 Commen > 0 et exp
n n n

: \ 2\ 2 2\ 12 1
croissante a nouveau, (l — —) <e V. Ainsi, |Vn e N* Vte|[0;y/n], (1 — —) <e VK o
n

(”;)n.

2\
t (1 - t—) est continue sur [0; /1] et @ : 0 = \/ncos() est de classe C! de [O; 7ﬂ dans [0; /n].
n

2\n 0
En posant t = ¢(8), on a foﬁ (1 - %) at= [ (1= c0s2(0)" =/ sin(0))d0 = v/ Lz
T

2\ —n
t (1 + L) est continue sur [0;4/n] et ¥y, : 0 — /n cotan(0) est C' de [%, %} dans [0;4/n]. On
n

. vn 2\ " /4 on —v/n /2 on—2
2 _ . M N . _
obtient fo (1 + n) dt fﬂ/z sin2™(8) x (sz(e))de \/ﬁfﬂ/4 sin?""2(0)d0 < /mlam_2 | car

. . _ o an—2
[%, %} c [o; %} en posant t = P, (0) car cotan’(0) = —sin~4(9).



Soit n € N*, on integre la double inégalité de la question 2.4.2 sur le segment [0;4/n] et on a

Ve 2\n N Ve
I’encadrement fo (1 — t—) dt < fo e_"2 dt < \[;) %dt par croissance de 'intégrale. Grace
n

n

. . vn
aux questions 2.5.1 et 2.5.2, on obtient donc |{/n It < fo

2.6.2| Or, d’apres 1.3.2 I ~ [T~ [T et Iy~ [—T  ~ | aussi. P
B CAPTES B2 S OB A St B 2an 1) fe ([ an & M2 0/ 2@ — 2) Ay an T T

conséquent lim Mnlymyr = lim nlypm_2 = ﬁ Par encadrement, on adonc | lim H(y/n) = ﬁ
n—-+oo n—-+oo 2 n—-+oo 2

et dt = H(y/n) < V1 Ian2.

Comme on sait avec 2.3 que lim H(A) existe et vaut I, par caractérisation séquentielle de la limite et com-

A—+oo

+o00
posée, lim H(y/n)=TIcar lim /n=4oco. Ainsi, par unicité de la limite, |I= fo et dt = ?

n—+oo n—-+oo

[PARTIE 3 : AUTRE METHODE

3.1.1] On applique 'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE & f = exp de classe C2 entre u et v & l'ordre 1. Si
ppiaq g P

(v —u)?

2

e —et—e*(v—u)|<e

(u,v) €] — 0o; 1], puisque f'(u) = e* et 7[\/[ax [f”] = Max(e',e¥) < e,
u,v

Avec3.1.1,six € Ry, h e [—%; %}, t€[0;1], u = —x(1+t?) €]—o0;1] et v = —(x+h)(1+t?) €] —o0; 1],
o= A (14+12) _ —x(14t2) (1 +t2)efx(1+t2) < ehz(1 +t%)

2

comme v — u = —h(1 4 t?) : . Mais comme

1+ t% < 2, on obtient bien ‘e_("“‘h)(]“'tz) x4t 4 h(1+ tz)e"‘““z)‘ < 2eh?.

—x(1+t?)
Pour x > 0, la fonction t — eﬁT est continue sur le segment [0; 1] donc ‘cp(x) est bien défini. ‘|

Sixe Ryethe [—%; %] \{ 0} tel que x+h > 0, par linéarité de I'intégrale et inégalité de la moyenne, on

1
<|‘ﬂf0

e(x+h) —oe(x) VX142
‘ T +fo e dt

e—(x+h)(1+t2) . e—x(1+t2) +h(1+ tZ)e—x(]+t2)

5 dt. Grace
1+t

e(x+h)—e(x) T (1417
a h Jrfo e dt

1
< fo 2e|h|dt = 2elh].

a la question 3.1.2, on a donc

Comme }llin}) 2e|h| = 0, en faisant tendre h vers 0" dans I'inégalité de la question précédente, on prouve
—

par encadrement |la dérivabilité de ¢ en x € R4 et lim
h—0+ h

QM = 0() _ gy = [ entieirgy
0




2 . x 2 Lo
Comme t — e~ ' est continue sur R, w: x — fo e Y dt est de classe C! sur R, par le théoreme

X
fondamental de l'intégration. f = w? est donc de classe C' sur Ry et |Vx >0, f/(x) = 2e7% fo et dt.

1
Comme g(x) = ¢(x?), par composée, g est dérivable sur R, et |[g/(x) = 2x¢’(x?) = —2x fo e (4 gy

1
Six>0,g/(x) =—2xe fo e " dt et on pose t = Pp(u) = ¥ avec ¢ de classe C' de [0;x] dans [0; 1]
X

. . ’ 2 x .2 2 x _¢2 .
ce qui, par changement de variable, donne |g’(x) = —2e™* \[;) e % du=—2e% fo et dt| (variables

muettes). Comme g’(0) = 0, cette relation est universellement vraie sur R.

—x2(1+t2%)
Soit x > 0, comme £ . > 0, il est clair que g(x) > 0. De plus, puisque et < 1,0n a
e (e Xt e’ dt _ e ™ - . e
gx)=e% fo Sy dt < fo T2 - 4 et XETOOQ(X) = 0| en encadrant car XBTDQ Y 0.

Pour x € Ry, (f+g)'(x) = (x) + ¢'(x) = 2e~ fox e t' 24t — 2¢7 fox e~t"dt d’aprés 3.3.1 et 3.3.2

dt > = Arctan(1) = %, on a

1
donc f + g est constante sur l'intervalle R,.. Comme f(0) = 0 et g(0) = fo —

donc |Vx >0, f(x) + g(x) = f(0) + g(0) = %

D’apres la question 3.3.3, on a tim g(x) =0orf(x) = %—g(x) donc, par soustraction: lim f(x) =
X—>+00

X— 400

13

X—r—+00

. X420 . L A U \/Ei too 42
Ainsi, comme fo e Vdt=+/f(x),ona lm , ¢ dt= =7 7‘[0 e” ' dt.

+o0 +oo
Cette intégrale fo et dt, dite de GAUSS, est célebre, et sa valeur est donc fo et dt = ? Ainsi,

+oo +oo
par parité, on a f e tat = V7, et avec le changement de variable u = /2t, on a f e~ W /24t = /21
o0

+oo ,—u?/2
et enfin f = eru = 1. Cette derniere intégrale permet de définir la loi normale standard N(0,1) (ou
oo -

loi gaussienne ou loi de LAPLACE-GAUSS ou loi normale centrée réduite), c’est une loi & densité sur R et
b _—u?/2

une variable aléatoire X suit cette loi si V(a,b) € R?, a <b = P(a < X < b) = f e\/T du. Cette loi

a ]

est essentielle en probabilités grace au théoreme central limite.



