Correction du DS1

Partie I

1.a)

T . k T T
Comme k # 0, / cos(kx)dx = {sm; x)} = 0 et, par linéarité de I'intégrale, / fat)dt =0
0 0 0
n.oo - ) noo 1 — eine n —924sin (2x
On a f,(z) = Re Ze“” et comme e # 1, on a Ze’kx = 6“076_ — eZTlﬂf&(m?) d’ott on
k=1 1 I—ew —2isin (%)
n+1 . n
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déduit f,(z) = COS( Q.x) éln(2x> = ; [Sin( n Jc) — sin (x)] =|—5+ sgn(x)
sin (%) 2sin (%) 2 2 2 2

Le résultat étant donné, on pouvait aussi le prouver par récurrence sur n.

On a lién In = 11(1)11(1 +2f,) =2n+1 car, la somme étant finie et par linéarité de la limite, lir% fn(x) =n, donc
r—r

on prolonge par continuité g, par|g,(0) = lin}) gn(x) =2n+1
z—

On peut aussi déterminer cette limite & partir de Uexpression de g, et en utilisant sin(x) ~o®
T—

™ s
On a, pourn > 1, g, =14 2f, donc u,, =7+ 2/ fa(t)dt = 7 (avec I.1.a) ; comme ug = / dt =7, on a
0 0

‘unzwpourtoutnEN‘

2
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On a g(z) = 2%2_‘_ O(xQ)O(x ) = — “12_:_0(2(;;) = —% + o(z). Comme g(0) = 0, on peut aussi écrire
-1
g(x) = g(0) — % + o(z) et ce DL;(0) prouve que g est dérivable en 0 et | g'(0) = —
et e

/T . 1 , 7—sin(§) T\ —cos( )
Comme sin (5) #0six€]0,7], gest C sur 0,7 et ¢'(x) = e () (2) + (Cos (a) 1) SamZ (1) (

)
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on obtient limg" = ——
0 a

- am+1)Z)]" 7 2+ 1)Z
getx — —cos ((2n + 1);) sont C* sur [0, 7] donc, v,, = [g(x) o8 (gni )2)1 _|_/ g’(x)w dz
2 o 7O 2

x r 1
Commecos(a)—lf(\; 22’ —l—?—g(O) donc‘gestC sur [0,7‘(‘]‘

2 ™
par IPP, donc |v,| = Tl ‘/ g'(z) cos ((2n+ 1);) dz
n 0

2 ™
< '(z)|d inégalité triangulaire.
S on+ 1/0 |¢'(z)] dz | par inégalité triangulaire
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On en déduit, par encadrement, Lm vn 0 | puisque Lm 1

1 (7 1 ("
Avec I.1.b, par linéarité de I'intégrale, X,, = ~3 / cos (£> dx + 7/ gn(x) cos (E> dx donc, par définition
0 0 o

« 2
1 (7 sin (2% y 1
de gn(z), X, = —2 gin (E> + 7/ M (cos (E) -1+ 1) dr et | X,, = —2 sin (z) + — (v + up)
2 a 2Jo sin(%) a 2 e! 2
vue la valeur de g(z).
Comme lim wu, =met lim v,=0,ona| lim X, = —gsin (E) + T
n——+4oo n—-+oo n——+oo 2 6% 2

Ona/ cos(kx)cos<£>dx:1/ [COS((k—i-l)x)—l-cos((k—l) w)] dx et comme onak:tlaéo,
0 o 2 Jo o « «

on a /7r cos(kx) cos (E) do = 1 [sin ((k+ é) x) + sin ((k - i) x)]ﬂ,

2 k+1 k-1

done /”COS(,W)COS (2) dr = (—1)* (m(g) ) sin(g)> [“Fasin(z) ( 1,1 )
0 «
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Avec l'expression de f,, on a | X, = gsin (E> z:(—l)]C (1 o + T ka) la somme étant finie et par

linéarité de l'intégrale.



Partie I1

1
1. La fonction z est continue sur [0, +o0[ et, pour z > 0, 0 < < —;- Comme « > 1, lintégrale

+ ga 14 2o T

+o0 +oo
/ —, est convergente (Riemann) donc, par comparaison, / - converge donc ‘ I, existe pour a > 1
1 1

T 1+

1 boat !

2. ¢ est continue sur ]0,1] et 0 < ¢(t) < Fi=p ; comme 1-8<1, / Fi-p converge donc / ©(t) dt converge aussi.
0 0

L’application u + u® est C', bijective et strictement croissante de ]0,1] sur ]0,1], dt = au®~'du, donc, par

1 1 ,0(B-1) 1
changement de variable, / p(t)dt = / Y x au® "t du = a/ cara(f—1)=1-a.
0 o l+u® 0

1+ u>

1 1
3. 9 est continue sur |0,1] et 0 < 9(t) < 77 avec B8 < 1 donc / ¥(t) dt converge.
0

-« —x

On pose cette fois t = u~ : la fonction u + u™ est C' bijective et strictement décroissante de [1,+oo[ sur ]0, 1]

1 1 af —+oo d
et on trouve / Y(t)dt = / ui_ X (—a)u™ 1" du = a/ Y
0 1

too LHu® 14+ ue’
1 — (—1)n+1gntl 1 tntl
4.a) Onao,(t) = ( 1:—t (car t # —1) donc (avec t > 0) On(t)_l—i-t‘ =1 < it
1 1 1 1 1
b) Ona /O o(t)dt 7/0 on ()P dt| = /0 (1+t - crn(t)> tP= ldt' /O i an(t)‘ tP=1 dt par inégalité
T 1 B+ 71 1
triangulaire. Puis, avec I1.4.a, / —— — o) Pt < / At = | —————| = ———— avec
o |1+t 0 n+p+1], 14+n+p
1 1
1
1+n+ > 0. On a donc bien / tdt—/ o, (P A € ———
g ewar= [ o 1
1 1 5 1 5 1
On trouve de méme, P(t) dt —/ Opn_1(t)t™ dt’ < / t"Pdt K ———
0 () 0 ) 0 n—pg+1
c) A nouveau par linéarité de I'intégrale, la somme étant finie, on a
1 1 n n—1 1
/ on(t)t? 1dt+/ On1(t) Bdt:Z(fl)k/ A+ Y (- k/ th=F dt
0 0 —o 0 —o 0
n tk+’8 1 n—1 tk+1 8 1 n n—1 a
=S (i) 0 } = D
~ k+B8lo = k+1-8], & P 1—(k+1)a
h=k+1 2 k « 2 h 1
i -1 -1 -
YD Y = e ()
1 1 92X
ce qui donne / o ()P dt Jr/ on1 ()t P dt = o+ —" | avec 1.3.d.
o 0 sin (Z)

1 1 1 1
d) Par encadrement, avec I1.4.b, on a / o(t) dt +/ Y(t)dt = lim o ()Pt dt +/ on_1(t)t7 P dt. Avec
0 0 0

n——+00 0

1 1
I1.4.c et 1.3.b, on en déduit / o(t) dt +/ P(t)dt = Comme, par relation de Chasles et avec II.1
0 0

n(z)

1 1
et I1.2, on a al, = / p(t)dt —l—/ () dt, on conclut | I, =
0 0

s

o sin (g)

Partie II1

1
1. t — 7 tet est continue sur RT*. Si ¢ €]0,1] alors 0 < et < et 1 — v < 1 donc / et dt
0

=

+oo
converge. Sit > 1 alors 0 < t7 e ® < e car vy — 1 < 0 donc / t7"Le~t dt converge aussi. On en déduit que
1

‘ G, existe pour v €]0, 1[‘

=1 1 1
2.a) t 1+t€7ﬂ est continue sur R™*. Si ¢ €]0,1], on a 0 < 1+te*“ <t = prm— et 1 —v < 1 donc
' t771 ztd S t"/il xt t771 1 d e t’Yil xtd
“*dt converge. Sit > 1,ona 0 < ——e * K = et 2—~ > 1 donc ——e tdt
/O 1+t€ nv I‘g 1 = n RS 1+t€ NS t t27’7 ’}/ 11 /1 1+t€

converge. Ainsi, ‘ F,(z) existe pour z > O‘




b) On pose t = u'/7 : la fonction u — u'/7 est C', bijective et strictement croissante de R™ sur R** donc

oo 0T 1y 1 G
F,(0) :/ — X —uv du = 711/,7 Comme — > 1, on a, d’apres I1.4.d, | F,(0) = —
o l4ur 7 Y sin(y)

u
3.a) On poset = —, pour > 0 : I'application u +— — est C!, strictement croissante et bijective de RT* sur R
x x

1 +oo y—1 d 1 +oo y—1

dt = —du donc F,(z) = / Me‘”—u = —/ Y _e~du. De plus, pour v > 0, on a
x o 1+ (u/x) x v Jo 14+ (u/x)

-1

u?
— < ldonc ——— e * < u' " te™, ce qui donne, en intégrant (la convergence des intégrales est
1+ (w/z) 1+ (W) ° E grant ( & 8
, G,
déja assurée) | Fy(z) < e
) G’Y :
b) On a l'encadrement 0 < F,(z) < —- ——— 0 donc |lim F,, =0
Y z—+oco “+o00
1
#est O sur RT car v > 0et t7e™® = o = | car 2 > 0 donc il existe a > 1 tel que, pour ¢t >
1+t t—+too  \ 12
on a —e —. Ainsi e est convergente si x
S1+4°¢ S e y 11t &
+oo 1y—1 Foo 1y—1 +o0
O 4t O (1t
5. On a, par linéarité, F,(z) — F.(z) = / 7—'_6_7“5 dt = / ﬁe‘” dt = / t7~te=*" dt donc,
g o T+t 0 1+t o
G
en utilisant le changement de variable u = zt déja justifié précédemment, on obtient | F. (x) — F!(x) = —
v ol Y
et et
6.a) Siz>0,t— e est continue sur [z, +oo[ et, pour t > 1, 0 < e < et done ‘ hy(x) existe pour « > 0‘
T et et T et
b) On écrit hy(z) = —/ e dt+ h,(1) donc, comme t e est continue sur R**, z e dt est I'unique
1
e’ e "
primitive de x — 5 qui s’annule en 1 donc | h, est C! sur R et h;(x) = —— pour z > 0
x

c¢) Par produit, H, est C* sur R™ et, pour z > 0, H(x) = Hy(z) + Gye"h(x) = H,(z) — Gve’”% donc

G
H,(z) — H! (z) = x—ﬂj pour z > 0

1 et et
d) L’application t = est décroissante sur [z, 400 donc, pour t > z, on a 0 < e < — . ce qui donne en
T
oo et 1 too @G
intégrant, 0 < Hy(z) < G1€” —dz =Ge"— [ — e_t} = —L. Par encadrement, on a | lim H,=0
x7 xv x x7 +oo

e) Comme F, et H, sont solutions sur l'intervalle R™™ de la méme équation différentielle linéaire, F,—H, est
solution de I’équation homogeéne y —y = 0 donc il existe A € R telle que Vo € R F, () — H,(z) = Xe”.

Comme k{.r.}(F7 — H,) =0, on en déduit A = 0 donc H

7. 11 s’agit de prolonger I’égalité, valable sur R**, entre F,et Hyenx =0 : F, est continue sur R™ donc en 0 et
—t

e 1 too -t too —t
comme 0 < — < — avec v < 1, l'intégrale / — dt est convergente donc lim hy(z) = / —dt, ce qui
S 0 U 0 U
+oo —
donne hn% H,(z) = G, / dt Par passage a la limite quand = tend vers 0 dans I’égalité de III.5, on a
+oo t"y—l +OO —
/ e / ar
o 1+t

+oo
8. En remarquant que / et—,ydt = G (et 1 —v €]0,1[) et avec la valeur de F,(0) vue en IIL.2.b, on déduit
0

T
G,Gi_y = ——
YT Sin(y)
1 —t
9. Avec vy = - €]0,1], on a G%/2 = % — 7 et comme ¢ > < est positive, on a G5 > 0 donc | Gy2 = /7
2 5111(2) Vit

On pose alors t = u? : Iapplication u — u? est C!, strictement croissante et bijective de R** sur R**; dt = 2udu
2

T00 o—u +oo 2 ﬁ
donc Gy /g = / X 2udu = 2.Jy ce qui donne l'existence de Jy et / e " du= 5
0 u 0




Partie IV

1.a)

La fonction cos est de classe C2"2 sur R; pour k < n, on a les dérivées cos®) (0) = (—1)* cos(0) = (—1)*
et cos®**1(0) = (=1)¥sin(0) = 0 puis | cos®*? | = |cos| < 1 donc inégalité de Taylor-Lagrange donne
2n+1 uk |u|2n+2
cos(u) — —cos®(0)| < ———]cos®"*?) ||, ce qui, compte tenu des termes impairs qui sont nuls
= k! (2n +2)!
n 2k 2n+2
u u
d — —1)k <
onne | |cos(u) k;)( V@i S Ear o)
On applique & nouveau 'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction ¢ : u +— e “ qui est C> sur R™; on a
n
-1 k n+1
©"(0) = (=1) et [V (u)] = e < 1 sur RY donc [e™ —’;)( /4;!) uf| < (:+ i 0 donc, par
d t —u i (_1)k k
encadrement, |e™* = lim T u
1
La fonction ¢ — 2"~ est continue sur RT et 12"~ oo © (ﬁ) done |+ t2e™ " est intégrable sur R
—+o0
5 2n-+1
Les fonctions u : t — e et v : t 1 sont de classe C* sur RT; u(0)v(0) = Em uv = 0 donc, par IPP,
n 00
+oo oo gantl 2 2 2n + 1
Jn = |:U(t)’l](t):|0 —A mt1 X <—2t€ ¢ ) dt = THJH_A,_L On a donc J7L+1 = TJ”
0! 2n)! 2 1 2 1 2n)!
Une récurrence suffit : on a bien Jy = Jy X 001 etsiJ, =Jy (47:;)' alors J,4+1 = %Jn HR n;— x Jo (47:;)'

. B (2n + 2)! B (2n+2)!
pus it = o oYe x4l — V(¢ 1)1

400
t— cos(mt)e*’52 est continue sur RT. On a ‘cos(xt)ef’?’ < et et / e dt converge d’apres IT1.9 donc
0

t— cos(gct)e_t2 est intégrable sur R

On a les inégalités suivantes (toutes les intégrales convergent d’apres IV.2.a) :

oo _ - (—1)k 2k, 2k | —t2
/0 (cos(mt) kz (2k)!x t )e dt

=0

+oo T (_1)k

| oky2k
‘]:(x)—/o Z (2k)!x t*Fe™" dt
k=0

< /+<><> cos(xt) — zn: (_1)kx2kt2k e dt
= !
0 2" (2h)
IV.l.a /+0<> (xt)>n+2 L p2n+2 ;
S ) @nr2)f T @nto)rtt

1.2n+2

< J
04"+1(n +1)! no+oo

ce qui donne le résultat par encadrement.

Par linéarité de l'intégrale (toutes les convergences ont déja été prouvées), on a
n

+oo T —1)k e —1)k n —1)k n —1)k /2 k
/0 ];) ((%;! e de = ];0 ((Qk;! ECEDY (4kk)! LY : k!) (4)

k=0 k=0

72 +oo T (_1)k
donc, avec IV.1.b et = € RT ona lim
4 (2k)!

2 2 . . 7’ . .
22 ?* et dt = Jye=* /%, Par unicité de la limite,
n—-+oo 0

k=0

F(z) = gefﬁ/‘l pour tout réel x

on conclut




