PSI1&2 DS1 samedi 12 septembre 2026

L’usage des calculatrices est interdit

Dans tout ce probléme, on considere o un réel tel que o > 1.

I Reésultats préliminaires.

1. Pour tout n € N, on définit les deux fonctions f,, et g, sur |0, 7] par fo(x) =0 et

sin ((Qn er 1)a:>

(3

a) Calculer / cos(kx) dz, pour k € N*, et en déduire la valeur de / fa(t)dt.
0 0

fn(x) = ZCOb(k‘l‘) et gn(x) =
k=1

1 1
b) Montrer que si x €]0,7] et n € N, on a f,(x) = ) + ign(x)

¢) Montrer que g,, est prolongeable par continuité en 0. On notera encore g, la fonction ainsi prolongée.
Quelle est alors la valeur de g,(0) ?

s
d) Pour n € N, on pose u,, = / gn(t) dt.
0
Montrer que, pour tout n € N, u,, = .

2. On définit sur [0, 7] la fonction g par :

o 2) -
w(3)

Montrer que g est de classe C' sur ]0,7] et calculer ¢'.

vV €]0, 7], g(x) = et ¢(0)=0

Montrer que g est dérivable en 0 et préciser ¢’(0).

)
)

¢) Montrer que g est de classe C' sur [0, 7].
)

Pour n € N, on pose v, = / g(x)sin ((Qn + l)g) dz.
0
A
2n+1

Montrer, & 'aide d’une intégration par parties, qu’il existe A € R tel que Vn € N*, |v,| <

e) En déduire la limite de la suite (vy,)nen.

3. Pour n € N*, on pose X,, = / fn(x) cos (£> dz.
0 «

1 1
a) Montrer que, pour n € N*, on a X,, = —% sin (E) + ZUp + SUp.
!

s : T a7
b) En déduire que ngrf-looX" =573 sm(a).

¢) Pour k > 1, calculer / cos(kx) cos (£> dz.
0 «

d) En déduire que, pour n € N*, on a X,, = %sin (E) Z(—l)k [



II Calcul d’une intégrale.

1
On pose dans la suite du probléme § = —; on a donc 0 < 3 < 1.
e
On définit sur ]0, 1] les fonctions ¢ et ¢ par :

_ 81 t=8

Yt €]0,1], o(t) et Y(t) = —

dx
14z’

1+t
+oo
1. Justifier la convergence, pour o > 1, de l'intégrale /
0

Dans la suite, on note I, la valeur de cette intégrale :

+oo d
Ya > 1, Ia:/ r
0 1+ 2o

1
2. Montrer que / ©(t) dt est convergente et que, en posant t = u®,
0

1 1
d
/soa)dt:a/ .
0 o 1+u~

1
3. Montrer que / ¥ (t) dt est convergente et que
0

1 “+o00
/w(t)dt:a/ du_
0 1 1+ u>

n
4. Pour n € Net t € R, on pose 0,(t) = Z(—l)ktk.
k=0

1
an(t)—m <t

b) En déduire, pour n € N*| les deux inégalités suivantes :

a) Montrer que : ¥n € N, V¢t € [0, 1], ntl

1

1 1
t)dt — 2O A < ———— et
[ ewar- [ o \ 1

1
n+1-—p8"

1 1
/ () dt — / G (t) dt\ <
0 0

1 1
c) Calculer / o ()P dt + / on_1(t)t7P dt et en déduire, en utilisant 1.3.d,
0 0

1 1
2X,,
/ o ()P dt + / On_1 (Ot P dt = a +
0

(TN
0 sin | —
«

d) Déterminer la valeur de 1.



III Vers la formule des compléments.

Dans la suite du probléme, on note v un réel de 'intervalle ]0, 1].
On pose :

+oo +oo t7_1
Gy = / t7teTtdt et Vo e[0,+o0[, F,(z)= / ——e " dt.

1. Démontrer que G, existe.

2. a) Démontrer que F), est bien définie sur [0, +ool.

b) A Tlaide d’un changement de variable, déterminer un lien entre F,(0) et I/, et en déduire

3.a) Montrer que, pour z > 0, F,(z) < — G, ; on pourra, entre autres, utiliser le changement de variable v = xt.

7
b) En déduire la limite, quand z tend vers +oco, de F, ().
+o0 tY

4. Démontrer que, pour x > 0, 'intégrale / e~ "' dt est convergente.

o t+1
Dans toute la suite du probleme, on admettra que la fonction F, est continue sur R* et de classe C! sur R**, avec

+oo tY

—+x% / _ —xt
Vo e R™, F(z) = /0 P dt.

5. Pour tout z €]0, +oo[, démontrer que :

6. Pour tout x €]0, +o0[, on pose :

a) Montrer que h., est bien définie sur R**.

b) Justifier que h, est de classe C! sur RT™* et donner la valeur, pour = > 0, de h;(x)

+oo —t G
c) En déduire que H, : z — G, X e‘r/ % dt est solution, sur R**, de I’équation différentielle y — 3y’ = —::
. x
d) Montrer que xgr}_loo H,(z) = 0.
e) En déduire que
Vz €]0,+00[, Fy(z) = Hy(z).

7. Déduire des questions précédentes que :

+oo t'yfl +oo eft
/ dt=a, [
o t+1 0 2

8. Démontrer I'identité suivante (formule des compléments) :

™

= Gam

9. En déduire la valeur G/, puis celle de I'intégrale de Gauss :

+00 e
Jo = / € dt.
0



IV  Une transformée de Fourier.
1.a) Montrer, a 'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, que, pour tout u € R et n € N, on a
u2n+2

cos(u) — Z (_1)ku2’“ <—
= (2k)! = (2n +2)!

n

b) Montrer que, pour u > 0, on a

n _1k
e “ = lim Z( ) uk

+oo
2. On pose, pourn € N, .J, = / 2re=t" gt ; Jo est donc l'intégrale de Gauss calculée a la fin de la partie précédente.
0

a) Justifier, pour n > 0, que J,, existe.
b) A Tl'aide d’une intégration par parties, déterminer une relation entre J,, et J,11.

¢) En déduire, pour n € N, que

a) Justifier que F(x) existe, pour tout réel x fixé.

b) Montrer que

F(x)= lim

n—-+oo 0

¢) En déduire la valeur de F(z).



