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(PARTIE 1 : TRACES ET PROJECTEURS)

n
Les deux matrices C = AB et D = BA sont dans Mn (R), la case (i,1) de AB contient ci i = > ai bk, et la
k=1
n n n
case (k, k) de BA contient dx x = > by iaik. Par définition de la trace, Tr (C) = Z Z ( Z ai kb 1)
~ ~ ~ &
n n n 1 i i
etTr (D)= > dkk = 2, ( > bk,iai,k) Par interversion des sommes doubles (i et k sont ”indépendants”)
k=1 k=1 Vi=1

et par commutativité du produit des scalaires dans R, |Tr (C) = Tr (AB) = Tr (BA) = Tr (D).

Soit B et B’ deux bases de E et P la matrice de passage de la base B a la base B’. Le théoreme de

changement de base permet d’affirmer que Mat 5(t) = PMat /(t)P~'. D’apreés la question précédente,

en écrivant P Mat ¢/ (t)P~! = P(Mat 5/(t)P~") et en prenant A = P et B = Mat 5/(t)P~", on obtient les

égalités : | Tr (Mat g (t)) = Tr ((Mat ¢/ (t)P~1)P) = Tr (Mat 5/(t)(P~'P)) = Tr (Mat /(t))| ; ce qui prouve

I'indépendance de Tr (Mat 5 (t)) par rapport & une base B de E.

Soit x € Im (p) N Ker(p), alors il existe y € E tel que x = p(y) et p(x) = Og. Ainsi, puisque p? = p, il vient

x = p(y) = p2(y) = p(p(y)) = p(x) = O¢. Ceci montre que Tm (p) 1 Ker(p) = {0¢ }.
Soit x € E, posons y = x — p(x) et z = p(x), alors x = y + z et on a clairement z € Im (p). De plus,

p(y) = p(x)—p(p(x)) = p(x)—p?(x) = p(x)—p(x) = 0 donc y € Ker(p). Ceci montre que E = Im (p)+Ker(p).

On vient donc de montrer que |E = Im (p) @ Ker(p)

On pouvait ne montrer qu’un des deux renseignements et utiliser la formule du rang pour conclure.

Comme pop’ = po (ide —p) = p — p? = 0 par hypothese, on a I'inclusion Im (p’) C Ker(p). De plus, si

x € Ker(p), on ap(x) = 0g donc x = x—p(x) =p’(x) € Im (p’) ce qui prouve lautre inclusion Ker(p) C Im (p’).

Par double inclusion, on a bien ’Im (p’) = Ker(p). |

En remplagant p par p’ dans ce qui précede, comme (p’) =idg —p’ =idg — (idg —p) = p et que p’ est aussi

un projecteur car p’? = (idg —p)? =idg —2p+p? =idg —2p+p =idg —p =p’,on a ’Im(p):Ker(p').l

La décomposition de la question précédente montre qu’en posant r = rang (p) = dim(Im (p)), on peut choisir

une base B = (v, *,Vr,Vrp1, -+, vn) telle que (vq,- -+, v;) soit une base de Im (p) et (vyy1,+ -+, vn) une base

de Ker(p). Puisque Vk € [1;7], p(vk) = vk puisque Im (p) = Ker(idg —p) et Vk € [r+ 1;n], p(vk) =0, on

en déduit que Mat ¢ (p) = ( b OT‘”_T> donc |Tr (p) = Tr (Mat 5 (p)) =r = rang (p).

On—r,r On—r




@ En notant p = dim(F) et ¢ = dim(G), il existe des bases (vi,---,vp) de F et (wq,---,wq) de G. Par
conséquent, la famille (vy,---,vp,wi,---,wq) de cardinal p + q est génératrice de F4G. Or le cardinal d'une

famille génératrice est supérieur & la dimension de l'espace donc p + q > dim(F + G) ce qui justifie bien

que ’dim(F +G) < dim(F) + dim(G).l On pouvait bien stir aussi utiliser la formule de GRASSMANN car

dim(F 4+ G) = dim(F) + dim(G) — dim(FN G) < dim(F) 4+ dim(G) car dim(FNG) € N.

Par linéarité de la trace, Tr (s) = Tr (p1+ -+ pm) =Tr (p1) + -+ Tr (pm) = rang (p1) + - - - + rang (pm)

d’apres la question 5 puisque p1,- -+, pm sont des projecteurs. Ainsi, ‘Tr (s) est un entier naturel | car tous

les rang (pi) pour i € [[1;m] sont eux-mémes des entiers naturels.

e Sim =1, alors s = py est un projecteur donc, d’apres la question 5, rang (s) = Tr (S).
eSim=2s=p;+p2etsiyecIm(s),ilexiste x € E tel quey = s(x) =p1(x) +p2(x) € Im (p1) +Im (p2) ;
ceci justifie linclusion Im(s) C Im(py) + Im(p2). Or, d’apres la question 6, on obtient l'inégalité
dim(Im (s)) = rang (s) < rang (p1) + rang (p2) = dim(Im (p1)) + dim(Im (p2)). Nous avons l'initialisation
de la récurrence : rang (s) < rang (p1) +rang (p2) = Tr (p1) + Tr (p2) = Tr (s).

e Soit m > 2, supposons que si s est la somme de m projecteurs, alors rang (s) < Tr (s). Soit maintenant

m+-1 m
P1y -, Pm+1 des projecteurs de E et s = > py. Alors en posant s’ = > py, on a par hypothese de
k=1 k=1

récurrence rang (s’) < Tr (s’). Or s = s’ +pma1 done, comme avant, a 'inclusion Im (s) C Im (s’)+Im (pmy1)
ce qui amene rang (s) < rang(s’) + rang (pmy1) toujours d’apres la question 6. On en déduit d’apres la
question 5 que rang (s") < Tr (s’) + Tr (pmy1) puis, par linéarité de la trace, rang (s) < Tr (s).

Par principe de récurrence, on conclut que pour tout entier m € N*  si s = p; + -+ + py, est la somme de

m projecteurs de E, alors rang (s) < Tr (s).

Dans notre cas, comme s = pq + - - - + pm est la somme de m projecteurs de E, on a ‘rang (s) < Tr (s). |

(PARTIE 2 : PROJECTEURS DE RANG 1]

Soit f1 un vecteur non nul de Im (p) (comme dans la base € & venir). Comme Im (p) est une droite, (f1) est
une base de Im (p). Le vecteur (p ot)(f1) = p(t(f1)) appartient & Im (p) = Vect(f1) donc il existe un réel p
tel qu’on puisse écrire (p o t)(f1) = pufy.

Par conséquent, pour tout vecteur x de E, on a p(x) € Im (p) donc il existe un réel A tel que p(x) = Afy et

(potop)(x) =(pot)(Mf1) =A(pot)(f1) =Auf; = up(x) ce qui permet de conclure que

@ D’apres la question précédente, p ot o p(f1) = up(f1). Mais, par hypothese, f; € Im (p) donc p(f1) = f;
d’aprés la question 4 donc p(t(f1)) = up(f1) ce qui équivaut & p(t(f;) — ufi1) = 0 ou encore au fait que
t(f1) — ufy € Ker(p) = Vect(fz2,- -+, fn). On peut donc écrire t(f1) = pfy + pifa + - -+ + unfn ce qui garantit

bien que la premieére colonne de la matrice Mat ¢(t) commence (en case (1,1)) par p.

On peut conclure que |la case (1,1) de la matrice de t dans la base € contient .




Montrons la contraposée de "implication de I’énoncé, a savoir :

“si B est une matrice d’homothétie, alors p’ ot op’ est proportionnel & p’”.

Supposons donc qu'’il existe un réel o tel que B = aln_1. Or p’ est la projection sur Ker(p) parallelement &
0 O1,n71

Im (p) d’apres la question 4 donc Mat ¢(p’) = (0 I . Comme Mat ¢(t) = (g ]é) , on obtient
n—1,1 n—1

Mat ¢(p’otop’) = 0 Orn—1) (v L)y 0 Orn—1) e qui devient en calculant par blocs
On-1,1  In-1 C B On-1,1  In-s

0 O1,n—1 0 01n—1 0 01 -1 0 01,n—-1
Mat e(p’otop’) = o X ' = ’ =« ’ . On
e(p P (C B ) (On—1,1 In_1 ) (On—m B ) <0n—1,1 In—1 )

a donc Mat ¢(p’ otop’) = aMat ¢(p’) = Mat ¢(ap’) donce p’ ot o p’ = ap’. Par contraposée, on a bien établi

que ’si p’ otop’ n’est pas proportionnel & p’, alors B n’est pas une matrice d’homothétie. |

PARTIE 3 : ENDOMORPHISMES DIFFERENTS
D’'UNE HOMOTHETIE

Raisonnons par I’absurde en supposant que pour tout vecteur x de E, x et t(x) sont proportionnels.
Soit B = (vq,---,vn) une base de E, il existe donc des scalaires A1, -+, Ay tels que Vk € [1;n]], t(vk) = Axvk.
Mais si on pose v =v1+- - -+vy, alors v # 0 donc il existe un réel A tel que t(v) = Av. Ceci impose la relation
tv) =t(vi) 4+ +tlvn) =Mvi+- -+ Avn = Avy + - -+ Avy ou encore (A —A1)vy + -+ (A —An)vn = Of.
Comme (vq,---,vn) est libre, ceci implique A; = --- = A, = A. Ainsi, Vk € [1;n]], t(vk) = Avk = (Aid g)(vk)

donc t = Aid g (ces deux endomorphismes coincident sur une base). Ceci est impossible par hypothese, on a

donc bien montré par ’absurde qu’ ‘il existe un vecteur x € E tel que x et t(x) ne soient pas colinéaires. |

D’apres la question précédente, il existe un vecteur e; de E tel que ey et t(e1) ne sont pas colinéaires.

Ceci implique que (e7,t(e1)) est libre. Posons e, = t(eq). Par le théoréme de la base incomplete, il existe des

vecteurs ez, - -+, en dans E tels que B = (e, ez, -, en) soit une base de E. La premiére colonne de Mat g (t)

0
1

0
vaut | 0 | € Mun,1(R) par construction car t(e;) = e, ou, par blocs, (g) avec C= | . | € Mnu_1,1(R)

1

0
]
0 L 0
et on a Matrg(t)z c A avecL€M1,n_1(R), C= . GMn_L](R) etAEMn_1(R).
0
Montrons par récurrence sur les entiers n € N* la propriété suivante :
P(n) = “soit F un R-espace de dimension n et s un endomorphisme de F tel que Tr (s) = 0, alors il existe

une base B’ de F telle que la diagonale de Mat 5/(s) soit nulle”.

Si s est une homothétie, Tr (s) = 0 implique s = 0 et Mat 5/(s) = 0 pour toute base B’ de E : OK !

e Sin = 1, F une droite réelle et s un endomorphisme de F de trace nulle, alors il est clair que s = 0 donc



toute base de F convient car la matrice de s dans toute base est nulle.
e Sin =2 et s n’est pas une homothétie, d’aprés la question précédente appliquée & F = E et s = t, il existe

une base B telle que M = Mat (s) = avec (¢, a) € R%. Mais comme Tr (s) = 0 et que la trace d'un

1
endomorphisme ne dépend pas de la base choisie, on a Tr (s) =0 = Tr (M) = a ainsi a = 0. Par conséquent,

Mat g(s) = (? é) et la base B convient car la diagonale de Mat 5 (s) est nulle.

e Soit n > 2 tel que P(n) soit vraie, soit un R-espace F de dimension n + 1 et s un endomorphisme de

F de trace nulle tel que s ne soit pas une homothétie. D’apres la question précédente, il existe une base
1

B = (e1,e2, - +,ent1) de F telle que Mat (s) = (C A

0 L) avec L € Myn(R), C= | . | € Mn,1(R) et
0

A € Mn(R). OrTr (s) = 0+Tr (A) donc Tr (A) = 0. En notant F = Vect(ez,- -, en+1) et s’ 'endomorphisme

de F/ dont la matrice dans la base (ez,--,en+1) de F/ soit A, comme dim(F') = n, 'hypothese de récurrence

nous permet d’affirmer Pexistence d’une base B” = (f2,---,fne1) de F telle que A’ = Matz~(s’) a sa

diagonale nulle. Si on pose B = (ey,f2, -, fn+1), alors B’ est une base de F et on a par construction

/
Mat g/ (s) = (é)’ }\,) avec L' € My n(R) et C" € My, 1(R). Comme la diagonale de Mat g (s) est nulle, la

base B’ convient pour prouver que P(n + 1) est vraie.
Par principe de récurrence, on conclut que pour tout endomorphisme de trace nulle dans un R-espace de

dimension finie, il existe une base B de cet espace telle que sa matrice dans la base B ait sa diagonale nulle.

Pour en revenir a t, ’il existe une base B’ dans laquelle la matrice de t n’a que des 0 sur sa diagonale. |

Sit’ =t—mjid g, comme t n’est pas une matrice d’homothétie, t' non plus. D’apres la question 12, il existe

0

une base B = (e7,ez) telle que Mat ¢ (t') = (]

€>. Commett’+t]idE,Mat3(t)(m] ¢ )
a 1 a -+ mj

Or Tr (t) = m; + m, par hypothése donc a + m; = m, et, avec B” = B, on a Mat 5 (t) = (n? nf )
2

’H existe une base B” telle que Mat 5 (t) a pour éléments diagonaux m; et m;. |

Par la propriété admise, il existe un projecteur q de E de rang 1, tel que qotoq = myq et ¢’ otoq’ ne

soit pas proportionnel & q' = idg — q . D’apres la question 9, dans une base € adaptée & la décomposition

E = Im(q) ® Ker(q), on a Mate(t) = (ng g | avec LeMin_1(R), C€Mn_1,1(R) et B € My_1(R).

Comme q' otoq’ n’est pas proportionnel & q’, la question 10 montre que B n’est pas une matrice homothétie.

Mat e(t) = <né] ;) avec L € M1 n—1(R), C € Mn_1,1(R) et B € Mn_1(R) avec (In_1,B) libre.

Pour n € N*, posons donc P(n) = “ soit F un R-espace de dimension n et s un endomorphisme de F qui

n’est pas une homothétie et tel que Tr (s) = m; + --- + my, alors il existe une base B’ de F telle que la

diagonale de Mat 5 (s) soit my,---, my (dans cet ordre)”.
P(1) est vraie par faute de combattants puisque tout endomorphisme d’un espace de dimension 1 est une

homothétie et on a montré P(2) a la question 14 ce qui constitue l'initialisation de la récurrence.



Soit n > 2, supposons P(n) vraie. Soit F un espace de dimension n+ 1 et s un endomorphisme de F qui n’est

pas une homothétie et tel que Tr (s) = mq1 + -+ + my + mpy1. D’apres la question 15, il existe une base
m; L
C B
qui n’est pas une matrice d’homothétie. Comme Tr (s) = mq + -+ + mn41 = mq + Tr (B), on en déduit

¢ =(e1,ez, -+, ent1) de F telle que Mat e(s) = ( avec L € My n(R), C € My, 1(R) et B € My (R)
que Tr (B) = my + -+ + muy1. Soit s’ 'endomorphisme de F' = Vect(ez, -+, en) tel que la matrice de s’
dans la base (ez,---,en+1) de F/ soit B. Comme s’ n’est pas une homothétie, par hypotheése de récurrence,
il existe une base €’ = (f2,---,fne1) de F telle que B’ = Mat ¢/ (s’) ait sur sa diagonale (et dans cet ordre)

les réels ma, -+, mn41. Sion pose B” = (ey,f2,--+,fns1), alors B” est une base de F et, par construction,

m; L' . .
on a Mat 5 (s) = < C’] B’) qui a bien sur sa diagonale les termes my, ma, -, mn41 (dans cet ordre).
Par principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n € N*. Ainsi, avec les notations de I’énoncé, si t

est un endomorphisme de E de dimension n tel que Tr (t) = mq + -+ + my, et si t n’est pas une homothétie,

alors ’il existe une base B” telle que Mat 5 (t) a pour termes diagonaux my,---,m, (dans cet ordre). |

PARTIE 4 : DECOMPOSITION EN SOMME
DE PROJECTEURS

D’apres la formule du rang appliqués a t, comme rang (t) = r par hypothese, on a dim(Ker(t)) = n —r. Soit

(er41,- -, en) une base de Ker(t) (il y en a bien n—r). C’est donc une famille libre de E qu’on peut compléter
en une base B = (e1,- -, er,ert1,- -+, en) de E (théoréme de la base incomplete). Par construction, comme les
n —r derniers vecteurs de B sont dans Ker(t), |Matz(t) = (g; g) ol B; € M,(R) et B, € Mn_r(R).

Soit t; 'endomorphisme de F = Vect(eq, - -, e;) (F est un supplémentaire de Ker(t)) tel que Mat 5/ (t1) = By
avec B' = (e1,---,e;). Or m = Tr (t) = Tr (t1) = Tr (B7) est un entier tel que Tr (t) > rang(t) = .
Ainsi, il existe un r-uplet (mq,---, m;) d’entiers naturels non nuls tel que m; + - -- + m, = m (par exemple
m;=-:--=my_7 =1et my =m—r1+1 convient). Par hypotheése By n’est pas une matrice d’homothétie
donc t; n’est pas une homothétie et la question 16 permet de justifier 'existence d’une base B"” = (f1,- -, f;)
de F telle que Mat 5~ (t1) = B} avec B} qui admet sur sa diagonale les termes my,---, m, (dans cet ordre).

Sion pose B’ = (f1,-+-,fr,ert1,- -, en), alors B’ est une base de E et, par construction, on peut conclure que

!
Mat ¢/ (t) = (E) Or’n_r) ou la diagonale de B} € M,(R) est my,---,m, € N* et B, € Mn_,(R).
2

OTlfT

I
1 Or,nfr
/

En notant Cq, - - -, C, les r premieres colonnes de la matrice (B ) ,etp1, -, pr les endomorphismes

2 n—r

de E tels que, pour tout entier k € [1;r]], la matrice My de py dans la base B’ a toutes ses colonnes nulles
C

sauf la k-ieme qui vaut ~X . Comme le terme diagonal de Mg en colonne k vaut 1, on vérifie facilement que
my

MZ = My donc que py est un projecteur de E (il est méme de rang 1 et donc de trace 1). On en déduit

T
(matriciellement) que t = > mypr = (p1+---+p1)+---+(pr+---+pr) (premiére parenthese avec my fois
K=1



p1 et derniére parentheése avec m, fois p,). Au final, dans le cas ot By n’est pas une matrice d’homothétie,

on conclut que |t est la somme d’un nombre fini (ici my + - - - + m, = m) de projecteurs. ‘|

Par hypothese, il existe un réel « tel que By = al,. Alors Tr (t) = ar > rang (t) = r donc o > 1 car r > 0.
e Si a=1,B7 =1, donc t* =t (calcul par blocs) et t est directement un projecteur.
eSia>1letr=1,alors By = aly donc « € N* car Tr (t) € N* et en notant p = —, on vérifie matriciellement
que p2 = p donc p est un projecteur et t =p + --- +p (o fois) est une somme do(; projecteurs.

e Sia>1etr > 2 soit pl'endomorphisme de E tel que Matg:/(p) = Eq,;; et t' = t — p, alors on a

/
Matfg/(t/) — <g1 Or,n—r
2

TT(t)=Tr(t—p)=Tr () = Tr (p) = ar — 1 € N* on a encore Tr (t') > rang (t') car ar — 1 > r — 1 donc,

o > avec B} = By — Eq,1. Comme B} n’est plus une matrice d’homothétie, que
n—r

puisque Tr (t') est un entier, on a Tr (t') > r > rang (t') (car la matrice t' dans la base B’ a n — r colonnes
nulles). On peut donc appliquer le résultat de la question 19 & t' qui est donc une somme de projecteurs.

Comme p est un projecteur et que t = t' +p, t est lui aussi une somme de projecteurs.

On a montré que si By est une matrice d’homothétie, ‘t est la somme d’un nombre fini de projecteurs.

DS 2.2 : C(EUR ET NILESPACE
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(PARTIE 1 : PRISE DE CONTACT)

Soit n € N et x € Ny, alors f™(x) = Og donc "' (x) = f(f™(x)) = f(0g) = Og et x € Npy1.
Soit n € N et x € I;,11, alors Jy € E, x = f"1(y) = f(f(y)) d'ott x € I,,.

On a bien établi les deux inclusions classiques : ’Vn € N, Ny C Npjg et Ly CIy.

En tant qu’intersection de sous-espaces (les images d’endomorphismes), ’ I est un sous-espace vectoriel de E.

¥n € N,0g € Ny, donc O € N # ). De plus, si (x,y) € N? et («, ) € R?, on a par définition d'une réunion
dp € Nyx € Np et dqg € N, y € Ng. Supposons par exemple que p > g, alors, d’apres la question 1, on a

y € Ngq C N;, donc, comme Ny, est un sous-espace vectoriel de E, ax + fy € Nq C N. D’apres le cours, on

peut conclure que ’N est un sous-espace vectoriel de E. |

Soit x € I, pour tout n € N, x € I, donc Jy, € E, x = M(y,) d’out f(x) = 1 (y,) € Iny1. De plus,
f(x) € Ip = Im (f°) = E. Ainsi, Vn € N, f(x) € I, donc, par définition d'une intersection, f(x) € I.

Soit x € N, alors In € N, x € N,, donc f™(x) = 0. Ainsi, f*(f(x)) = f*'(x) = f(f*(x)) = f(0g) = 0¢ donc

f(x) € N. On a bien montré que ’I et N sont stables par f. |

Par une récurrence facile, on montre que ¥n € N, f™* : P — X"P. Comme X"P = 0 => P = 0, I’endomorphisme

f™ est injectif que Ny = {Og }. Il est aussi clair que I;, = X™ R[X] (les multiples de X™ : polyndmes de valuation

supérieure ou égale A n). Ainsi |I= ﬂ In={0g} et N= U Nn = {0e }.
neN nenN




PARTIE 2 : QUAND CA S’ARRETE !]

Pour p = 0 et p = 1, on Ngyp = N par hypothese. Soit p € N* tel que Ngyp = Ng. On sait déja
que Ny C Ngypi1. Soit x € Ngjpi1, alors TP+ (x) = 7P (f(x)) = 0¢ donc f(x) € Ngjp = Ny d'on

5(f(x)) = 71 (x) = O ce qui montre que x € Ns1 = Ng. On a bien Ng 1 C Ng done Ng = Ngjp 17 par

double inclusion. Par principe de récurrence, ’Vp € N, Ng4p = Ng. | Comme Vk € N, Ny C Ng d’apres ce

qui précede, on a N C Ng. De plus, on a clairement Ng C N par définition d’une réunion, ainsi |N = Nj.

@I On peut définir fiy car N est stable par f. De plus, soit x € N, £, (x) = *(x) = 0g car N = N;. Par conséquent,

comme Ng_1 est strictement inclus dans Ng par minimalité de s, ff\,_I #£0: ‘fN est nilpotente d’indice s. |

De méme, on peut définir f1 car I est stable par f. Soit x € Ker(f1), x € I et f1(x) = f(x) = Og donc x € Nj.

Comme x € I, x € I donc il existe y € E tel que x = f*(y). Mais f(x) = 71 (y) = 0g donc y € Ny 1 = Ny

par hypotheése done f*(y) = x = O et on a bien Ker(f;) = {Og} ce qui justifie que ‘ﬁ est injective. |

On sait d’apres la question 5 que N2 = Ng. Soit x € N NI, alors il existe y € E tel que x = f5(y) et
Yne N, f*(x) =0g. Pour n = s, on a f¥(f*(y)) = 0g donc y € N5 = N ce qui prouve que f*(y) = x = O¢.

on peut donc conclure que |NNIg = {0¢}.

Pour p = 0 et p = 1, on Iy, = I; par hypothese. Soit p € N* tel que I,, = I,. On sait déja que
Litpt1 C L. Soit x € I, alors x € L4, donc il existe y € E tel que x = f™P(y) = f(f"P~(y)). Or
fTP=1(y) € Lijp_1 = Lijp donc il existe z € E tel que f""P~1(y) = f"P(z). Par conséquent, il vient

x = f(f"*P(z)) = f"TP1(z) € I,4p41. Par double inclusion, on a I, = I,;,41. Par principe de récurrence,

on conclut que ’Vp €N, I1p =I;.| Comme ¥Vn € N, I C I, d’apres ce qui précede, on a I, C I. De plus,

par définition d’une intersection, I C I;. Ainsi, Enfin, soit y € I, alors y € I, = ;41 donc il existe

z€E tel quey = f"T1(z) = f(f"(2)) € Im (f1) car f"(z) € I, = I. Ainsi, ’fI est surjective. |

@ Soit x € E, posons y = f"(x) € I,. Comme Iz, = I, il existe z € E tel que y = f"(x) = f?7(z) ce qui montre que

f'(x—f"(z)) = Og, c’est-a-dire x— " (z) € N;.. En écrivant x = x—f"(z)+"(z), on a ’E =1+ N, =1+ N,.

Comme I C Is,on a INN C Ig NN = {0g} d’apres la question 7, ainsi INN = {0g }.
Comme N C N,ona E=14 N, C I+ N d’apres la question 9, ainsi I + N = E.

On sait que fyn est nilpotente avec la question 6, que f1 est un automorphisme de I avec les questions 6 et 8.
Si on avait r < s, alors on aurait Is_; =I5 et Ng = Ngyq. On sait déja que Ng_; C Ng. Soit x € Ny, alors
=1 (x) € Is_1 = I, donc il existe un vecteur y de E tel que s~ (x) = f*(y). Ceci donne f(x) = 0g = 5+ (y)
donc y € Ngy1 = N donc £5(y) = £571(x) = 0 ce qui prouve que x € Ng_7. Par double inclusion, on a
Ns_1 = Nj ce qui contredit la minimalité de s.

Si on avait s < r, alors on aurait N._1 = Ny et I, = I,7. On sait déja que I, C I,_y. Soit y € I,_q,
il existe x € E tel que y = f"~'(x). Or f(y) = f"(x) appartient & I, = I, donc il existe z € E tel que
f(y) = f"T1(z). Par conséquent, f"(x) = f"*'(z) donc f"(x — f(z)) = 0 d’out x — f(z) € N, = N,_7 et



=T (x — f(z)) = 0g = f"1(x) — f"(z) ce qui montre que y = f'(z) € I,. Par double inclusion, on a I, 7 = I,

ce qui contredit la minimalité de r.

Au final, on peut conclure que ‘E = 1@ N, fn est nilpotente, f; est bijective et r = s.

(PARTIE 3 : EN DIMENSION FINIE

Par I’absurde, supposons que Vn € [[0;p]], N, # Nn41. Les inclusions de la question 1 seraient strictes et on
aurait ¥n € [0;p], dim(Nn41) = dim(Ny) + 1. Comme No = {Og}, on aurait en sommant ces inégalités :

P
dim(Np4q) = > (dim(Nyggq) — dim(Nyg)) > p + 1 ce qui est impossible car Ny C E. Alors, il existe

n € [0;p] tel que Ny = Nyi7. Par la formule du rang appliquée a f* et f**1 dim(I,) = dim(I41). Or

Ihy1 C I, d’apres la question 1, donc Iy = I 4q : ’EIn € [0;p]l, N = Np4q. En déduire que I, = L1 41. |
2 0 0 O
PP . 0o 0 1 0
Par définition, en notant B4 la base canonique de |A = Mat g, (f) = 11 0 -1 Par calculs,
1T -1 1 1
4 0 0 O 8§ 0 0 O
2 1 1 0 — 3 1T 1 0 —1 . N
on trouve |A“ = 11 0 - et A° = 11 0 —i Comme les trois premieres colonnes de A
4 0 0 O § 0 0 O

sont clairement indépendantes et que sa quatrieme colonne est Popposé de la seconde, on a rang (A) = 3.
De méme, les deux premieres colonnes de A? (resp. A3) sont indépendantes, la troisieme est nulle et la
quatrieme est I'opposé de la seconde donc rang (A?) = rang (A3) = 2. Par conséquent, comme Im (A)

est inclus strictement dans Im (A°), Im (A?) est inclus strictement dans Im (A) mais Im (A%) = Im (A3)
(inclusion et égalité des dimensions), on en déduit que r = 2 donc que

D’apres I'énoncé, on doit trouver une base B = (vq,v2,v3,v4) de R?* telle que f(vi) = v, f(v2) = 2va,

1 0 0 0 0 0 0 0
f(vz) =0et f(va) =v3. OrA—1I4 = (]) 711 j1 31 et A—-2I4 = (]) 712 —12 fl . La somme des
1T =1 1 0 T -1 1 -1

colonnes 2 et 3 de A — 14 est nulle donc vi = (0,1,1,0) vérifie vi € Ker(f —id g4 ) ou f(vi) = vi. De méme, la
somme des colonnes 1 et 4 de A —2I4 est nulle donc v, = (1,0,0,1) vérifie vo € Ker(f —2id ga) ou f(v2) = 2v,.
On a déja constaté & la question précédente que vz = (0,1,0,1) était dans Ker(f) donc f(v3) = 0. Enfin, on

voit le vecteur v3 dans la colonne 3 de la matrice A donc v4 = (0,0,1,0) vérifie f(v4) = v3. B est bien une base

o1 0 0 10 0 O
de R?* car P = Mat 3, (B) = Poto et det(P) =1 (par calculs). Et |[Mat (f) = 0 200
10 0 1 0 0 0 1
o1 1 0 0 0 0 0

d’apres les conditions imposées a B.



