DEVOIR 07 : SERIES LINEAIRES

PSI 1 2026-2027 mercredi 14 octobre 2026

QCM
Polynémes de matrices : soit n € N*, A € M,,(K) et (P,Q) € K[X]?

(P(A) =00uQ(A) =0) = (PQ)(A) =0 (P(A) =0 et P(0) #0) = (IQ € K[X], A~ = Q(A))
(PQ)(A) =0 = (P(A) =0 0uQ(A) =0) 3P € K[X]\ {0}, P(A) =0

Série : soit deux suites réelles (un)nen €t (vn)nen (CV pour converge et DV pour diverge)

(Zunet S v CV)<:<Z(un+vn) cv) 3 (unst1 —un) CV <= (un)nen CV

n>0 n>0 n>0 n>0
(ZunetZvnDV)ﬁ(z(un—i—vn)DV) Yun CV <= lim u, =0

n>0 n>0 n>0 n>0 n—+o0

Série : soit une série réelle > u, convergente
n>0
Um up =0 > (unt1 —un) converge
n—+oo n>0
1 =

un = 0(3) Jm (5w <o

Comparaison : 50it (un)neN €t (vn)nen deux suites (CVA pour converge absolument et CV pour converge)

siun+r\(;ovn: > un CVA <= Y v, CVA [4.3] siun+zooo(vn): > vy CVA = > u, CV

n>0 n>0 n>0 n>0

siun+~(>zovn: up OV <= > v, CV Siun_;oo(vn): vy CV= > u, CV

n>0 n=>0 n>0 n>0
Enoncé | Enoncer le théoreme de dualité suites-séries.

Preuve | Soit n € N*, aj,---, an des éléments distincts de K= R ou C et by,---, b, des scalaires.

Montrer qu’il existe un unique polynéme P € K;,_1[X] (& exprimer en fonction de aj,---,an,b1, -, bn) tel
que Yk € [1;n], P(ax) = bk.

Soit f : R* — R* défini par V(x,y,z,t) € R?, f(x,y,z,t) = (x+y+z,—y—z—t, —x+t,x+y~+z).
On admet que f € £(R?*). Trouver la dimension et une base de Ker(f). Calculer f o f. En déduire Im(f).

1

NS

b. Montrer, de plus, qu’il existe un réel £ tel que lim (un — Zﬁ) ={, cest-a-dire u, = 24/n+ 0+ o(1).
n—+oo +oo

n
Exercice 2 | Pour tout entier n > 0, on pose u, = Y.
k=1

v 5]

a. Par comparaison série intégrale, montrer que u, B
o0



|DEVOIR 07 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 07 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j 1123 Fautes
1 X X | X
2 X
3 X X | X
4 X X

1.1 Vrai : car (PQ)(A) = P(A)Q(A) 1.2 Faux: SiA=FE;j,onaA?—A=0alorsque A #0et A—1I, #0
1.3 Vrai : vu en cours 1.4 Vrai : la famille (I, A,--- ,A“z) est liée donc il existe au moins un polynéme

non nul dans K, 2[X] annulateur de A.

2.1 Faux : up = —v, = 1 2.2 Faux : méme exemple 2.3 Vrai : télescopage 2.4 Faux : u, = 1
n n

3.1 Vrai : cours 3.2 Faux : u, = 1 sin est un carré et Uy = 0 sinon 3.3 Vrai : (un)nen converge 3.4
n

Vrai : le reste d’une série convergente tend vers 0.

_ n
4.1 Vrai : \un\ ~ \vn|et [un| >0 4.2 Faux : (=1) +

1 (71 )n )
T o Un ol Vn T e n§>1 un diverge alors que

_ n
>~ vn converge. 4.3 Vrai : |un| = o(\vn|) et Y |vn| converge 4.4 Faux : v, = (=1)

nxl n=0 \/Til
Soit (un)nen une suite réelle ou complexe : ((un)neN converge) = ( > (ung1 —un) converge).

>0
n n X _ "
Posons P = > by [] =—. Comme deg(
k=1

i=1 ak—a

etun:l
n

n

11 u) =n — 1 pour tout k € [1;n], et que P

i=1 Ax — i

ik i#k
ainsi défini est une combinaison linéaire de ces polynémes, on sait que deg(P) < n—1. De plus, en substituant
X par ajy,- -, an, on vérifie facilement que Vk € [[1;n], P(ax) = bk : voila pour I'existence !

Si un autre Q € Kyn_1[X] vérifie Vk € [[1;n], Q(ax) = bk, posons U =P — Q de sorte que U € K_1[X] et
que Vk € [1;n], U(ax) = bx. Comme U admet n racines distinctes et que deg(U) < n — 1, on peut conclure
que U =0, d’ou P = Q ce qui assure 1'unicité recherchée.

Pour (x,y,z,t) € RY, f(x,y,z,t) =0 <= (x =tety = —z —t) <= (x,y,z,t) = (t, —z — t, 2, 1)

donc (x,y,z,t) € Ker(f) < (x,y,z,t) = z(0,—1,1,0) + t(1,—1,0,1). Ainsi Ker(f) = Vect(vi,v2) avec
vi = (0,-1,1,0) et v = (1,—1,0,1). Comme (vy,v;) libre, dimKer(f) = 2. Par la formule du rang, Im(f)
est aussi un plan. De plus, par calculs, on trouve f o f(x,y,z,t) = 0 donc > = 0 d’ott Im(f) C Ker(f).

On en déduit que Im(f) = Ker(f) (inclusion et égalité des dimensions).

a. t— ﬁ est décroissante sur |0; +oo[, et elle est intégrable sur ]0;1] donc pour k € N*,

k+1 +1 n
d dt o [Mdt A
fk fk ! \[ On somme pour k € [[1;n] et, par CHASLES, f1 Vi <up < fo Jt Alnsi,

on obtient zm— <un <2¢/n. Comme 24T -2 ~ 2y/n, onaun ~ 2v/n.
[ee] oo

b. On pose vy = up — 2y/n. Alors —vn = —up2yn-2yn 1= - 2 e

n pose vy = Unp Vn TS Vn41 —Vn = Un41 — Un vn \/'“7 Vn+1 \/{+\/n+1(n
Vn—vn+1

\/n+1(f+¢n +1)

1 Aj -

. Ainsi v — v, ~ ———= (on pouvait bien
Vi 1(yn+vn+1)? R n3/2 (on p
str le montrer par les développements limités) donc, par RIEMANN, Y (vni1 — vn) converge absolument
n>l

multipliant par la quantité conjuguée v/n++v/n +1). Ainsi v —

ce qui donne

par la méme astuce vp41 —vn = —

donc converge et, par dualité suite/série, (vn)n>1 converge aussi.



