DEVOIR 08 : SERIES NUMERIQUES
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QCM

Caractérisation séquentielle : soit f: R — R, £ € R et (un)nen une suite réelle qui tend vers +00

XET@O f(x) =1 = 1_1)1100 f(un) =¢ Si f monotone : xHToo flx) =0 = ngToo flun) =¢

BTOO f(x) =1 <= nl_l)m)o flun) =1 Si f monotone : m flx) =< lim f(un)=1¢

X — 400 n——+4oo

n

RIEMANN et D’ALEMBERT : soit (un)nen une suite de termes réels strictement positifs

Lo _ ) )
lim 2+l —1- — " u, converge lim nu, =3 = > u, diverge
n—+4o00 Up n=0 n—-4o0o n>0
Lo . .
lim — — 9+t — 3y, diverge lim nu, =0= ) uy, converge
n—+o0o0 Up n>0 n—-4oo n=0

Série de signe quelconque : soit (un)nen une suite réelle qui tend vers 0

> Jun| converge = > uy converge 3 u, converge = Y. u2 converge
n>0

n=0 n=0 n=0
S uZ converge = Y. sin?(u,) converge > |un| converge = > uZ converge
n>0 n>0 n>0 n>0
+oo
Séries alternées : soit (un )n>o une suite réelle positive décroissante qui tend vers 0, on pose R = >, (—1)*uy
k=n+1

|Rn| < |un+1| |Rn| < Un+2
|Rn+1‘ <un Rni2 < |un|

Enoncé | Enoncer les trois hypotheses et les trois conclusions du critere spécial des séries alternées.

Preuve | Soit (un)nen € (Rj_)N, on suppose que Um “2EL — ¢ < 1. Montrer que > un converge.
n—+o00 Up n>0
1 2 - -1
Pour n € N*, on pose un = = cos (21), S, = > ug et Hy = > -
n 3 k=1 k=1Kk

On rappelle que Hy, = In(n) +v + o(1) our y est la constante d’EULER (y ~ 0.577).
oo

a. Exprimer, pour n € N* le réel S3,, en fonction de H3,, et Hy.

b. En déduire lim S3,. Montrer que les suites (Szn+1)n>0 €t (S3nt2)n>0 convergent aussi.

1
n—-+oo

—+oo
c. En déduire l'existence et la valeur de > wu,.
n=1

_ n
Soit & € R. On pose, pour des entiers n > 2, u,, = S G ) A

nx 4 (=1)n .
Pour quelles valeurs de « le terme u,, est défini pour tout entier n > 2 7
Dans ce cas, pour quelles valeurs de « la série > u, est-elle absolument convergente ?
n>2
Toujours dans ce cas, effectuer un développement asymptotique de u,, a 'ordre 2 (deux termes significatifs)

et en déduire une condition nécessaire et suffisante pour que > uy, converge.
n>2



| DEVOIR 08 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-j 11|23 |4 ]| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 08 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j | 112|314 ]| Fautes
1 X X | X
2 X
3 X | X X
4 XX X

1.1 Vrai : caractérisation séquentielle pour une suite 1.2 Faux : il faudrait que ce soit vrai pour toutes les
suites qui tendent vers +o0o 1.3 Vrai : la monotonie ne change rien 1.4 Vrai: comme f est monotone, elle

possede une limite ¢’ (finie ou pas) en 400, alors par caractérisation séquentielle, on a aussi lim  f(u,) = ¢'.
n—+oo

Mais comme on sait que lim f(uy) = {, par unicité de la limite, on a £ = ¢'.
n—+oo
2.1 Faux : pour u,, = 1 par exemple 2.2 Vrai: car alors (un )ne N ne peut pas tendre vers 0 donc divergence
n

grossiere 2.3 Vrai : a partir d'un certain rang u,, > 1 ot RIEMANN 2.4 Faux : pour u, = %()
nin(n

vn
_1\n
3.1 Vrai : ACV implique CV 3.2 Vrai : up — 0 et u2 o sin?(un) > 0 3.3 Faux : up = ( 111) (CSSA)

et uZ = % 3.4 Vrai: lim u, =0 donc u? = o(|un]|) et comparaison.

n——+oo
1 = 2
4.1 Vrai : CSSA 4.2 Vrai: |[Rnt1| € Junt2| = unt2 <un 4.3 Faux : siu, = s ona S(=1)"u, = 3
=0
(_])n—H "
et, apres calculs, Ry, = ESLE et |[Rn| > unt2 4.4 Vrai: [Rpp2] < Junts| = unys < un.
Si > un est une série alternée telle que la suite (|u.n|)n cn est décroissante et tend vers 0 alors
n>0
“+o0
> un converge. De plus, pour n > —1, Ry = > uy est du signe de up41 et |[Rn| < [unq1]-
n>0 k=n-+1
Sik= % <1,3dng € N, Vn > no, Entl < % = k < 1 par définition de la limite. Ainsi,
Un

Yn = no, un < kKM Mun et Y un CV par comparaison car > k™ CV (car |k| < 1).

I 11,1 11,1 1 1 1
San=Ywe= (=33 d) o (- - )
xercice a. 53n kZ::]uk > 4+3 + 8 10+6 Tt 2(3n —2) 2(3n—1)+3n

n—1 n—1 n 3n

PourneN*doncS3n:—lZ 1 _lz 1 +Zi:_l l+l§:l Hn —H3yp
25203k +1 253k +2  EZ3k . 25K 25k 2
b. On en déduit que S3n = () +y —nGn) —y+ol) _ _m(3) +0o(1) ainsi lim S3n = _L’L(S).
+oo 2 +o0 2 n—+4oo 2
.. . n(3
Comme S3n+1 = S3n +u3nt1 €t S3ng2 = S3nt1 +usnsz, onaaussi Uim Sznpg = UWm S3zng2 = —M.
n—+oo n—+o00 2
+o0 1
c. Comme (S3n)n>1, (S3n+1)n>0 €t (S3n+2)n>0 convergent vers la méme limite, > un == 3 In(3).

n=1

Si o < 0, uz n’est pas définie car n* + (—1)3 < 0. Sia> 0, pour tout n > 2, n* > 1 donc

n® 4+ (=1)" > 0 et up est défini. Comme |un| ~ e > un ACV <= « > 2. Prenons donc « > 0,
ton2 n>2

alors un, = (=1)" (1 + (_1“)11)—1/2 - =) (1 ) Jro(](x)) = (_Qn — ]30( +0( 17“) Ainsi

o > X o3
n2 n +oo 2 2n n +oo 2 mz n
_ n
Un =V + Wy avec vy, = ( Q et wy ~ — ]3“ < 0. Y vn converge par le CSSA car L&) décroit
n?2 T nT7T n>2 n2/nx2
2 (=n" 2
vers 0O car a« >0 et Y, wy CV<= a > =. Par somme, ), —————= CV<= a > =.
n>2 3 n>2 1\ n% + (_])n 3



