Correction du DM3
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Inz
g est continue sur R*™* donc f € C'(R"*) et | f/(2) = g(x) = ——¢®|. On en déduit que f est décroissante sur
x

10, 1] et croissante sur [1, +ool.

Int Int 1 1 *
Sit>0,e" >1;deplus, avec t €]0,1], on a HT < 0 donc g(t) < HT On calcule / n Intdt = {E(ln t)Q} =
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§(ln x)?. Enfin, si 2 €]0, 1] alors en intégrant 'inégalité initiale, on obtient / g(t)dt < / DT dt puis f(z) >
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§(ln )%, ce qui donne liénf = +00

On vérifie que e’ > t sur RT en étudiant la fonction t — e’ — ¢ (croissante sur R™ et nulle en 0). On en
t
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déduit N > letsit > 1, Int > 0 puis g(t) > In(¢). Si © > 1, en intégrant cette inégalité, on obtient

flz) > Intdt = [tlnt—t| =zlnx—x+1—— 400 donc |lim f = +o0
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Onag(t)—T(l—I—t) = T(e —1-1) o 1 1+t+ §+0(t )—1—t o T2 T 0 donc on obtient
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li - —(1 =
limg(t) - —=(1+¢)=0
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La fonction t — g(t) — nT(l + t) étant prolongeable par continuité au segment [0, 1], on en déduit la limite
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0 {g(t)— 7(1”)} dt =1I.

f(:v)—/lwm;(l—s—t)dt:/lw {g(t)—lnTt(l-H)} dtm_
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On a alors f(z) :O/ nTt(H-t) dt+I+0(1) = i(lnx)2+xln(x)—x+1+l+o(1);commexln(ag) = o((Inxz)?),
1

1
on en déduit | f(z) ~ =(Inz)?
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1 suffit de faire une IPP avec les deux fonctions u et v C* sur R*™* données par u(z) = u/(z) = e* et v(z) = hl%
donc v'(x) = % - h;—zx
i. Siz > 1 alors /1902/3 1ntt2— 1etdt < /1$2/3 lntt2— 1et dtetsite [1,5(:2/3], on a 1ntt2— 1et < lntt;— let
t;_ 1et < (1 + ;lnx) e' donc /1362/S hli; 1€t dt| < <1 + %h’ll‘) -/jZ/S etdt = <1 + ;lnx) (e”cz/3
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ii. On procede de méme :

T lnt+1, /x Inz+1 ,
dt < —————ec'dt
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et enfin <
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A 0 it s S0\ e ) onen déduit | f(x) MeTial
Inz
¢ est continue et strictement croissante sur [1,4oo| car ¢'(z) = ——e® > 0 sur |1, +oo[ donc ¢ réalise une

=Rt*.

bijection de [1, +oo[ sur [(b(l), lim ¢
+oo

Comme ¢ est C* sur |1, +o00[ et ¢’ ne s’annule pas sur cet intervalle, ‘ ¢t est C sur ¢(]1, +00[) = RT

On cherche h telle que f(z) = ¢(h(x)); il suffit donc de prendre ‘ h(z) = ¢t o f(x) | (et c’est d’ailleurs la seule
possibilité).

f est décroissante sur ]0, 1], & valeurs dans R*, ¢ croissante sur [1, +oo[ donc ¢! est croissante sur RT ; par

composition, | h est décroissante sur ]0, 1] ‘

Onah(l)=¢ 1o f(1)=¢ *(0) =1 et comme Emgzﬁ = 400, on a aussi Em ¢! = 400, donc, par composition

des limites lign h = +o00




