Correction du DS3

Probléme 1 : (d’aprés Ecole de I'air MP 2002 maths 1)

Partie I
1 0 —+* . +% . 1 1
l.a) t — m est CM” sur R™ car ¢ > 0 donc t +x # 0 si t € R™. De plus (o o wi) et
1 1 1
— —  ~ ——:onen déduit que |t — ———— est intégrable sur RT*
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b) L’application u — u® est C, strictement croissante et bijective de R™ sur R™ donc g(z) = (+72)
o x4+ u?)u
2 [T du 2 { u }“:Jroo P
puis g(x) - /0 Y OTNG NG arctan 7 et | g(x) NG pour z
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b) L’application u — — — Lest C!, strictement décroissante et bijective de ]0,1[ sur R™™ donc, par changement
U

0 3
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de variable, g(x) :/ %
1 (x—=141/u?)
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d i = ——d
udu, puis | g(z) /0 [ U

\/;j [arctan <u\/ﬁ> }Z:; donc | g(z) = \/;j
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Pour z €]0,1], Onag(l‘)z/o W:/o (1—Um+1+um) du donc on en déduit
1 1(1—&—\/1—36
n

1
our x €]0,1[ | Enfin on aussi | g(1 :/ 2du =2
({2 pow s el o= [

d) Comme arctan u YU, ona lim g(x) =2 = g(1) donc g est continue & droite en 1. De l'autre coté, si u < 0, on

ag(l—u) = %unu V)~ (1l = V)] = % [V = (=v/a) + o(v/a)] donc lim g(x) = 2 = (1) donc g

est continue & gauche en 1. Comme g est continue sur R™* \ {1} par les théorémes généraux, on en déduit que

arctanve —1siz >1

c¢) Pourz>1,onag(z)=

g(x) =

‘ g est continue sur RT*
Partie I1

t t 1
1) est CM? sur RT* car si t+2z = 0 alors z = —t € R™, ce qui est absurde si z € Q. De plus, 7(t) ~ —f(t)
t+z t+2t=0 2

t t t
f—f—)z est intégrable sur ]0,1] et tf—|(—)z e o(f(t)) donc t — tfj—)z est intégrable sur [1,4o00[. On en

déduit que | g est définie sur Q|

1. t—

donc t —

2.a) f est continue sur R™ et a € R™ donc | F, est C' sur R™ et F. = f

b) Par définition d’une intégrale convergente, F, admet des limites finies en 0 et en +00 : 1i5n F,=- / ft)de
0

+oo
et Em F, = f(t)dt. La fonction F, est donc bornée au voisinage de 0 et 400, ie il existe M7 > 0 tel que
o0

|F,| < M sur des intervalles |0, o] et [3, +00o[; comme F, est continue sur le segment [« 3], elle y est également
bornée : Vt € [, B], |Fu(t)] < Ma. On a alors Vt € R™ |F,(t)| < My + M; et ‘Fa est bornée sur R*T*

1 1
c) Tout reste valable car comme / f(t) dt converge (constante), on a Fy(x) = / f@)dt + Fy(x).
0 0

F,(t F,(t 1 [ .
®) est continue sur R™* ; de plus lim Fall) ) / f(t) dt est finie et comme
(t+2)? =0(t+2)? 2o
Fu(t)

F.(t) 1
© < (t+2)?

(t+2)? t—too 2
1t Fi(t
f/ f(t)dt et lim 1®)
z Jo t

—+oo t+ 2

3. Pour a > 0, la fonction ¢t —

). On en déduit que

~+

F, est bornée sur R™*, on a est intégrable sur R**

)
t+z

= 0 sont finies

1
4. Les fonctions t — ; et Iy sont C' sur RT*: de plus, 1i(I)n
z

e f®) R R - . o
donc, par IPP, dt et dt sont de méme nature. Comme, d’apres la question précédente,
g t+z 0o (t+2)?

+oo Fl (t)
/ 5 dt converge, on en déduit que ‘ g est définie sur Q‘
o (t+2)




Partie IT1

1.a)

2. a)

t T f(t
La fonction ¢t — tf—l(—) est CMO sur [0, 1] donc g(z) existe si et seulement si / fi) dt converge. De plus
z 1 z
t t h(t oo f(t
tf_(k)z = h(t)H_—Z = h(t) — Zt—f—i)z Comme h est par hypothése intégrable sur [1,+oo] et z # 0, /1 tf—f—i)z dt

+oo h(t
. . h(t)
converge si et seulement si P dt converge
1

H(t
On raisonne comme dans la partie IT : comme & est C° sur [1, +oo[, H est C' donc t + (t—l-())Q est CM° sur
z

[1,+00[. De plus H admet une limite finie en +o0o puisque h est intégrable sur [1,+oo[ donc H est bornée sur

H(t 1 H(t
[1,400[. On a donc i —|—(z))2 o O (?) et [t — “J’_(Z))Q est intégrable sur [1, +oo|

h@)

—+oo
Le raisonnement (IPP) fait a la question I1.3, avec la fonction A au lieu de f, prouve que / o dt converge
1

donc, avec III.1.a, ‘g est définie sur ‘

La fonction nulle est lipschitzienne et intégrable sur [1,4o00[ donc 0 € E.

Si f et g sont dans E et (a, ) € R? alors il existe k; et ko tels que, pour (z,y) € (RT)?, |f(z)— f(y)| < k1]z—y]

et |g9(z) — g(y)| < kalw —yl; on en déduit |(af (x) + Bg(z)) — (f (y) + Bg(y))| < (Jalkr + |Blk2)|x — yl, par
t

inégalité triangulaire, donc o f + Bg est lipschitzienne sur R*. D’autre part, t — a*——= + 3 Q est intégrable

sur [1, +oo[ puisque I’ensemble des fonctions intégrables sur [1, +oo[ est un espace vectoriel. On en déduit que

E est un sous espace vectoriel de CM°(RY)

La linéarité de T' découle de la linéarité de I'intégrable : T'(af + B9)(z) = T (f)(2)+ ST (g)(z) pour tout z € 2.
2y(t —a) 2y(t —a)
2T et p(t) = -
T AR R e

est gb:tH{ yln[(t_a)2+y2l] sit>a

Comme, pour t > a, on a ¢(t) = sur [0, a], une primitive de ¢ sur R™*

—yln[(t—a)®*+y°] sitel0,q]
2a 1 1 2a 1 1
ona aw = || (f(t)—f(a))(t_a+iy—t_a_l.y> < [0~ 1@l |
2a a 2a
et, f étant k-lipschitzienne, A k/ ()| dt = k ([— yIn [(t —a)® + ¢°] }0 + {y In[(t —a)® +y2” )

donc A(a) < 2k(yIn(a® 4+ y?) — 2yIn(y)) donc, par encadrement et avec hm yln(y) =0, lir% Afa) =
Yy—r

Par IPP, mémes justifications qu’en I1.3, Ho, étant la primitive nulle en 2a de h puisque h est continue sur R™*.

On vérifi a—1y a+ 1y —diay(t — a) ) ( n 1 ) d )
n vérifie que - = —1 onc, si
W h—ariyp  G—a—wp  (@—ap+y? \E—ati?  —a—ig?)
. a—1iy a+1iy day(t — a) 2y day 2y
z a, . - . X X .
(t—a+iy)? (t—a—iy?|  ((t-a)+y?)? (t-a)+y?)?* " (t—a)® (t—a)?
Les fonctions t — ———— et t — ———— étant intégrables sur [2a, +00[, on en déduit
t—ap t—a)
“+o0 . . “+o00 —+00
- 2dt dt
[ ([T N o
2a (t —a+ Zy) (t —a-— Zy) 2a (t - CL) 2a (t - a’) y—0t
La fonction Ha, est bornée sur [2a, +oo[ comme vu en IL.1.b (|Ha,| < M), on a
“+o0 “+o00 . .
1 1 —
/ f(t)( _ _ >dt‘: Hga(t)< L 2) dt
2 t—a+iy t—a—1iy 2, t—a+iy) (t —a—1iy)
“+oo . . “+00 . .
a—y a+y a—y a+ 1y
< Haq(t ( —5 — . > dte <M ‘ — = . dt
L o (- A
e 1 1
donc | lim f(@®) < — — - > dt =0
y—=0t Jo, t—a+wy t—a—1y
2a . 2a 2a
1 1 -2 dt t—
On a / ( — — - ) dt = i — =2 {arctan (—aﬂ donc, on en déduit
0 t—a+wy t—a—wy v Jo 1+(t—a) Y 0
Y
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1 1
/ ( _ ) i = ~diarctan & — o]
0 t—a+1y t—a—1wy Yy y—0+t



Par relation de Chasles et avec IT1.3.b et I11.3.d, on obtient

2a
1 1
li —a+iy) —g(—a—1iy) - ( -
yl)%h g( a+zy) g( a Zy) /0 f(a) t—a+1iy t—a—1y

> dt} = 0 donc, d’apres la premiere limite

de cette question, lin(r)l+ g(—a+1y) — g(—a — iy) = —2in f(a)
y—

f) Si f €ker(T) alors g(z) = 0 pour tout z € Q donc g(—a +iy) = g(—a — iy) = 0 pour tout a > 0 et y # 0. Par
différence, on en déduit g(—a + iy) — g(—a — iy) = 0 puis si y — 01, —2i7f(a) = 0. Ceci étant valable pour
tout a > 0, la fonction f est nulle et ‘ker(T) = {0} et T est injective‘

Probléme 2 : (d’aprées CCP MP 2013 maths 2)
Partie 1

1.a) Sia € Ti(R) alors il existe b € R tel que a = b* donc a € RT. Réciproquement, si a € RT alors a = (a””)n

donc a € T1(R). On a donc bien | T3 (R) = R

b) Ona|z" =re? si et seulement si 3k € [0,n — 1],z =7

1/nei79+721k"

¢) Siz=0alors z=0";siz#0 alors on il existe r > 0 et § € R tels que z = re? donc z = (rl/"ei%)n donc
T(C)=C
2.a) Si A € T,(K) alors pour n € N*, il existe B € M,,(K) telle que A = B", on a alors det(A) = det(B)"; ceci
étant valable pour tout n € N*, on a bien ‘ det(A) € T1(K) ‘

. , . . L. -1
b) 1l suffit de trouver une matrice de déterminant strictement négatif ; par exemple ( 0 (1)> n’est pas TPR

3. Si A= B? alors A et B commutent ; on vérifiec que AB = BA si et seulement si ¢ = d = 0, ie si et seulement si B
est aussi diagonale. On a alors A = B? si et seulement si a® = —1 et d®> = —2; il n’y pas de solutions dans R donc

‘A = B? n’a pas de solution dans My(R) ‘ Par contre det(A) = 2 € T1(R) donc det(A4) € T1(R) est une condition
nécessaire pour que A soit TPR mais cette condition n’est pas suffisante.

a’+bec=—1
On pouvait aussi vérifier directement A = B? < I;EZ i Z; i 8 et vérifier que ce systeme n’a pas de solution :

be+d? = -2
sib=0ouc=0,a?+bc= —1 est impossible donc b # 0 et ¢ # 0; on en déduit a = —d ce qui rend les lignes
a? +be = —1 et d* 4+ be = —2 incompatibles.
4.a) On vérifie ker(A) = Vect{ug} avec ug = (0,0,1), ker(A — 2I3) = Vect{ua} avec uz = (1,0,1) et ker(A — 413) =

01 1
Vect{us} avec ug = (1,1,0). Si on pose P = Matg, (ug, uz,uq) = | 0 1 | alors det(P) = 1 donc P est
1 0

0
1
inversible et B = (uo,u2,u4) est une base de R*. On en déduit R?® = Vect{uy} @ Vect{us} @& Vect{uy}, ie
‘ R? = ker(A) @ ker(A — 2I3) @ ker(A — 413) ‘
b) Par construction des vecteurs ug, us et ug, on a fa(ug) =0, fa(uz) = 2ug et fa(us) = 4uy donc la matrice de

01 1
fa dans la base B est la matrice cherchée. 11 suffit donc de prendre | P = 0 0
1 1

1
0

¢) On vérifie A = B" si on choisit B = Pdiag (0, 21/",41/”) P~ donc | A est TPR

5.a) A — I, et A— 2I, commutent, comme toutes les matrices introduites qui sont des polynémes en A, donc
N?=(A—-1,)%(A—-21,)> =0

b) Ona Py =2I,—A—N = (2, — A) + (2L, — A)(A—1,) = (21, — A)(I, + A — I,) donc\P1 :A(zf,,—A)\

De méme, Py = A+ N — I, = (A—1,)+ (A~ I,)(A—2I,) = (A - I,)(I, + A —2I,) donc | P, = (A — I,,)*

Et enfin, | P, + P> = I, | de fagon évidente.

¢) On en déduit PPy = A(2I, — A)(A — I,)? = 0 et, par commutativité de P; et P, qui sont des polyndmes en
A,|PiPy = PP, = 0]

Comme Py = I, — Pj,ona 0= PP, = P;(I, — P\) = P, — P} donc| P} = P, et Py = P,|de la méme facon.




d)

Partie I1

1.a)

Comme P; et P> commutent, la formule du bindme donne B" = Z (Z) 2(”_k)/”PlkP2"_k et comme P, P, =0,
k=0
seuls les termes k = 0 et kK = n sont non nuls, donc B" = 2P + P' = P, + 2P, donc | B" = D et D est TPR

1 1 1
PPy = P,P, =0 donc D (P1 + 5132) =P?+2x §P22 =P+ Py =1,;| D est inversible et D™' = P; + 3P

Comme D! et N commutent (toujours des polynémes en A), avec la formule du binéme & nouveau, on a

- —1)* 1
c" = ,;O (Z) ( nk) D EN* et comme N? = 0, il reste C" = I, - nﬁD_lN =1, — D7IN.

On vérifie ensuite A=D—-N =D (Ip — D_lN) = B"C" = (BC)" toujours par commutativité des polynémes
en A. Ainsi, | A est TPR

SiN=M"et N"=0alors M™ = (M")"=N"=0 donc‘M est nilpotente‘

Comme vu en cours, il existe k < p tel que ker(N*) = ker(N**1), puis Vi € N, ker(N**") = ker(N*) par
récurrence sur h. Comme N" =0 et r +p > k, on a ker(N*) = ker(N"*P) = ker(0) = K? donc N* = 0 et, avec

k <p, N* = N* x N*~% donc [ N? = 0|

Il existe M telle que N = MP; avec 1.6.a, M est nilpotente donc, avec 1.6.b, MP = 0 ce qui donne N = 0.

)

Réciproquement 0 = (0)™ donc la seule matrice nilpotente TPK est ‘ la matrice nulle‘

v R
On aV = XPQ + R avec deg(R) < p — 1 donc, pour x # 0, (:) = Q(x) + @. Si on suppose R # 0 alors
x x
pz* R(x) o
on peut écrire R = anj avec ai # 0. On a alors ~ k 7 —— +00, ce qui est absurde. On a
— ’ P | z—0 |:C|p* z—0
]_

donc R = 0, ce qui signifie que

Remarque : pour obtenir cette conclusion, il suffirait d’avoir V(x) = o (mpfl).
On écrit le développement limité de (1 + )/ & ordre p en 0 sous la forme (14 z)'/" = P, (z) + o(aP) et
T—r
en élevant a la puissance n, on obtient 1 + x = (Pp(x) + o0 (2P)" = (Pu(x))" + o (aP).
z—

En appliquant la premiére question de cette partie au polynéme V =1+ X — P”, on en déduit que X7 divise
1+X-P° donc\aQeR[X],1+X:U”+XP x Q\

2. On a, pour tout n € N, I, + N =U(N)" + NPQ(N) =U(N)" donc‘Ip—ﬁ-N est TPK‘

3.a)

Si A= B" alors AB = B""! = BA.

On note D = diag(MIp, + N1, Aelp, + Na, ..., A\eIp, + Ni) et on commence par écrire B = PMP~! et on
vérifie A = B" si et seulement si D = M". En écrivant M = (M, ;)1<i j<k Par blocs (avec des blocs de méme
taille que ceux de D), on vérifie que DM = MD (qui équivaut & AB = BA) ce qui donne \,M; ; = A\; M, ;
donc, les \; étant distincts, on a M; ; = 0 si ¢ # j. Ainsi M est elle aussi diagonale par blocs et peut s’écrire
M = diag(M;, ..., M) pour simplifier. On vérifie alors que A = B" si et seulement si D = M" si et seulement
siVie[1,k],\lp, + N; = M;*. En résumé, ‘ A est TPC si et seulement si les blocs A;1,, + N; sont TPC

Si A # 0 alors il existe u € C tel que A = p” et on peut écrire A, + N = A(I, + p~'N). On vérifie que
p LN reste nilpotente donc, d’aprés 11.2, I, + 1N est TPC donc peut s’écrire I, +pu~IN = B" ce qui donne
M, + N = (uB)" est donc TPC aussi.

Par contre, si A = 0, AI, + N = N est nilpotente donc n’est TPC que si N = 0 d’aprées 1.6.

En conclusion ‘ A est TPC si et seulement si (Vi € [1,k],A\; =0= N; =0) ‘

En fait les A; sont tous non nuls si et seulement si A est inversible et les \; étant distincts, la condition A; = 0
ne peut se produire que pour au maximum un indice 4.




