Correction du DS4

Probléme 1 : (inspiré de CCP PC 2003 maths 2)

Partie I
1. Siz € Detn > 1 alors un(z) existe ; de plus, pour x # 0, on a uy(z) Wl T (de signe fixe) donc Zun
converge. Comme u,,(0) = 0, Z un(x) converge pour tout x € D donc ‘ U est définie sur D ‘
. 2z 2a o < 2a )
2.a) Si|z| < a, alors |u,(z)] = R < R (indépendant de x) donc |[un |l (—a,a) < e a —up(a); on

3.a)

a déja vu que E un(a) converge donc E Uy, converge normalement sur [—a, al

On en déduit la continuité de U sur | — 1,1] :
H1 : Les fonctions u,, sont continues sur | — 1, 1[.

H2 : Z uy, converge normalement sur tout segment de | — 1, 1[.

Donc ‘ U est continue sur | — 1 1[‘

H1 : pour tout n > 1, u, est de classe C' sur ] — 1,1].

H2 : Z u,, converge simplement sur | — 1,1][.

2(n? + 2?) . 2(n? + a?)
(n2—22)2 ~ (n2—a2)2

donc Zu converge normalement sur tout segment de | — 1, 1].

H3 : Soit [~a,a] C] — 1,1[ et * € [—a,a], on a |u),(z)| =
2(n? + a?)

HunHOOv[—“v“] = m n~>+<>0 n?

(indépendant de x) donc

+oo
On en déduit que |U est C! sur | —1,1[ et U'(z) = Z

n=1

—2(n? + 2?)
T or

sh(xt xt
Pour x € R, on pose f : t — ( ), qui est continue sur |0, +oc|. On a f(t) ~ — = z donc f est prolongeable
t_ 1 t—=0 ¢
et — —
et 1
par continuité en 0 et intégrable sur ]0,1]. D’autre part, si z > 0, f(t) e 2 = ie*(lfx)t donc f est
—+oo 2e

intégrable sur [1,+oo] si et seulement si < 1. Par imparité de la fonction sh (pour traiter le cas z < 0), on
en déduit que f est intégrable sur R™* si et seulement si z €] — 1, 1[. Comme f est de signe fixe sur R™*, ¢(x)

existe si et seulement si f est intégrable sur R™ et | D, =] — 1, 1]

1 —t +oo +oo
Pour z €] — 1,1 fixé et t > 0, on a |e~*| < 1 donc 11 ie*t = e_t;(e_t)n = ge_(nﬂ)t- On en
+oo
déduit f(t) = Z sh(zt)e” ™+t On pose alors f,,(t) = sh(zt)e” "D et on applique le TITT :
n=0
1: Z fn converge simplement sur R™* comme vu juste au dessus
h(zt
H2 : les fonction f,, et f sont continues sur R car f(t) = st(xl)
et —
xt _ ,—axt 1

H3: fu(z) = %e’(”ﬂ)t =3 (e’(”H*x)t - e’(”‘LHz)t) donc f,, est intégrable sur R™ car n+1—z > 0

etn+14+2>0Mn=>0etzel—1,1))

o L (T VO L 1 L
H4 : 0,1, f(t) =0, at = —(nHl-a)t _ o—(ntltw dt:f( - )
stz 0.1 £ >0, [ 14,00 / (e ‘ Jar=5 (-
= m = un+1 ) donc Z/ | frn(t)] dt converge. (le cas x €] — 1,0] se traite de la méme
fagon)
+oo +o00 +oo 1 1
(@) déduit n = = Un d \ —1,1, =—--U
n en déduit p(x Z/ falt nz;JQu +1(x) donc | Vz €] [, o(x) 5 (x)

z z 2
On a v,(z) = / 22 dt = [— In [n? — t2|] donc |v,(z) =1n (1 - —)
0 M 0

Il s’agit de justifier que ’on peut intégrer terme a terme la série définissant U ; on pourrait le faire avec le TITT
mais comme la convergence normale a déja été prouvée, ca ira plus vite : on a
1: les fonctions w, sont continues sur [0, z].

H2 : La série Z U, converge normalement sur le segment [0, z] d’apres I.1 car [0,z] C] — 1, 1].

+oo x
On en déduit / u,(t)dt = Z/ u,(t) dt = Z vp(z) done |V (z) = / U(t)dt si z € [0,1]
0

0




5.a) Pour z €]0,1[, on a ln (S" ) Zl (1 - —) = Vpu(z) donc | s, (z) = ze"»@ si 2 € [0,1] | car s,,(0) = 0.

b) Par continuité de exp, on a hr—? sp(x) = ze¥®) donc| (s,,) converge simplement sur [0, 1] vers s : z — ze" @)
n—-—+0o0
Partie 11
1.a) Pour éviter de diviser par x, on fait une premiere TPP sur 42°I,(x) en posant u(t) = cos®"t et v/(t) =

42% cos(2xt), donc v(t) = 2z sin(2zt) : u et v sont C' sur le segment { 2} donc

/2 5 z
42”1, (z) = [U(t)v(t)}o —|—/ o' (t)v(t) dt z/ 22 sin(2xt) x 2nsin(t) cos® "t dt
0 0
On recommence alors avec u(t) = 2nsin(t) cos” 't et v/(t) = 2xsin(2zt) donc v(t) = — cos(2xt) et u/(t) =

2n cos?™ t—2n(2n—1) sin? t cos®™ 2 t = 2n cos®™ t—2n(2n—1)(1—cos? t) cos® 2t = 2ncos®™ t—(2n—1) cos® 2 t;
%

/2
on a donc 42?1, (x) = [u(t)v(t)}o —I—/O o (t)v(t) dt = 4n*I,(z) — 2n(2n — 1)1, (2) qui donne le résultat.

2n—1 s
b) Siz =0, on en déduit w, = Twn,l qui, avec wy = 5 donne bien la valeur déja vue plusieurs fois des
n

intégrales de Wallis (par récurrence sur n par exemple).

2n
41n - 1 /=
Avec la formule de Stirling, on a ensuite w,, ~ ~¢7 I donc Wy ~ =4/ —
n

2n
92n (ﬁ) orn 2 2
€

c) Par récurrence sur n :

pi

k) 1 =z
e pour n = 1, avec IL.1.a, s;(z)1;(z) = z(1 — 2*)I1(z) = gfo(x) = g/ cos(2xt) dt = 1 {sin(2xt)} C =
0 t=0
1 1 2 1
i sin(mx) et —w sin(rz) = — XX gsin(mv) = Zsin(ﬂ'm) 2
o si Iégalité est vérifiée au rang n — 1 alors, avec IL.1.a, on a s,(z)l,(x) = s,—1(x) (1 - :%) I, (z) fia
n
2n —1 HR 2n—11 2n —1

sn,l(x)TIn,l(x) = = Wpo1 = Wy,

2.a) i Il suffit d’appliquer 'inégalité de Taylor Lagrange & la fonction cos entre 0 et u en remarquant |cos

—wy,—1 sin(mz) qui donne la conclusion car
™

//|_

. 2 . . u
|cos| < 1; on peut aussi étudier la fonction u +— 5 1+ cos u.

ii. C’est une inégalité de concavité de la fonction sin sur [0, g} On peut aussi étudier u — sinu — %u
b) On a donc, avec u = 2xt € R, 1 — cos(2xt) < @ = 2x%t? puis, pour t € {O, g}, t? < %2 sin?t < %2 sin(t)
car sin(t) € [0, 1]. On en déduit | 1 — cos(2xt) < %2 sin(t)
z 2272

¢) Ona l,(z) —w, = / (cos(2xt) — 1) cos®™ tdt donc 0 < v/n(w, — I,(z)) < 5 \/ﬁ/z sin(t) cos®™ tdt =
0

x2m?

2

0
2
— cog?nt1 t} ™/ 2%n%/n

Vvn { 1 donc| lim /n(l,(z) —w,) =0

o 2@2n+1) n=s-+oo

I, (x
3. Pour obtenir le développement eulérien du sin, il suffit de prouver que lim n(2)
n—-+oo W,

1

I,(z) —w, =0 (\/>> = o(wy,) car wy, ~ \/ , donc I,,(x) ~ w,, ce qui donne la limite du quotient.
n
sin(mx)

sin(mx
4. Onendéduit lim s,(z) = puis, avec 1.5.b et 'unicité de la limite, (rz)
n——+00 s s

sn(er)

T

= 1 : on vient de prouver

= ze¥® donc, pour z €]0, 1],

Comme U(z) = V'(z), on trouve | U(x) = WCOS(’/T:E) 1 pour z €]0,1]
x

sin(mx)
E lim L(l‘)
2 z—0+ T
Uxz) T (1 - %) - ((7””) (m) ) +o(z?) () 2 w2

0 ~ === id 2) =
r 0 x sin(mx) 22 (nz) 3 ce qui donne | ((2)

V(z) =In (

1
5. D’apres 1.2.b, on a ((2) = —§U'(0) = — et avec la valeur de U précédente, on trouve




Probléme II : (extrait de CCP PC 2010 Maths 1)

Partie I.A :

1.

B

95

x

. On cherche donc H sous la forme H = diag(z,y, 2). H> = D < { >
2 _

z

XaA)=(A=-1) ’/\ g 8 )\;44' = A —=1DAA—4); X4 est scindé a racines simples donc ‘ A est diagonalisable
Eo(A) = Vect{(1,-2,0)} 1 1 1 00 0
Ey(A) = Vect{(1,0,1)} .SiP=(-2 0 —-1])etD=(0 1 0] alors|A=PDP!
E4(A) = Vect{(1,-1,0)} 0 1 0 0 0 4

: \Am — Pdiag(0,1,4™) P! \

On vérifie que M commute avec D si et seulement si M est diagonale (car D est diagonale avec des coefficients
diagonaux 2 & 2 distincts).

. Si H> =D alors HD = DH = H* donc‘H et D commutent

2

H
%Ho

donc il existe 4 matrices H telles que

H? = D qui sont H, = diag(0,1,2), Hy = diag(0, —1,2), H3 = —Hy et Hy = —H;.
On vérifie que H? = D si et seulement si (PHPil)2 = A donc il existe 4 endomorphismes h tels que h? = f dont

les matrices dans la base canonique sont ‘Ml = PH; P~ " avec i €[[1,4]

Ces 4 endomorphismes sont bien distincts car M — PM P~ est bijective et les matrices H; sont distinctes.

£(0) =0
Pour M;, on cherche un polynéme P; tel que P;(4) = M; < Pi(D) = H; & { P;(1) =+£1 . De tels polyndmes
Pi(4) = £2

existent car 0,1, 4 sont trois réels distincts donc il existe un unique polynéme P € Ro[X] vérifiant chacune de ces
conditions (interpolation de Lagrange).

Partie I.B :

. On a J? = 3J donc (récurrence)

. Comme f =id+ j et comme id et j commutent, on a d’apres la formule du binome de Newton :

m o__ - m ko . & m—1 1 m . m o 1 m .
f —I;)(k)j _Zd+<;<k>3 )j—2d+ (B+1)™—1)j donc | f —zd—|—§(4 —1)j
Pour m = 0 cette relation reste valable car elle redonne f¥ = id.

. Ona (A—1I3)* = J> =3J = 3(A—1I3) donc X?—5X +4 est annulateur de A. Comme X —5X +4 = (X —1)(X —4)

on en déduit que Sp(A) C {1,4}. Enfin, comme A est diagonalisable (car admet un polynoéme annulateur scindé a
racines simples) et n’est pas une matrice scalaire, A posséde au moins 2 valeurs propres donc | Sp(A) = {1, 4}

1 1 1
. Sipet qexistent alors id = p+qet f =p+4qgdonc|qg==(f —id) = §j et p= §(4id— f) | donc si p et g existent,

3

ils sont uniques.

1 1 1
Réciproquement, pour p et ¢ ainsi définis, on a p + 4™q = §(4id —f+4m5) = §(4id - N+ fm—id+ gj = fm
donc il existe bien un unique couple d’endomorphismes (p, ¢) tel que f™ = p + 4™ ¢ pour tout entier m > 0.

Les matrices de p et ¢ ne sont pas proportionnelles donc | (p, q) est libre

. En utilisant f? — 5f + 4id = 0, omobtient‘pzzp7 qzzqetpoq:qopzo‘

Si h = ap + Bq alors h? = o?p + B¢ donc h? = f si et seulement si o> = 1 et % = 4 (en utilisant
f = p+4q et la liberté de (p,q)). Il existe donc 4 endomorphismes h € Vect{p, ¢} tels que h? = f qui sont
‘hl =p+2¢=—hoet h3:fp+2q:fh4‘

1 1
On a déja vu que f est diagonalisable et Sp(f) = {1,4}.SiP = —1 0 1 ] alors P"'AP =
1

OO =
o = O
- O O
Il

puis P’ = Matg(p) =

k=0 1) (

100 .
AL -D)=[0 1 0] et @ =Matslq) = =(D—1I5) =
00 0 3

o O O

O = O
oSO =
N OO



8. On vérifie que les matrices P’, @’ et Y sont linéairement indépendantes donc I’endomorphisme dont la matrice
dans la base B est Y est tel que h? = f et n’appartient pas & Vect{p, q}.

9. Si h* = f alors (h* —id) o (h* — 4id) = (f —id) o (f — 4id) = 0 donc (X* — 1)(X?* — 4) est annulateur de h. Or
(X2 —1)(X?—4) = (X = 1)(X + 1)(X — 2)(X +2) est scindé & racines simples donc ’ h est diagonalisable‘
10. Pour ’endomorphisme h trouvé en I.B.8, on a h ¢ R[F] car si on avait h = R(f) pour R € R, on aurait Y = R(D)
donc Y serait diagonale ce qui n’est pas le cas. On a donc | R(f) Z R[f]

Partie II :

1. Si P = Zaka alors P(f Z (Z )\kpl> Z (Z GRA; )pi donc | P(f) = iP()\i)pi

k=0 =0 i=1 \k=0 i=1
2. Avec P = H(X — Ai), on obtient P(f) = 0 donc H f—Aiid) = 0| Comme P est un polynéme annulateur de f
i=1 iy

scindé a racines simples, ‘ f est diagonalisable‘

3. L ZL; i)Di, or Li(A\;) = d;; donc | Li(f) = m

D’apres 2., ona (f —Nid)o Ly =0 donc ‘ Im(p;) C ker(f — N\iid) ‘
Enfin, comme p; # 0, on a Im(p;) # {0} donc ker(f — Ajid) # {0} et A € Sp(f). Ceci étant valable pour tout
le[l,m], ona {\,...,\n} C Sp(f).

Réciproquement, comme H(X — ;) est annulateur de f, on a Sp(f) C {A1,..., A} donc ‘ Sp(f) = {1, -, Am} ‘
i=1

m m
4. Si ¢ # j alors H(X — Ag) divise L;L; donc puis comme id = Zpk, on a, en composant par p;,
. k=1 k=1
p; = Zpi opr = p? donc | p; est un projecteur‘
k=1
5. Si aypr + -+ + ampm = 0 alors en composant par pg, on a agpr = 0 donc o, = 0 (car pg # 0) donc (p1,...,Pm)

est une famille libre et

6. (upr+- - +ampm)i=feaip+-+aip, =f < Vke[l,m],a; =\ car la famille (py,...,pm) est libre.
R(f)NF = {aps + -+ + ampm, Yk €[1,m] ap € {21/ N} } ‘

Ainsi

7.a) Si f admet n valeurs propres distinctes alors elles sont simples donc ‘ les espaces propres sont des droites‘

b) Si h? = f alors h et f commutent (ho f = h® = foh) donc tous les espaces propres de f sont stables par h. Si
x est un vecteur propre associé & A € Sp(f) alors x # 0 et E\(f) est une droite donc z est une base de Ey(f).

On a alors h(x) € Ex(f) donc il existe u € R tel que h(z) = px donc ‘ x est un vecteur propre de h‘

c) Sih € R(f) et siB est une base de vecteurs propres de f, B est aussi une base de vecteurs propres de h donc
Matg(h) = diag(p1, - - -, i) donc on vérifie que h = pipy + - + pnppyn done | R(f) C F
Le raisonnement de la question 6. montre que ‘ R(f)£D < VEe[l,n], \ = O‘

8. Si m < n alors f admet une valeur propre Ay multiple donc un espace propre de dimension > 2. On peut alors,
comme dans la partie II, construire une matrice K non diagonale telle que K? = Matg(pk), ou B est une base

de diagonalisation de f. Si K = Matg(p),) et si on pose h = Z VAipi + v/ AP}, on obtient un endomorphisme
i#k
n’appartenant pas a F tel que h? = f. Ainsi, on a bien |R(f) ¢ F

9. Sin=m alors on a vu R(f) C F et comme p; € R[f], on a bien | R(f) C R[f]

Il s’agirait de trouver P € R[X] tel que Vi € [1,n], P(\;) = £/ A; ce qui est possible dans R,,_1[X] par interpo-
lation de Lagrange puisque les \; sont deux & deux distincts. Si un des \; est < 0 alors on a R(f) = 0 donc on a
bien R(f) C R[f] aussi.



