Correction du DM11
(d’aprés Mines-Ponts PSI 2017 maths 1)

Partie I

1. (Sk = i)ig,5) est un systeme complet d’événements donc P(Sky1 = 1) = Pg,—1)(Sky1 = 1)P(Sk = 1) +
P(Sk:Q)(Sk+1 = I)P(Sk = 2) + P(Sk:3)(sk+1 = l)P(Sk = 3) + P(Sk:4)(5k+1 = 1)P(Sk = 4) + P(Sk:g))(SkH =

DP(Sk = 5) = 3 (P(Sk =2) + P(S, = 3) + P(Sy = 4) + P(S), = 5))

0 1/3 1/3 1/3 1/3
14 0 1/3 0 1/3
2. En faisant de méme pour P(Si4+1 =), i €[2,5], on trouve | B = 1/4 1/3 0 1/3 0
14 0 1/3 0 1/3
14 1/3 0 1/3 0

3. La somme des termes de chaque colonne vaut 1 donc BTU = U (ot U est le vecteur colonne introduit dans la
partie IIT) et comme U # 0, on a |1 € Sp(U”) = Sp(U)

4. On vérifie par récurrence sur k que X = X car BXg = X
5. On a P(Sy =1,5; =1) =0 alors que P(Sp = 1)P(S; =1) # 0 donc ‘ So et S7 ne sont pas indépendantes
Partie II

1. Comme AX = X, on trouve

1 1
2. Sion écrit X = AY —Y alorson a R X = E(AkY_Y) donc [|REX oo < E(HA’“YHoo + Y |loo)- On vérifie ensuite,
avec I'hypothése faite sur A que |A*Y ||l < [[A* 1Y ||oo donc [[A*Y|loo < ||V ]loo. On en déduit ||RpX|e <

—|I¥|loo ——— 0 donc| lim RyX =0
:ZC k——+oo k—+4o00

3. Si X € ker(A—1I,) NIm(A — I,,) alors on a X = R X P 0 donc X = 0. Avec le théoréme du rang, on a

— 400

dim(ker(A — I,,)) + dim(Im(4 — I,)) = n donc | R" = ker(A — L) Im(A - 1,)]

4. On décompose X € R" en X = X; + Xs avec X; € ker(A — I,,) et Xy € Im(A — I,,). On a alors Ry X =
R X1+ R Xy = X1+ R Xo puis || ReX — Xi|loo = || REX2]| 00 ﬁ 0 d’aprés I1.2. On a donc| lim RpX = X,
—+00

k—+o00

On a donc p(X) = X; qui est la projection du vecteur X sur ker(A — I,,) parallelement & Im(A — I,).

5. Soit P = (p;,;) la matrice de la projection sur ker(A — I,,), parallelement a Im(A — I,), on vient de voir que,
pour tout X € R™, kli:r_l RiX = PX. Si on choisit X = E; (le i vecteur de la base canonique de R™), on a
—+o0

RLE; ﬁ PE; donc les coefficients de la i*™° colonne de Ry, tendent vers ceux de la i®™¢ colonne de P ce qui
c—r+00

signifie que (Ry) tend vers P. Comme P est une matrice de projecteur, on a bien P?2="P.

Partie II1

1. (AU); = Zai,j donc (4) équivaut & (AU); =1 = U;, pour i €[1,n], donc a AU =U

j=1
2. Si A,B € € alors (AB)U = A(BU) = AU = U donc AB vérifie (4). De plus (AB); Zal kbr; = 0 donc AB
vérifie (3) et
3. Sike[Lnl, Zakm S et €3 a5l X e L X . Done [[4X s < [1X]1]
= = j=1
4. Soit X € ker(AP — I,,) et s tel que |z5] = || X || ; quitte & changer X en —X, on peut supposer z; > 0 et on
a donc x5 = 11£1ja<xn |zj]. On a aussi X = APX et AP € £ d’apres III.2 donc, avec AP = (b; ;), en reprenant les

n n
inégalités de la question précédente, x; = ||APX || = Zb T stﬁj|xj| < st’jxs = x5. Toutes les
j =1
e
inégalités intermédiaires sont donc des égalités. On a Z bs jlz;| = Z bs jzs donc Z bs j(xs —|zj]) = 0 et comme

J=1 J=1 J=1
bsj(Jxs — |zj]) = 0, on a Vj € [1,n],bs;(zs — |zj|) = 0; on a supposé bs; > 0 donc z5 = |z;|. De méme on a



Zas,ng‘ = Zas,j\xﬂ donc (caractérisation de I’égalité dans I'inégalité triangulaire, ou de Minkowski), tous
j=1
les réels as jx; sont de méme signe; comme as 525 = 0, on a as;x; = 0 et, avec a,; > 0, on en déduit z; > 0.
Finalement, on a z, = x; pour tout j €[1,n]), ie X = z,U et ker(A” — I,,) C Vect{U}. Réciproquement AU =U
donc APU = U et ‘ker(Ap I,) = Vect{U} ‘
5. Comme AX = X = APX = X, on a ker(A — I,,) C ker(AP — I,,) = Vect{U} et réciproquement AU = U donc
‘ ker(A — I,,) = Vect{U} ‘

6. Les matrices A' sont stochastiques d’aprés IIL.2. On vérifie aussi RyU = U donc Ry, vérifie (4). Comme, par
somme de coeflicients positifs, les coefficients de Ry restent positifs,

7. On peut appliquer la partie IT & la matrice A (d’aprés II1.3) donc (Ry) converge vers la matrice P du projecteur
sur ker(A — I,) = Vect{U} parallelement & Im(A — I,,) donc telle que ‘ P?=Petrg(P)=1 ‘

8. Si Cj est la 5™ colonne de P, on a C; € Im(P) = Vect{U} (car PU = U € Im(P)) donc il existe \; tel que

Cj = \;U. Ceci donne bien avec L= (A1 ... )

Par passage a la limite, les coefficients de Ry étant strictement positifs, ceux de P sont positifs ou nuls donc les \;
sont > 0. On a PU = U donc U(LU) = U et LU € M;(R) =R donc (LU)U = U puis (LU —1) U =0, ce qui
—_——

€Rr #0

donne LU = 1 donc ‘ L est stochastique‘

1
9. Ona R;A = Rk—i—%(Ak I,,) done, pour X € R" quelconque, Ry AX = R X + k(AkX X) puis |[A*X — X || <

2[| X loo

AR X oo 11 X |loo < 2/|X |00 et | REAX — R X |00 < —+> 0 ce qui donne hrf R AX — R X = 0. Ceci

k
donne, avec la preuve faite en I1.5, hm Ry A— Ry, = 0 donc 1151_1 Ri A = P. Reste a justifier 11141_1 R.A=PA:
k—4o00 oo
(RiA);; = Z(Rk)i,hah,j ﬁ Zpiyhahﬂ' = (AP); ;. On déduit de ces calculs
—+00
h=1 h=1

On a donc (UL)A = UL, ou U(LA — L) = 0; comme tous les coefficients de U valent 1, la premiére ligne du
produit U(LA — L) = 0 impose LA — L = 0.

Reste I'unicité d'une telle matrice ligne stochastique : si L'A = L’ avec L’ stochastique alors AT (L")T = (L))"
donc (L')T est un vecteur propre de AT associé & la valeur propre 1; mais dim(E;(AT)) = dim(E;(A)) = 1 et
L € By (AT) donc Ey(AT) = Vect{L"} et L' = aL. Comme L’ est stochastique (et L aussi), on a a = 1 donc
L' = L est unique.

10. Comme LA = L, on a LAP = L. Si on suppose [; = 0 alors, avec b; ; les coefficients de AP, on a 0 = (LAP), =

lebj,i donc [;b;; = 0 pour tout j car [;b; ; > 0; comme b;; > 0, on aurait [; = 0 pour tout j ce qui est absurde
j=1
car L est stochastique.

11. Si B est une base adaptée a la décomposition R" = F; (A)®Im(A—1,) et Q = P(B. — B) alors Q"' AQ = <(1) X,)
(car E1(A) est de dimension 1 d’apres ITL.5 et Im(A — I,,) est stable par A). On a alors Xy = (X — 1)X4/. Si 1
était valeur propre multiple de A alors 1 serait valeur propre de A’ donc il existerait X # 0, X € Im(A — I,,) tel
que AX = A’X = X ce qui est absurde car on aurait X € E;(A) NIm(A — I,,) = {0}.

Partie IV

1. D’aprés ITL.8 et II1.9, on a P = UL avec L la seule ligne stochastique telle que LA = L donc BLT = LT. Comme
on a remarqué BXy = Xy avec Xy donné dans la partie T et XOT est stochastique, on a L = XOT. On a donc

43 3 3 3
L[ 43333
P=UL=—| 43 3 3 3
16\ 4 3 33 3
43 3 3 3

2. On cherche Y, de sorte que Yy 1 = Yi pour tout £ € N. On doit donc avoir Yy = Y; = BYj et Yy # 0.
Comme on a vu que Fj(B) est une droite d’apres ITI1.5, engendrée par le vecteur Xy donné dans la partie I, on a
E,(B) = Vect{X(} donc la seule possibilité pour Yy, qui doit étre stochastique, est Yy = Xj.



