PSI2 DM12 pour lundi 15 janvier 2024
(Extrait de CCP PSI 2017)
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Soit f : RT™ — C une fonction continue telle que la fonction F : z — / f(t) dt soit bornée.
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1. Montrer que pour tout a > 0, les intégrales généralisées P dt puis 5 dt sont convergentes et que
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2. Montrer que les intégrales généralisées / t( ) dt et / t2( ) dt sont convergentes et que
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Dans ce qui suit, on considére une fonction continue f : RT — C telle que / f(t) dt soit absolument convergente.
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3. Montrer que la fonction
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L(f) : z€RT H/ ft)e ™t dt
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est bien définie et continue sur RT.

4. On suppose de plus que la fonction f est bornée. Montrer que L(f) est de classe C*° sur 0, +oo] et que L(f)(x)
tend vers 0 quand x tend vers +oc.
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a) Montrer que la fonction L£(f) est solution sur |0, 4+o0o[ de 'équation différentielle

5. Soit f : t e R —
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b) On cherche une solution particuliere de (E) de la forme x — a(x) cos(z) + () sin(x) ou les fonctions o et 8
sont de classe C? et vérifient

Vz €]0, +oo[, o'(z)cos(z) + B'(x)sin(z) =0
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Montrer que 'on peut prendre a(x) = / fi(t)dt et B(x) = / f2(t)dt ou fi, fo sont des fonctions que
I'on déterminera. ’ ’

+o0o i
sin(?
¢) En déduire que / sint)
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d) Montrer qu’il existe a,b € R tels que

dt est une solution de (E) sur ]0, +oo].
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VYo >0, L(f)(x) = acos(x) + bsin(x) +/
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6. Montrer que / sin(t)
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dt tend vers 0 quand x tend vers 400 et en déduire que pour tout z > 0 on a
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7. Montrer que / (sm( ) — sin )> dt tend vers 0 quand z tend vers 0*. En déduire que
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8. Déduire des questions précédentes que / ; 5
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