Programme d’interrogation n°15, du 22 au 26 janvier 2024 PSI2

I Séries entiéres

1. Convergence d’une série entiere

a)

b)

Rayon de convergence : lemme d’Abel, définition du rayon de convergence (sup{p > 0|(a,p") est bornée}),
absolue convergence a l'intérieur du disque ouvert de convergence, divergence « grossiere » a l’extérieur du

s / n\ _ . > . . L+ a.n\ _
disque fermé. R (Z anz ) = ngrfoo (si cette limite existe dans R™ U {+o0}) et R (Zn z ) =1 pour
«a € R sont utilisables directement

Ap+1

Opérations sur les séries entieres : si a, ~ b, alors R, = Ry, et si a, = O(b,,), Ry < R, ; somme et produit de
n

Cauchy. Egalité des rayons de convergence de Z anz", Z(n + Danp12" et Z an—1;~

2. Somme d’une série entiére

)

b)

Continuité de la somme : convergence normale sur tout segment de | — R, R[ dans le cas réel, continuité de la
somme sur | — R, R[. Continuité sur le disque ouvert de rayon R dans le cas complexe (admis).

Dérivation et intégration des séries entieres de variable réelle : intégration terme a terme de la somme d’une
série entiere sur tout segment inclus dans le disque ouvert de convergence, classe C* de la somme sur le disque
ouvert de convergence.

3. Fonction développable en série entiére

a)

b)

Série de Taylor : définition d’une fonction DSE (au voisinage de 0), série de Taylor d’une fonction de classe C*°
sur | — r,7[. Une fonction est DSE sur | — 7, r[ si et seulement si elle est de classe C*° sur | — r, 7| et pour tout
x €] —r,r], le reste R, (x) de Taylor tend vers 0 quand n tend vers +oo.

1
Fonctions usuelles : DSE en 0 de e, cosz, sinz, chx et shx (Taylor), 12 In(1 + z), arctan z (intégration)
—x

et (14 2)* (en utilisant une équation différentielle).

A suivre : Uétude des matrices orthogonales
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