Correction du DS5
(inspiré de Mines-Ponts PC 2002 maths 1)

Partie I :

et 0 et 1 6’t 1 et
1. La fonction t + — est CM" sur R™* — ~ — ( ) donc |t +— —= est intégrable sur R**

\/i ’ \/f t—0 \/E \/g t%Jroo \/i

donc ‘ @ est intégrable sur R**

2.a) @ est CM? sur RT*, o(t)

o(t)

t—>+oo +3/2

1
o v

e—;c(1+t)
b) On applique le théoréme de continuité avec f : (x,t) —

(1T+t)VE -

H1: pour t >0, x + f(x,t) est C° sur RT.

H2 : pour = > 0, t — f(x,t) est CM° sur RT*.

H3: pourt > 0etz >0, |f(z,t)] = f(z,t) < @(t) et © est CM? et intégrable sur R** d’aprés la question
précédente.

On en déduit ‘g est CO sur RT ‘

—xt

+oo —xt +oo +oo

e e

c) g(z) = e_’”/ ——dt donc 0 < g(x) < e_’”/ —dt < e_x/ p(t)dt (intégrabilité de
0 (14+t)Vt 0 (14+t)Vt 0

toutes les fonctions qui interviennent est assurée par celle de ). Par encadrement, on en déduit 1151_1 g(z) =0
T—r1+00

On peut bien str aussi prouver ce résultat avec le TCDPC, en utilisant la méme domination que pour le théoreme
de continuité.

d) On applique cette fois le théoréme de dérivation :
H1: pour t >0, x — f(x,t) est C* sur R**,
H2 : pour z > 0, t — f(z,t) est CM" et intégrable sur R**.
of e—r(Ht) 0 .
H3: pour x >0, t = ——(x,t) = ————— est CM" sur R™™.

x Vi

—x(1+t) e—a(l-l—t)
H4 : si[a,b] C R, 2 € [a,b] et t > 0 alors

of
t <
aete0)] - Vi STV
1
0 —+ % 4% _ -
plus ¢ est CM" sur R™™ et intégrable sur R™™ car (¢ ) \[ P(t) O (tZ) (car a > 0)

= 9(t) (indépendante de z); de

+oo 67r(1+t)
On en déduit | g € C*(R™) et, pour z > 0, ¢'(z) = —/ ——dt
0 Vi
+oo —(xt) "
On aalors ¢'(z) = —e™ 7 i dt ; on pose alors u = xt : comme x > 0, la fonction u — — est C' bijective
0 X
i i oo emu du e *
et strictement croissante de R™™ sur R™ et ¢'(z) = —e™* — donc | ¢'(z) = =1 x —
g'(z) s @ g'(z) N

1 1
3.a) 0:t— arctan(v/1) est C* sur R™ et 0'(t) = =

2\/ + (VB2 201+ t)VE
On en déduit g(0) = [2 arctan(\/i)];roo donc m

b) Comme g est une primitive de g’ et que g admet des limites finies en 0 et +o0, / g'(t) dt existe et on a
0

/;oo g'(t)dt = [g(t)roo = —g(0) donc /;oo gt)dt = —x

0

+oo +oo —t
e
c) Avec l'expression de g obtenue en I.2.d, on a aussi —I/ dt = —I?. On en déduit
0

) 0 Vi
o
I? = 7 et comme t % est positive sur R™, on a I > 0 puis

Partie II :

2n

: P

1. La suite ((n!)2
2.a) On raisonne par récurrence :

40*1 ! *1‘540*1(1 le résultat est i =0

.ﬂi’wi et 5y =1 donc le résultat est vrai pour n = 0.

) est bornée (et tend vers 0) pour tout p > 0 donc ‘ R=+4oc0et Dp =R



gntl HR 1 4 1 4 1

il est 1 < < =
e s’il est vrai pour un n > 0, alors @5 3] EOE X DT e X Bt DE T DE
et, de 'autre coté an H>R ! X 1 > 1 X 1 = !
’ T2n42)! T ()2 T 2n+1)(2n4+2) T ()2 T (2(n+1))2  (n+1)2
1 (Qx)2n+1 (2x)2n
b) Pourz >0,ona — X ——— < u,(z) < En sommant ces inégalité et avec les DSE de ch et ch, on
2¢ (2n+1)! (2n)!
h(2
en déduit | > éj) < F(z) < ch(2z)
h(2 2z
¢) Comme sh(2z) ~ & —— 400, on a, par minoration | lim F' = 400
2r  a—doo 4x oo +o0
“+oo e 1 +oo
3. R = +oo donc F est C* sur R et F'( Z?nan:c = ZQnanx%*l = Z (k + Dagy ey puis
n=0 n=1 k=
+oo
F'(z 22 (k4 1)(2k + 1)az**. Comme, pour tout k € N, (k + 1)%ap1 = a et 2k +1=2(k+1) -1, 0n a
k =0
+oo
F'(x —22 (k4 1)% = (k4 1)]apz? :4F(x)—2Z(k:+1)akx2k donc‘:vF”(x) = 4zF(z) — F'(x) siazER‘
k=0

Partie III :

s
1.a) Les fonctions u : t — cos™ ™'t et v : t ~ sint sont C' sur le segment [0, 7] et w, o = / u(t)v’(t) dt donc
0

PP d Ty n n+1
wiz 2 Jutyu()] 1 £ cos" tdt = (n+ 1)(w, — wpys) done|w, s =
W42 [u( Yo(t) . +(n+ )/0 sin“t cos (n+ 1)(wy, — wpy2) donc | wy 42 )

=1-—cos?t

Wn

b) On raisonne par récurrence :
0!

40(01)2

e si 29,41 = 0 alors wop43 =

® Wy =T = Wetwlz[sint}ﬂ'zo
0

2n+2 0 et si m(2n)! 1 HR 2n + 1 7r(2n)'
———Wopt1 = 0 et si wy, = alors wsy, =
n+3 T gn(nl)? 242 = o2 " an(nl)2

donc

(2n+1)(2n+2) y 7(2n)! 7(2n + 2)!
w n = =
e (2(n+1)2 An(nl)2 — 4nti(n +1)12
X 27 cos™ t
2.a) pour tout x € Ret t € [0,7], | exp(2x cost) = Z —"
o n!

b) On pourrait utiliser le TITT mais comme lintégration se fait sur le segment [0, 7], le théoréme d’interversion
2" cos™ t

n!

n

par CVN est plus rapide d rédiger. On pose, pour x € R fixé, v, (t) =
1 : les fonction v, sont continues sur [0, 7].
H2 : |u,(t)| < py
et Zvn CVN sur le segment [0, 7]

(indépendant de t) donc ||vy,||eo <

et Z oy, converge (série entiere de exp(2|z|))

™ oo am T T
271» n
On a donc / exp(2x cost) dt = Z/ vn (t) dt. De plus, / v () dt = nf wy, done / Vont1(t)dt =0 et
0 0 0 : 0

" 4rg2n 2n)! T
/0 vap (t) dt = W X 471((7::;2 Apres avoir retiré les termes impairs nuls, il reste /0 exp(2z cost) dt = wF ()

3. On pose k(z,
tsite }
(

~

) = exp(2x cost) ; on applique le TCDPC :

) ] comme cost < 0, lim k(z,t) =0.
xr—r+00

to\=1

H1
H2 : t+ k(z,t) et la fonction nulle sont C° sur } g771':|.

H3 : |k(z,t)| = exp(2z cost) < 1 pour x € [0, +oc[. La fonction constante 1 est C° et intégrable sur } g,w}
On en déduit | lim fi(z) =0
T—+00

u u
4.a) On pose t = arccos (1 - 2—) I U > arccos (1 — 2—) est C! bijective et strictement croissante de ]0,2x] sur
x x

Jo, 2] puis at —1y ! ! t| o) /% i < /Qx 4
» o | Puls =5 = et| fo(x) = = u
2 2 1_(1_i)2 2\/5 u_% 0 2\/‘5\/@ 2\/5 0 /u_%
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v u u u
- = — el i .
b) wu iz 3- 3 (1 233) > 0siu e |0,27]
2x —U
On détermine la limite quand = tend vers +oo de J(z) = 2v/xe™** fo(z) = / 672 du. Pour cela, on com-
0 u — Z—I
— £ siu €0, 2x]
mence par « rendre le domaine d’intégration indépendant de z » : on pose 6(z,u) = u— Zi
0 siu>ax
+oo
de sorte que J(x) = / 0(z,u) du et on utilise le TCDPC :
0
: _ " el
H1 : pour u > 0 fixé et = assez grand, on a 0(z,u) = — e Va £(u)
4z
H2 : u+— 0(z,u) et £ sont CM° sur R
. e e .
H3 : siu €]0,2z] alors |0(x,u)| = < 5= V20(u) et si u > 2z alors |0(x,u)| = 0 < V20(u); on a

2
u—g vV u/
donc, pour tout u € R™, 0(z,u)| < \/iﬁ(u) (indépendant de x). On a déja montré dans la partie I que ¢
est CMY et intégrable sur R**.

ﬁ€2$
x—+00 Qﬁ

T—+00

+oo
On en déduit lim J(z) = / {(u) du = /7 donc | fo(x)
0

1
T

5. F(z) = %(fl(x)—i—fg(x)) donc 2v/mre " F(x) = (2vze " fi(z) + 2Vwe " fo()) P % (v/7 +0) donc

S

621'

F(gc) w—;:-oo 2 /T

Partie IV :

et(2—x) 0 et(2—x) 1
l.a) t— est CM" sur R et intégrable sur |0, 1] pour tout x € R car i o 7 Si x > 2 alors
—
6t(2793) 1 et(27z) 1 et(27:c)
T T o(t—2> alors que si z < 2, 7 > % donc t — T est intégrable sur [1,+o0[ si et

t(2—x)

\/7; L¢ ] [

5 est C' bijective et strictement croissante de R™ sur R™ donc Lg(z) =

e

seulement si x > 2. Comme

b) Si z > 2, la fonction u —
P

I —u d 1 oo gmu I 1
a donc| Lg(z) =

Wil Vaeoor-2 om0l VAT a/mo) RN

pour x > 2

2.a) t~ F(t)e ™ est continue sur RT et comme F o G, t — F(t)e ™" est intégrable sur RT si et seulement
o0

sit — G(t)e ™" est intégrable sur [1,+oo| donc si et seulement si > 2. Comme F > 0 sur RT, on a

DLG :]23 +OO[
1
b) t — t"e * est CM° sur R et t"e ! Wi o(t—2> car z > 0 donc t + t"e "' est intégrable sur RT.
—+00
Les fonctions u : t — t" et v : t — —e * sont C' sur R et tlilll u(t)v(t) = 0 donc, pour n > 1,
T —+o0
+o00 t=+o00 +o0 +o0
-1 n n
/ et qp "2 {—t”e‘xt} + — / tlem Tt qt = — / t"~Le=®t d¢. Par récurrence sur n, on en
0 x t=0 T Jo T Jo
+oo
déduit / the” "t dt = xnh siz >0
0
too 2n r2n
¢) Siz>2ett>0alors F(t)e ™ = Z —=e~""; on applique le TITT avec f,(t) = e "t (et x > 2 fixé) :

— (n!)
H1 : Z fn CVS sur RT vers t — F(t)e™ ™.

H2 : les f, et t — F(t)e " sont CM? sur RT.
H3 : les f, sont intégrables sur R™ d’apres la question précédente.

e 1 e n, —x (QTL)' Un41 (2n—|—2)(2n+1) 4
s [l = o [ enerta= GOl o et

+oo
(car z > 2) donc Z/ | fn(t)| dt converge.
0

= — <1
)2g2ntl " O (n+1)2z2 n—too 2
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Lp(z) 2yxz—2 2

On en déduit | Lp(x) = §/+OO 2 et qt — f& siz>?2
r _n:0 o (nl)? - —~ (n!)2g2n+1

n=

-1

+00 n—1 n
) _ 1 1 (=)™ (=)™ (2n)!
. _ 1/2 EPAY) _ - _
Si |u| < 1 alors (1 —u) = g an(—u)" avec oy, = ] kUO ( 5 k) = Sl kIJO(Qk +1) = . .

n=0

donc

1 i"@n)! i Jul < 1
= n 2 1ju
v1—u n=04 (n')

1 1 1 1
2:r'<1etLF(x):xX1_42d0nC LF(Q:):msix>2

Siz > 2 alors

3.

Lo(z) Vaz—4 Vo +2 =2 2

ldonc |Lp(z) ~ Lg(x)

Partie V :

1.a)

t > hi(t)e ™" sont CM° sur RT* h(t)e ™ Ko dh hi(t) donc t + h;(t)e”™" est toujours intégrable sur 0, 1].
—
Enfin hy(t)e™** et ho(t)e ™" donc t + hy(t)e ™" est intégrable sur R™* si et seulement si t — ha(t)e ™" est
—+o00

intégrable sur R™*. Comme h; et hy sont positives, 'existence de L (x) et Lo(z) est équivalente & I'intégrabilité

des fonctions précédentes et ‘ L1 et Ly ont le méme ensemble de déﬁnition‘

—xt

Sizg € Det x> g alors 0 < hy(t)e™™ < hi(t)e ™" donc, par théoréme de comparaison, t — h;(t)e " est

intégrable sur R™ et 2 € D. On a donc [z, +00[C D, pour tout xq € D donc ‘ D est une demie—droite‘

Siz < ysont dans D alors 0 < hy(t)e™¥" < hy(t)e * donc 0 < Ly (y) < Li(z), ie‘ L; > 0 est décroissante sur D‘

A “+o00
i. Il suffit de remarquer hy(t)e”** > 0 donc / hi(t)e *tdt < / hi(t)e ™t dt = Li(z) < M.
0 0

A
ii. On montre la continuité de = — hi(t)e "t dt sur [a, +oo[ (pour A fixé) :

0

H1 : sit€]0, A], x + hy(t)e " est continue sur [a, +oo[

H2: siz>a,t hi(t)e ® est CMY sur |0, A

H3 : |h(t)e ™| = hi(t)e™ ™" < ha(t)e " = ¢(t) (indépendant de z) et ¢ est CM" et intégrable sur |0, A]

car hi(t)e™™ ~ hy(t).
t—0
A 0 A

On peut donc faire tendre z vers o dans I'inégalité de V.2.b.i : / hi(t)e”**dt = lim hi(t)e™ " dt
0

z—at Jj

A
et on obtient / hi(t)e ™ dt < M
0

A
On vient de prouver que A / hi(t)e” " dt est majorée (avec A € RT*); comme ¢+ hy(t)e™*" est positive,
0

cela implique l'intégrabilité de t +— hy(t)e”* sur R™* puis a € D ce qui est contraire & ’hypothese faite. La

fonction Ly n’est donc pas majorée sur D ; comme L est décroissante, on a lim+ Li(z) = 400
Tr—o

Toutes les intégrales qui suivent sont bien convergentes (mémes justifications que précédemment); on a :

+00
|L1(z) — Lo(z)] < + / (hi(t) — ho(t))e "t dt

B

B
/O (hy(t) — ho(t))e "t dt

B “+o0
</ |h1(t) — ho(t)]e™ ™ dt+/ |hi(t) — ho(t)|e™*" dt
0 B

B “+o0 B
< / |hi(t) — ha(t)|e”* dt +/ ehy(t)e ™t dt < / |hi(t) — ha(t)|e” " dt + eLq ()
0 B 0

B
B étant fixé, / |h1(t) — ha(t)|e”*" dt est une constante et lim L;(z) = +oco donc il existe » > 0 tel que,
0

T
B
pour 0 < x —a < 7, on ait / |hi(t) — ha(t)|e” " dt < eLy(x). Ainsi on a |Ly(x) — La(x)| < 2eLi(z), pour
0
— Lo(z) = o(Li(x))

T—x

0 <z — a < r, ce qui prouve (définition de négligeable, ¢ > 0 étant quelconque) L;(x)

donc | Li(z) ~ Lo(x)

z—at




