PSI2 DM14 pour le lundi 5 févier 2024
(CCP PC 2001 Maths 2)

Notations

On identifiera M,, 1(R) et M, 1(R) respectivement a R™ et R” que 'on supposera munis de leurs produits scalaires
canoniques notés respectivement (| ), et (|),. Les normes associées seront notées respectivement || ||,, et || ||,.

On notera (E;)1<i<p la base canonique de M, 1(R) et (F})i<j<n celle de M, 1(R).

ker A est le noyau de A défini par : ker A = {X € M, 1(R),AX =0}

Im A est 'image de A définie par : Im A = {AX, X € M, 1(R)

Enfin, on adopte la notation F- pour désigner I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel F d’un espace euclidien.

Partie I
Soit A € M,, ,(R).
1. Montrer que AT A est nulle si et seulement si A est nulle.

Dans toute la suite du probléme A sera supposée non nulle.

2. Montrer que les matrices AT A et AAT sont diagonalisables au moyen de matrices orthogonales.

3.a) X, Y désignant deux éléments de M,, 1(R), exprimer (X|Y),, sous la forme d’un produit matriciel.
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) Si W est un vecteur propre de A" A associé & la valeur propre \, exprimer |AW||2 en fonction de X et |||,

) En déduire que les valeurs propres de AT A sont réelles, positives ou nulles.
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4.
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Pour x réel, calculer les produits matriciels par bloc suivants :
<:cIn A) <7In Onyp) ot (x[n A) <71n A >
AT 1)\ AT I, AT 1,) \0pn —2,
b) En déduire que AT A et AAT ont les mémes valeurs propres non nulles avec le méme ordre de multiplicité.
¢) En déduire également que les matrices AT A et AAT ont méme rang.

5. Montrer que si n > p, 0 est valeur propre de AAT et que si n < p, 0 est valeur propre de AT A.

6. On note Ai, A2,..., A, les valeurs propres de AT A, chaque valeur propre apparaissant dans cette liste un nombre
de fois égal & son ordre de multiplicité et on pose p; = v/A; pour tout i élément de [1,p].
Les réels pu; sont appelés valeurs singuliéres de A.
On suppose les réels A; ordonnés tels que Ay > Ay > --- = A\, 2 0.

a) Montrer que A\; est non nul.

On définit alors un unique entier naturel r appartenant & [1, p]] comme suit : si toutes les valeurs propres de AT A
sont non nulles, 7 = p, sinon 7 est tel que pour tout ¢ < r, A\; > 0 et pour tout ¢ > r, A\; =0.

Soit (V1, Va, ..., V,) une base orthonormale de vecteurs propres de AT A respectivement associés aux valeurs propres
A, A2, A5 VL Vo, L, Vi désignent les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles et lorsque 7 est
strictement inférieur a p, V;41,...,V, désignent les vecteurs propres associés a la valeur propre 0.

b) Montrer que r < n et que la dimension de ker AAT est égale an —r.
1

Pour i €[[1,7], on pose U; = — AVj et si n > r, on désigne par (U1, ...,U,) une base orthonormale de ker AA”.
i

¢) Montrer que pour tout ¢ €[1,r], AV; = 1;U; et que sir < p, pour tout i € {r+1,...,p}, AV; =0.

Montrer que pour tout 7 € [1,7], ATU; = Vi
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Montrer que si n > r, pour tout i € {r+1,...,n}, ATu; =o0.
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En déduire que le systéme de vecteurs (Uy, Us, ..., U,) constitue une base orthonormale de vecteurs propres de
AAT et préciser la valeur propre associée & chaque vecteur U;.

7. On note V€ M, (R) la matrice dont le i°™° vecteur colonne est le vecteur V;, U € M, (R) la matrice dont le jeme
vecteur colonne est le vecteur U; et (UTAV)M ’élément de la ™ ligne, j°™° colonne de la matrice UT AV.
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a) Montrer que : V(4,7) € [1,n]] x[1,p], (U AV);; = p;d;; ou & ; = { 0 sinon

b) On note A la matrice appartenant & M, ,(R) dont tous les éléments A; ; sont nuls sauf A1, Aga, ..., Apy

respectivement égaux a jui, flo, . . . , fir. Montrer que A = UAVT,
La factorisation de A ainsi obtenue est dite décomposition de A en valeurs singuliéres.



¢) Trouver une décomposition en valeurs singuliéres de chacune des matrices :
1 -1 1
AO = 1 1 et Bo = (_1>
8. Montrer que le rang de A est égal a r.

p
9.a) Montrer que V = Z ViET.
i=1
b) Endéduire: A=Y wUV;" . ATA=Y"NViV" 44T =) AUU"
i=1 i=1 i=1
¢) Déterminer les sous-espaces vectoriels suivants : ker A, ker AT, Im A, Im AT,
d) Montrer que ker AT A = ker A et ker AAT = ker AT

Partie 11
Avec les notations de la partie I, pour A € M,, ,(R) admettant une décomposition en valeurs singulieres A = U AVT on
appelle AT la matrice de M, ,(R) dont tous les éléments A;fj sont nuls sauf Af;, A, ..., A respectivement égaux a
1 1 1
—,—,...,— etonpose AT =V (AT UT.
H1 o 2 Mo

AT (resp. AT ) est appelée pseudo-inverse de A (resp. de A). A priori, la matrice AT ainsi définie dépend de la décom-
position en valeurs singulieres choisie pour la matrice A, mais il sera montré d la question I1.9 qu’il n’en est rien et que
AT est uniquement déterminée a partir de A.

1. Déterminer les matrices Ag7 AOA(T, A(TAO, AOA(J{AO et A(JJFAOASF.

Déterminer (Af)".

Evaluer ATA et AAT.

Montrer que si A est une matrice carrée inversible (n =p = r), alors AT = A™%,
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Montrer que :
T 1 T T
AT =>"—vul , AAt =Y "wul , AtA=>"VVT
i ‘ ‘
i=1 =1 i=1

6.a) Evaluer AATU; pour tout j €[1,n] et en déduire que AA™ est la matrice dans la base canonique de R™ de la

projection orthogonale de R™ sur Im A.

b) Montrer de méme que AT A est la matrice dans la base canonique de R? de la projection orthogonale de R? sur

(ker A)*L.
7. Etablir les identités suivantes :
AAT = (AANT | ATA=(ATAT | AATA=A , ATAAT =AT (1)

. Etablir les résultats suivants :
i) ImA=ImAA"T | kerAt =kerAAT | ImAT=ImAtA | kerA=kerATA.
ii) R" =ImA@ker AT | RP =Im A" @ ker A.

9. Soit B une matrice de M,, ,(R) vérifiant :

AB=(AB)Y , BA=(BAT |, ABA=A , BAB=B

Qo

a) Montrer que B vérifie les identités suivantes :
i) B=BBTAT = ATB"B
ii) A=AATBT =BTATA
iii) AT = ATAB = BAAT
b) En déduire que B = AT, autrement dit que AT est I'unique matrice de M, ,(R) vérifiant les relations (1).
10. Montrer que (AT)* = A et (AT)T = (AT)T.
11. Evaluer (A9By)" et B Af. A-t-on I'égalité ?
12. Soit H € M, 1(R) et H = ATH. On note d(H,Im A) la distance de H au sous-espace vectoriel Im A.
a) Montrer que pour tout X € M, 1(R), AX — AATH et H— AA™ H sont orthogonaux et en déduire :
VX € Mpa(R), ||AH - H|, <||AX —H|,
Que vaut alors d(H,Im A)?
b) Montrer que s'il existe H € M, 1(R) tel que HAf{ - HHn = ||AH — HHn avec H # H, alors HHHP < Hﬁ“p

1
c) SiH=/|1|,déterminer inf [[AqX — H|3.
1 X€eR?



