
Correction du DM14
(CCP PC 2001 maths 2)

Partie I
1. Si A = 0 alors ATA = 0 ; réciproquement, si ATA = 0 alors ‖A‖2 = Tr(ATA) = 0 donc A = 0. On a bien

A = 0⇔ ATA = 0
2. ATA et AAT sont symétriques réelles donc le théorème spectral s’applique.

3. a) On a 〈X|Y 〉n = XTY

b) On a ‖AW‖2n = WTATAW = WT (λW ) = λ〈W |W 〉p donc ‖AW‖2n = λ‖W‖2p

c) Les valeurs propres de ATA sont réelles car ATA est symétrique réelle et avec la question précédente, comme
W 6= 0, on a ‖W‖p > 0 donc λ > 0 et Sp(ATA) ⊂ R+

4. a) On a
Å
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b) En appliquant le déterminant aux deux égalités précédentes, on obtient (−1)p det
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= (−1)pXAAT (x)

et xnXATA(x) = xp det
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ã
. On en déduit XnXATA = XpXAAT donc les polynômes XATA et XAAT ont

les mêmes racines non nulles, avec les mêmes ordres de multiplicité. On en déduit Sp(ATA) \ {0} = Sp(AAT ) \ {0}

et mλ(ATA) = mλ(AAT ) si λ 6= 0

c) On a aussi n+m0(ATA) = p+m0(AAT ) et comme ATA et AAT sont diagonalisables (th spectral), on en déduit
n+ dim(kerATA) = p+ dim(kerAAT ) et enfin (avec ATA ∈ Mp(R) et AAT ∈ Mn(R)), avec le théorème du
rang rg(ATA) = rg(AAT )

5. Si n > p alors rg(AAT ) = rg(ATA) 6 p < n donc rg(AAT ) 6= n et AAT ∈ Mn(R) donc AAT /∈ GLn(R) et
0 ∈ Sp(AAT ) De même, si n < p, rg(ATA) = rg(AAT ) 6 n < p donc ATA /∈ GLp(R) et 0 ∈ Sp(ATA)

6. a) Si λ1 = 0 alors Sp(ATA) = {0} donc, comme ATA est diagonalisable (th spectral), ATA est semblable à la
matrice nulle donc ATA = 0 et A = 0 ce qui est exclu. On a donc λ1 > 0

b) On a rg(ATA) = r (utiliser la matrice diagonale semblable à ATA) donc rg(AAT ) = r et AAT ∈Mn(R) donc
r 6 n et dim(kerAAT ) = n− r par le théorème du rang.

c) Par définition, on a AVi = µiUi pour i 6 r Si i > r, on a Ui ∈ ker(ATA) et ‖AVi‖2n = V Ti A
TAVi = 0 donc

AVi = 0 pour i > r (c’est une partie de la preuve de ker(A) = ker(ATA))

d) Si i 6 r, on a ATUi = 1
µi
ATAVi = 1

µi
λiVi donc comme λi = µ2

i , on a ATUi = µiVi si i 6 r

e) Si i > r alors Ui ∈ ker(AAT ) donc ‖ATUi‖2p = UTi AA
TUi = 0 donc ATUi = 0 si i > r

f) Si i 6 r, on a AATUi = µiAVi = µ2
iUi = λiUi et si i > r, AATUi = 0 = λiUi. Comme Ui est non nul,

Ui est un vecteur propre de AAT associé à λi

Si (i, j) ∈ [[ 1, r ]] 2, on a 〈Ui|Uj〉n = 1
µiµj

V Ti A
TAVj = λj

µiµj
V Ti Vj = µj
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〈Vi|Vj〉 = µj
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δi,j = δi,j

On sait déjà que Ur+1, . . . , Un est une famille orthonormale ; il reste donc seulement à vérifier que pour
i 6 r et j > r, on a Ui ⊥ Uj : on a 〈Ui|Uj〉 = 1

µi
V Ti A

TUj = 0 car ATUj = 0. On peut donc conclure

(U1, . . . , Un) est une base orthonormale de Rn

7. a) On a (UTAV )i,j = FTi U
TAV Ej = UTi AVj = µjU

T
i Ujµj〈Ui|Uj〉n = µjδi,j (l’égalité AVj = µjUj reste vraie

pour j > r car µj = 0 dans ce cas.
b) On vient de prouver UTAV = ∆ et comme (Ui)16i6n et (Vj)16j6p sont des bases orthonormales de Rn et Rp,

les matrices U et V sont orthogonales (matrices de passage de la base canonique, orthonormale, à une autre
base orthonormale), on a A = U∆V T



c) On suit patiemment les calculs de I.6 et I.7 : AT0 A0 =
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8. Comme U et V sont inversibles, on a rg(A) = rg(∆) donc rg(A) = r

9. a) La matrice ViETi est la matrice p× p dont toutes les colonnes sont nulles sauf celle d’indice i qui vaut Vi. Par

construction de V , on a V =
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b) On a A =
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c) ker(A) = ker(ATA) = Vect{Vr+1, . . . , Vp} et ker(AT ) = ker(AAT ) = Vect{Ur+1, . . . , Un} D’après la question
précédente, les colonnes de A sont des multiples des Ui (i 6 r) donc Im(A) ⊂ Vect{U1, . . . , Ur} et comme
rg(A) = r, on a Im(A) = Vect{U1, . . . , Ur} De la même façon, on a Im(AT ) = Vect{V1, . . . , Vr}

Partie II

1. On a ∆+
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0 A0 = I2 puis on vérifie
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2. Inutile de reprendre tous les calculs de I.7.c avec A+
0 , A

+
0 = V∆+UT est la décomposition en valeur singulières de

A+
0 (en admettant l’unicité qui va être prouvée après, comme le suggère le texte) donc (∆+

0 )+ = ∆ et (A+
0 )+ = A0
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∈Mn(R) (elles ne sont pas égales car elles n’ont pas la

même taille)

4. SiA ∈ GLn(R) alors n = p = r donc ∆+ = ∆−1 puisA+A = V∆−1UTU∆V T = In donc A+ = A−1 si A ∈ GLn(R)
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On vérifie ensuite les expressions de AA+ et A+A comme en I.9.b

6. a) AA+Uj =
r∑
i=1

UiU
T
i Uj︸ ︷︷ ︸

=δij

=
ß
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0 sinon donc AA+ = MatBc

(πIm(A)) puisque (U1, . . . , Ur) est une base de

ImA et (Ur+1, . . . , Un) une base de (ImA)⊥ = kerAT

b) On fait de même avec A+AVj =
ß
Vj si i 6 r
0 sinon



7. AA+ et A+A sont les matrices dans des bases orthonormales de projections orthogonales donc AA+ et A+A sont
symétriques
On a ImAA+ = ImA et, comme AA+ est une matrice de projecteur, ImAA+ = ker(AA+ − In) ; on a donc
ImA ⊂ ker(AA+ − In) donc (AA+ − In)A = 0, ie AA+A = A

On a A+(AA+) =
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pour AA+A car on n’a pas encore déterminé kerA+ et ImA+)

8. i) on a ImAA+ ⊂ ImA puis ImA = Im(AA+)A ⊂ ImAA+ donc ImA = ImAA+

kerA+ ⊂ kerAA+ et kerAA+ ⊂ kerA+(AA+) = kerA+ donc kerA+ = kerAA+

ImA+A ⊂ ImA+ et ImA+ = Im(A+A)A+ ⊂ ImA+A donc ImA+ = ImA+A

kerA ⊂ kerA+A et kerA+A ⊂ kerA(A+A) = kerA donc kerA = kerA+A

ii) AA+ est un projecteur de Rn donc Rn = kerAA+ ⊕ ImAA+, ie Rn = kerA+ ⊕ ImA De même A+A est un
projecteur de Rp donc Rp = kerA⊕ ImA+

9. a) i) B = BAB = B(AB)T = BBTAT et B = (BA)TB = ATBTB
ii) A = ABA = A(BA)T = AATBT et A = (AB)TA = ATATA
iii) il suffit de transposer les relations de ii)

b) Comme A+ vérifie (1), elle vérifie aussi i), ii) et iii) donc AT = ATAA+ d’après iii) ; on reporte dans i) avec

B : B = B(BTATA)A+ B ii)= BAA+ A+ i)= BAAT (A+)TA+ =B iii)= AT (A+)TA+ A+ i)= A+

10. A vérifie (1) en prenant A+ à la place de A donc, par unicité, A = (A+)+ De même (A+)T vérifie (1) avec AT à

la place de A donc (A+)T = (AT )+

11. On vérifie A0B0 =
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et (A0B0)+ 6= B+

0 A
+
0 (cette égalité serait vérifiée si A et B étaient carrées et inversibles puisque dans ce cas

(AB)+ = (AB)−1 = B−1A−1 = B+A+)
12. a) 〈AX|H − AA+H〉n = XTATH −XTATAA+︸ ︷︷ ︸

=AT

H = 0 et de même 〈AA+H|H − AA+H〉n = 0 donc en ajoutant

les deux relations (bilinéarité du produit scalaire) AX −AA+H ⊥ H −AA+H

L’idée du texte est de redémontrer que la distance de H à {AX,X ∈ Rp} = ImA est atteinte au point AH avec
le théorème de Pythagore (cf cours) mais on peut le voir directement car AH = AA+H = πIm(A)(H) d’après
II.6.a. On a donc d(H, Im(A)) =

∥∥AH −H∥∥
n

b) d(H, ImA) étant atteinte uniquement au point AH, si
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