Correction du DM14
(CCP PC 2001 maths 2)

Partie I
1. Si A = 0 alors ATA = 0; réciproquement, si ATA = 0 alors ||A||> = Tr(ATA) = 0 donc A = 0. On a bien
[A=05474=0]
2. AT A et AAT sont symétriques réelles donc le théoreme spectral s’applique.

3.a) Ona|(X[Y),=X"Y

b) Ona [[AW|Z = WTATAW = WT(AW) = X\(W|W), donc | [[AW|2 = X|W|2

c) Les valeurs propres de AT A sont réelles car AT A est symétrique réelle et avec la question précédente, comme
W #0,ona|W|,>0donc A>0et|Sp(ATA) C RT
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b) En appliquant le déterminant aux deux égalités précédentes, on obtient (—1)? det (i}l I > = (=1)PXyur(z)
P

xl,

et " Xyr 4(z) = 2P det (AT I

). On en déduit X" X r 4 = XPX 47 donc les polynomes X r 4 et Xy4r ont

les mémes racines non nulles, avec les mémes ordres de multiplicité. On en déduit ‘ Sp(AT A)\ {0} = Sp(AA4T)\ {0} ‘
et m,\(ATA) = m)\(AAT) siA#£0

¢) Onaaussi n+mo(ATA) = p+mo(AAT) et comme AT A et AAT sont diagonalisables (th spectral), on en déduit
n + dim(ker AT A) = p + dim(ker AAT) et enfin (avec AT A € M,(R) et AAT € M,,(R)), avec le théoréeme du

rang | rg(AT A) = rg(AAT)
5. Si n > p alors rg(AAT) = 1g(ATA) < p < n donc rg(AAT) # n et AAT € M, (R) donc AAT ¢ GL,(R) et
0 € Sp(AAT) | De méme, si n < p, rg(AT A) = rg(AAT) < n < p donc ATA ¢ GL,(R) et |0 € Sp(AT A)

6.2) Si Ay = 0 alors Sp(ATA) = {0} donc, comme AT A est diagonalisable (th spectral), AT A est semblable & la
matrice nulle donc ATA =0et A =0 ce qui est exclu. On a donc

b) On arg(AT A) = r (utiliser la matrice diagonale semblable & A” A) donc rg(AAT) =r et AAT € M, (R) donc

r < n et dim(ker AAT) = n — r| par le théoréme du rang.

¢) Par définition, on a | AV; = pu;U; pour i < 7| Sii > r, on a U; € ker(ATA) et |AV;||2 = VAT AV; = 0 donc
‘AVZ- = 0 pour i > r | (c’est une partie de la preuve de ker(A) = ker(AT A))
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d) Sii<r, ona ATy, = fATA‘/; = —AiVi donc comme \; = uf, on a ‘ ATU; = 1V sii < r‘

K3 (2

e) Sii>ralors U; € ker(AAT) donc HATUin =UAATU; = 0 donc ‘ ATU; =0sii > 7"‘
f) Sii<r ona AATU; = 1AV, = [L?Ui = NU; et sii >r, AATU, = 0 = \;U;. Comme U; est non nul,

‘ U; est un vecteur propre de AAT associé a \;

1 s , .
Si (i,) €[1,7]% on a (UifUy)n = — VAT AV, = ZLVTV; = BLv|vy) = By s = o

it Hiflg Hi Hi
On sait déja que Uyy1,...,U, est une famille orthonormale; il reste donc seulement a vérifier que pour

0 car ATUj = 0. On peut donc conclure

1
i<retj>r onal; LU;:ona (UlU;)=—V"ATU;
i

‘ (U1, ...,U,) est une base orthonormale de R" ‘

7.a) Ona (UTAV)y; = FIUTAVE; = UTAV; = ;U Uiy (UilUj ) =| 10, | (Végalité AV, = p;U; reste vraie
pour j > r car u; = 0 dans ce cas.

b) On vient de prouver UT AV = A et comme (Ui)i<i<n et (Vj)i1<j<p sont des bases orthonormales de R™ et R”,
les matrices U et V sont orthogonales (matrices de passage de la base canonique, orthonormale, & une autre

base orthonormale), on a | A = UAVT



¢) On suit patiemment les calculs de 1.6 et 1.7 : Ang = (2 O) donc A\y = 6, u; = V6 et Vi = (0)

0 6 1
1 1 (1 1 (1
uis Ay = 2, =V2et Vy = ( ) On calcule alors U; = — | 1 et Up = — | 1 ]. Pour fi-
P 2 H2 2 0 1 /6 5 2 /2 0
2 0 -2 1 1
nir, AgAY = | 0 2 2 | donc ker(4pA%) = Vect{(1,—1,1)} donc Us = —= | —1 |. On en déduit
-2 2 4 V3 1
L VB V2N VB 0N
2 0 2 0 0 ) ——
A VT
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Idem pour By et on trouve | By = ﬁ <_1 1) ( 0 ) (1)

8. Comme U et V sont inversibles, on a rg(A) = rg(A) donc |rg(A) =r

9. a) La matrice VZELT est la matrice p X p dont toutes les colonnes sont nulles sauf celle d’indice ¢ qui vaut V;. Par

b
construction de V,ona |V = Z V;ET
i=1

p r
b) Ona A= ZUAEi‘/;T, de plus AE; = u;F; (=0si¢ > r) donc A = ZuiUFiViT; enfin, UF; = U; donc
i=1 i=1

A= Z,uiUiViT Comme ATU; = p;V; (méme si i > r), on a ATA = Z,uiATUiV;T = Zu?ViViT donc
i=1

i=1 i=1

T T T
ATA =Y " NViV" | On a de méme AV; = p;U; done AAT =" 11, Ui(AVi)" done | AAT =Y " \UUT
i=1 =1

i=1

c¢) |ker(A) = ker(ATA) = Vect{V,,1,...,V,} et ker(AT) = ker(AA”) = Vect{U,+1,...,U,}| D’aprés la question
précédente, les colonnes de A sont des multiples des U; (i < r) donc Im(A) C Vect{Uq,...,U,} et comme
rg(A) =r, on a ‘ Im(A) = Vect{U;,...,U,} | De la méme facon, on a |Im(A”) = Vect{V3,...,V,}

Partie IT
Ve 0 1(3 30 (21
1. OnaAa' = 0 1/\/§ donc AS‘ =3 (_1 1 2), AgAf = 3 1 2 1 |,AfAy= I |puis on vérifie
0 0 -1 1 2

‘A()AE)‘FA(] = A(] et z4arz4()_/4aL = A(z) ‘

2. Inutile de reprendre tous les calculs de I.7.c avec AJ, Af = VATU T est la décomposition en valeur singulieres de

A (en admettant I'unicité qui va étre prouvée apres, comme le suggere le texte) donc (A$)T = Aet | (AF)" = Ay

I, 0

I. 0
+ A _ [1r
3. |aa=( -

0 0

méme taille)

4. SiA€ GL,(R)alorsn =p=rdonc AT = Al puis ATA=VA-WUTUAVT = I, donc‘ At =A'si A€ GL,(R) ‘

) € M,(R) alors que AAT = (

) € M, (R) | (elles ne sont pas égales car elles n'ont pas la

n n T 1 T 1 T 1
5. OnalU =Y UF donc ATUT =) ATFU =" M—FiUiT et AT =" M—VFiUZ-T =y H—V;UiT
i=1 i=1 i—1 H i—1 i—1

On vérifie ensuite les expressions de AAT et AT A comme en 1.9.b

=2}

T . PR <
a) AATU; = ZUiUzTUj = { ((J)j :injo; " donc | AAT = Matg, (Tm(a)) | puisque (Uy, ..., U,) est une base de
=1 Y

=0,

ImA et (Upt1,...,U,) une base de (Im A)* = ker A”
V; sii<r
0 sinon

b) On fait de méme avec ATAV; = {



7.

8.

9.

10.

11.

12.

AAT et AT A sont les matrices dans des bases orthonormales de projections orthogonales donc ‘ AAT et AT A sont

symétriques

On a ImAA" = Im A et, comme AA™T est une matrice de projecteur, Im AA™ = ker(AA™ — I,,); on a donc

Im A C ker(AAY — I,,) donc (AAT —I,)A =0,ie| AATA= A
Ona AT (AAT) Z Z VUTU UT Z VUT donc| ATAAT = AT | (on pouvait difficilement faire comme

7,1]1

_51 J

pour AAT A car on n’a pas encore déterminé ker AT et Im A1)

i) on a Im AA" C Im A puis Im A = Im(AAT)A C Im AA™ donc ‘ ImA=1ImAA" ‘

ker A* C ker AA* et ker AA* C ker A (AA™) = ker A* donc |ker A* = ker AA™ |
ImA*ACImA* et Tm A+ = Im(A* A)A* € Tm AT A donc |Im A+ = Im A* A
ker A C ker At A et ker A* A C ker A(A*A) = ker A donc | ker A = ker A A |

ii) AAT est un projecteur de R” donc R" = ker AAT @ Im AA™T ie ‘R” =kerAT @ ImA‘ De méme AT A est un
projecteur de R? donc ‘ RP =ker A®Im AT ‘

a) i) B=BAB = B(AB) BBTAT et B=(BA)Y'B=AT"B"B

ii) A= ABA= A(BA)T = AATBT et A= (AB)TA=ATAT A

iii) il suffit de transposer les relations de ii)

b) Comme A" vérifie (1), elle vérifie aussi i), ii) et iii) donc AT = AT AA* d’aprés iii) ; on reporte dans i) avec
B: B =BBTATA)AT P2 pAat A20 BAAT(At)T AT =PI qranyT 4t ALD g

A vérifie (1) en prenant A" & la place de A donc, par unicité, De méme (AT)T vérifie (1) avec AT &

la place de A donc | (AT)T = (AT)*

2
On vérifie AgBy = | 0 | puis (49By)" =
-2

(1 0 -1) alorsqueBa':%(l -1) doncBgAg:é@ 1 —1)

NG

et ‘(AOBO)+ #* BS‘AS“ (cette égalité serait vérifiée si A et B étaient carrées et inversibles puisque dans ce cas
(AB)t* = (AB)"' =B 'A™' =B*A")
a) (AX|H — AATH), = XTATH — XTATAAT™H = 0 et de méme (AATH|H — AATH),, = 0 donc en ajoutant
—AT
les deux relations (bilinéarité du produit scalaire) ’ AX —AATH | H—- AATH ‘

L’idée du texte est de redémontrer que la distance de H a {AX, X € R} = Im A est atteinte au point AH avec
le théoréme de Pythagore (cf cours) mais on peut le voir directement car AH = AAYH = 7y a)(H) d’apres

IL.6.a. On a donc | d(H,Im(A)) = ||AH — HH

b) d(H,ImA) étant atteinte uniquement au point AH, si ||AH — NH |AH — N||, alors AH = AH donc
H — H € ker(A); d’autre part H=ATH cIm A" = (ker A)* et H = (H' — H) + H donc Pythagore donne
12, = 12 = Al + |7, > |17
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C) d(H, Ion) = HA()F— HH3 =




