Correction DM16
(Centrale PC 2023 maths 2)

Partie I.A
1. | R=1
2. |R=1
g Ui _nt1 1 done [R=1]
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Pour |z| < 1, T—= Zx” donc en dérivant k fois I'égalité, W = Zn(n —1)...(n — k+ 1)z"" puis
n=1 n=0
o0 0 i k
ok _in(n—l)...(n—k‘—i—l) n o.onm—=1)...(n—k+1) n s
(1I— )R+t — —~ Kl v, pus k! o ( > sin>k
Partie 1.B

L [R=1]

2. (Hy,...,Hy) est une famille de k polynémes de Ri[X], de degrés échelonnés, donc est une base de Ry[X]; ce qui
donne Pexistence et 1'unicité des ay ; (les coordonnées de de X* dans la base (Ho, ..., Hy)).

3. On a H;(0) = 0 pour i > 1 et Hy(0) = 1 donc | a0 = 0% = 0| Comme Hy est le seul polynome de degré k, en

identifiant le coefficient dominant de X*, on trouve

0 sij<i-—1 j
4. Ona H;(j) = <j> sij>i donc en évaluant X* en X = 5, on trouve j* = ZozmHi(j) = Zak,iHi(j) =
i —

ak] +Zak1 7 akg+zak1(.>

5. Rien n mterdlt une fonction récursive assez inefficace :

def alpha(k,j) :

if k=20 :
return 1

elif j = 0
return 0

else
r = j*xk
for i in range(j)

r = r — binome(j,i)*alpha(k,i)

return r

+oo k Zﬁnie k +o00 n
6. On a vt zam ) done i) = 3° 3wy Hy(ma™ 2 Y z () s 1) () one
n=0 j=0 7=0 =0 J
. 2 1 u . s
ZHJ(TL)ZE :mdapresIA.?» On a donc fk Z k,j ]+1 = (1_:1:)k+1 Zakﬂx‘](lfﬂf) ‘77
§=0
ce qui donne 'existence des polyndémes Py et la relation souhaltee
Reste 'unicité : si Qg est un autre polynéme tel que fi(z) = (1Qk()x]3+1 sur | — 1,1 alors P, = Q sur | — 1,1]
—x
donc P, = Qy, car P, — Q s’annule sur | — 1, 1] donc posséde une infinité de racines.

7. On peut commencer par calculer les coefficients de X7 (1 — X)*~7 avant de faire une combinaison linéaire

def P(k) :
L = [0]*(k+1)
for h in range(k+1)
| = [(—1)#xixbinome(k—j,i) for i in range(k—j+1)]
= [0]xj +M
i in range(k+1)
L[i] 4= alpha(k,j)«M[i]

# (1= X)7
# XI(1— X))k
for

return L



PIQ({LZ + (k + I)Pk($)> o Pk+1(l‘) ce qui

8. On a fi(x anﬂ "1 donc zfi(z) = frr1(x) donc x( T I—o)k2 ) = T =a)ke

n=0 (1 B J))
donne, par unicité de Py, ‘ Pop1=X(1-X)P,+(k+1)XPy ‘

9. Py=1puis P = X donc| P = X> + X et Py = X* +4X> + X |

10. On montre par récurrence sur k que P, = X*+Q), avec deg(Q) < k—1: évident pour k = 0 (ou 1). Si on suppose le
résultat vrai pour Py alors Pyiq = X (1-X) (kX 1 4+Q)) +(k+1) (X ™+ X Q) = X" 4+ X (1-X)Q}+(k+1) X Qi
et deg(X(1 — X)Q}, + (k+1)XQy) < k. On en déduit que ’ P, est unitaire de degré k‘

11. On procede a nouveau par récurrence sur k : le résultat est évident pour k£ = 0; s’il est vrai pour Py alors on
a (k4 1)z"P, (%) A 4 (%) = P/(x) donc z"*2P (%) = (z - 1)z*P] (%) + (k + 1)2** 1P, (%) =
(x —1) {(k + 1)k P, (%) - xP,i(x)} +(k+1)Pe(z) = (x — 1) [(k + 1) Py(x) — 2P} (2)] + (k + 1) Pi(z) = 2(1 —
2)Pp() + (k + 1)aPe(z) = Pt (w)

k k k
, 1 i kalei ,
12. Si P, = g a; X" (car Py(0) = 0 si k > 1) alors 1 p, (;) = E azh it gas E ar+1—; X7 donc

i=1 i=1 j=1
aj = Qg41—j

Partie 1.C
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G| @n+2)(@2n+1) 1
1. Ona (27?) = CESIE p— 4 donc | R = 1
+oo
1 1 -1/2)(-3/2)...(—-1/2 — 1
Pour |z| < iy i (1—4z)~Y2 = Z (=1/2)(=3/2) n'( 2=n+ )( 4z)" et (calcul déja fait plusieurs
AT n=0 ’
-1/2)(—-3/2)...(—-1/2 — 1 1 2n—1 2n)! 2
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1 =X (20 2t
2. Si on pose g(z) = VT et G la primitive de g nulle en 0 alors on a G(z) = Z R o] donc le membre
B n=0

1 1 1
de gauche est ;G(x) Il suffit donc de vérifier que G(z) = 5(1 — /1 —4z) : sion pose h(z) = 5(1 —+v1—4z), on

11 1(1/2)(4 1
a bien h(0) = 0, h est dérivable sur }—7, - { et b/ (z) = 11/2)@) =
4’4 2V1—4x 1-4x
3. On remarque cette fois que le terme de gauche et le produit de Cauchy des deux séries entiéres des questions I.C.2
1 Xl—\/1—4x_i< 1 _1>
v1-—4zx 2z 20 \/1—4z
+oo +oo +o0
1 2n n=k+1 2k +2Y\ 4 1 ( 1 > 2n + 2
4. AvecI.C.1, —— — 1= "= zF done — | — — "
¥ V- 4z §<n> Z(k+1) 20 \VI_ 4o 7;) n+1

k=0

et I.C.3 donc vaut

2
ce qui donne, en identifiant avec les coeflicients du DSE de 1.C.3 2( n—:-l ) = k1 ( > ( . )
n
k=0

Partie I1.A.1
e o < 1 nx” (1>d nx"
. Comme |z on a = o|(— ) donc E
’ 1—2an n? 1—

na™ +oo +oo
: — = nx" § (xn)k — 2 nxn(k—i—l)
— T
k=0 k=0

— est ACV. Toujours avec |z| < 1, donc [z"| < 1, on a

2. On utilise le deuxieme résultat donné avec Gpj = izt (la sommabilité a déja été prouvée au dessus) :

+oo 400 400 “+o00 ij+1

= Z Z na"1HR) ot Z na"1+k) Z n(zFTH" = fi (2P = = Reste a poser p = k+1.
n= 0 k=0n=0 n=0
Partie I1.A.2
1
1. m k:4 (SATP) donce u,, existe
S stk>=n ) - . L ..
2. On pose ap = B3 (k+1 et on applique le théoréme de Fubini (le premier résultat rappelé puisque
0 sik<n
+oo k
k(k+1 1
ank = 0): apk =0 pour n > k donc Z A = Z w0 k Y = 2k§’(k‘ - i> = o0 donc (@, k)n,k>1 €st sommable

n=0



et

Z u :
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Partie I1.B.1

1 / +o00 400
1.‘2<1donczbwz_1+22ﬂ:_ L) ) SRR
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+oco j—1 P +oo+oo
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2.Y b =1 L A | = R el A S} =
3. Bien siir que non
Partie I1.B.2
_ +oo 1/3 400 +oo
‘ ’<1donch”—z—2123’f L i—QiZ?)_k: - ilil/gz0.0nadonc chmzo
Jj=i+1 k=1 1=0 j=0
+o0 Jj—1 Jj—1 1— i
2. ¢;; = 0 pour 7 > j donc la somme est finie et ch —]—22 i3°7. On pose alors f(z sz pour
=0 =0 =0
—+oo coi—1
, 2 3 (1-3)+(1-3) | 3 -1
€]1, +o0[ et on remarque que ;ci’j =j-—a=f(3)=j— 1 =3 abyvEE
-1 ? donc In série 3~ §: : b divergent
. . = don ri rossierement divergente.
X 3T i onc la série > ¢ij | est grossiereme vergente
iz
Partie ITI.A
k
1. P(X =n,Y = k)= P(Y = k|X = n)P(X =n) = e*”%pu _p)nl
+o0o p+oo 1—p n—1 p 1 )
2. P(Y =0) = P(X = 0) == ( ) == =
) Z ( ) e e exl I=p le—1+p
n=1 n=1 e
P x= i (l-p\" p 1—p
De méme, P(Yk)(l—p)k:!n_lnk( - ) = (1—p)k;!fk( . ) car le terme n = 0 est nul

3. 4 5. Pour les 3 questions qui suivent, on peut gagner du temps en passant par la fonction génératrice de Y : si ¢ € [0, 1]
(toutes les séries sont donc a termes positifs donc on va pouvoir appliquer Fubini)

“+oo

p pt" 1-p R~ pnh)F (1—p\"
Gy (1) = ¥ (2= 2y s (=)
v(®) e—1+p ;(1—p)k!f‘“ e 1+p kzlz e
+00 +o00 n +oo n +0o
_ Y Pnt)k ( —P> _ P P (1—]9) Z(ntk
1+p nlkl (1-p)k e e—l+p 1-ps=\ e = k!
+ —
p p oo(lfp>"[6nt71]7 p Z nnt 1y D 1Tp
e—=l+p 1l-p“\ e “itp 1- l—p1— L2
p ~ (t—1) pe’
= ]_— nenit— = V—
1-p4 1( p)"e e—(1—pet
donc | Gy (t) = #ﬁ—p) sit € [0,1]| (on aurait pu faire le méme calcul avec t €] — 1,1[ en vérifiant la som-

mabilité, ie le méme calcul avec |t| a la place de t)

On en déduit

Partie II1.B

—+o0
1 1
Y P(Y =k) =Gy (1) =1 puis E(Y) = Gy (1) = S et VY)=Gy 1)+ E(Y) - E(Y)? = =
k=0
1. Comme X;(Q2) = {0, 1}, le nombre de piles est le nombre de fois ot X; prend la valeur 1 et’ A, =(X1+ -+ X9, =n) ‘

Xy 4 -

P(An)

+ X9, est une somme de 2n variables indépendantes suivant #(p) donc X7 + - --

(277)]0”(1 o)

+ Xop, ~ B(2n,p) et



2.

3.

—+oo +oo
n= 2 2 1
. Ona P(C) = Z P(B,) LA Z k+1< k)pk+1(1 — p)**! donc avec (I.2), pour z = p(1 — p) € }O, il

Un événement ne pouvant se produire pour la premiére fois qu'une seule fois, les (B,,) sont deux & deux incompa-
tibles.

Ona(C = U B,, donc C' est une réunion dénombrable d’événement donc est aussi un événement. Par o-additivité,
n>1

les B,, étant 2 a 2 incompatibles, on a | P(C) = Z P(B

. On note By, ’événement « on n’a jamais autant de piles que de faces » : By, = U B,, est donc bien un événement.

n>1
“+o0o
La famille ((By,)n>1, Boo) est un SCE et on a donc P(4,) = Z P(A,|Bg)P(By)+P(A,NBx). Ona A,NBy =0
k=1
et si k > n, A, N B = ) donc il reste P(A ZP (A,|Bk)P(By). Si By, est réalisée, on peut considérer qu’on

recommence le jeu a partir du lancer 2k + 1 (on etalt a Péquilibre apres le lancer 2k); on sera donc & nouveau
a I’équilibre apres le lancer 2n avec la méme probabilité que celle d’y étre apres 2n — 2k lancers. On a donc

()= 32 P4 ) P(B)

n—1

. Comme P(Ay) = P(Q) =1,ona P(B,) = P(A,) — Z P(A,_;)P(Bg) et on va pouvoir déterminer la valeur de

k=1
P(B,,) par récurrence forte sur n :

B; = A; done P(B;) = P(A;) = p(1 — p) qui est bien le résultat attendu pour n = 1.

Si on suppose P(By) = z (2: 12

(T)p Zl (22 _ Zk>p”‘k(1 - p)""“% (2:_12>p’“(1 -p)*
k=1
(:)p L 2 n’i;(%—%) (2:_—12>
k=1
kh+1<2:> A=) — 2 (1 — p)" > <2Zj:2h>(2}?>
= (s arawr i) ()

donc | P(B,) = 2 <2” - 2) p(1—p)"

n—1

>pk(1 —p)¥ pour k €[[1,n — 1] alors on a

M ‘

DN =

on a

k

n=1

1— /1 4p(1—p)
p(1—p)

Sip= 3 alors x = 1 donc on ne peut pas appliquer directement (I.2) donc on commence par vérifier que (1.2) est

P(C) =p(1—p) x

donc | P(C) =1—14/1 —4p(1 — p)

+oo
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encore valable en z = e vérifiant que S(z) = nE_O ( :) nw_’_ 7 est continue sur {0, ﬂ :

Hl: v, =2+ (2n> v est continue sur {O, 1}
n Jn+ 4
o 47 ()27 4 1 1
H2 : |jupl|oo = ~ X — = donc Zun CVN sur {O, f}
nJn+1 (2)*" 27n n V/n3/2 4
1 1 1 1 1-v1-4
S est donc continue sur {0, f} etona P(C)=-5 (7) =~ lim —Y" " donc PC)=1
4 4 \4 z—1- 2z



