
Correction DM16
(Centrale PC 2023 maths 2)

Partie I.A
1. R = 1

2. R = 1

3.
∣∣∣∣∣
(

n+1
k

)(
n
k

) ∣∣∣∣∣ = n+ 1
n+ 1− k −−−−−→n→+∞

1 donc R = 1

Pour |x| < 1, 1
1− x

+∞∑
n=1

xn donc en dérivant k fois l’égalité, k!
(1− x)k+1 =

+∞∑
n=0

n(n − 1) . . . (n − k + 1)xn−k puis

xk

(1− x)k+1 =
+∞∑
n=0

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
k! xn, puis n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k! =


0 si n < kÇ
n

k

å
si n > k

Partie I.B
1. R = 1
2. (H0, . . . ,Hk) est une famille de k polynômes de Rk[X], de degrés échelonnés, donc est une base de Rk[X] ; ce qui

donne l’existence et l’unicité des αk,i (les coordonnées de de Xk dans la base (H0, . . . ,Hk)).

3. On a Hi(0) = 0 pour i > 1 et H0(0) = 1 donc αk,0 = 0k = 0 Comme Hk est le seul polynôme de degré k, en

identifiant le coefficient dominant de Xk, on trouve αk,k = k!

4. On aHi(j) =


0 si j 6 i− 1Ç
j

i

å
si j > i

donc en évaluantXk enX = j, on trouve jk =
k∑

i=0
αk,iHi(j) =

j∑
i=0

αk,iHi(j) =

αk,jHj(j) +
j−1∑
i=0

αk,iHi(j) = αk,j +
j−1∑
i=0

αk,i

Ç
j

i

å
5. Rien n’interdit une fonction récursive assez inefficace :

def alpha (k , j ) :
i f k == 0 :

return 1
e l i f j == 0 :

return 0
else :

r = j ∗∗k
for i in range ( j ) :

r = r − binome ( j , i ) ∗ alpha (k , i )
return r

6. On a nk =
k∑

j=0
αk,jHj(n) donc fk(x) =

+∞∑
n=0

k∑
j=0

αk,jHj(n)xn

∑
finie
=

k∑
j=0

αk,j

+∞∑
n=0

Hj(n)xn puis Hj(n) =
Ç
n

j

å
donc

+∞∑
n=0

Hj(n)xn = xj

(1− x)j+1 d’après I.A.3. On a donc fk(x) =
k∑

j=0
αk,j

xj

(1− x)j+1 = 1
(1− x)k+1

k∑
j=0

αk,jx
j(1−x)k−j ,

ce qui donne l’existence des polynômes Pk et la relation souhaitée.

Reste l’unicité : si Qk est un autre polynôme tel que fk(x) = Qk(x)
(1− x)k+1 sur ] − 1, 1[ alors Pk = Qk sur ] − 1, 1[

donc Pk = Qk car Pk −Qk s’annule sur ]− 1, 1[ donc possède une infinité de racines.
7. On peut commencer par calculer les coefficients de Xj(1−X)k−j avant de faire une combinaison linéaire

def P(k ) :
L = [ 0 ] ∗ ( k+1)
for h in range ( k+1) :

M = [(−1) ∗∗ i ∗binome (k−j , i ) for i in range (k−j +1) ] # (1−X)k−j

M = [ 0 ] ∗ j + M # Xj(1−X)k−j

for i in range ( k+1) :
L [ i ] += alpha (k , j ) ∗M[ i ]

return L



8. On a f ′k(x) =
+∞∑
n=0

nk+1xn−1 donc xf ′k(x) = fk+1(x) donc x
Å

P ′k(x)
(1− x)k+1 + (k + 1)Pk(x)

(1− x)k+2

ã
= Pk+1(x)

(1− x)k+2 ce qui

donne, par unicité de Pk+1, Pk+1 = X(1−X)P ′k + (k + 1)XPk

9. P0 = 1 puis P1 = X donc P2 = X2 +X et P3 = X3 + 4X2 +X

10. On montre par récurrence sur k que Pk = Xk+Qk avec deg(Qk) 6 k−1 : évident pour k = 0 (ou 1). Si on suppose le
résultat vrai pour Pk alors Pk+1 = X(1−X)(kXk−1+Q′k)+(k+1)(Xk+1+XQk) = Xk+1+X(1−X)Q′k+(k+1)XQk

et deg(X(1−X)Q′k + (k + 1)XQk) 6 k. On en déduit que Pk est unitaire de degré k
11. On procède à nouveau par récurrence sur k : le résultat est évident pour k = 0 ; s’il est vrai pour Pk alors on

a (k + 1)xkPk

Å 1
x

ã
− xk−1P ′k

Å 1
x

ã
= P ′k(x) donc xk+2Pk+1

Å 1
x

ã
= (x − 1)xkP ′k

Å 1
x

ã
+ (k + 1)xk+1Pk

Å 1
x

ã
=

(x − 1)
ï
(k + 1)xk+1Pk

Å 1
x

ã
− xP ′k(x)

ò
+ (k + 1)Pk(x) = (x − 1) [(k + 1)Pk(x)− xP ′k(x)] + (k + 1)Pk(x) = x(1 −

x)P ′k(x) + (k + 1)xPk(x) = Pk+1(x)

12. Si Pk =
k∑

i=1
aiX

i (car Pk(0) = 0 si k > 1) alors xk+1Pk

Å 1
x

ã
=

k∑
i=1

aix
k+1−i j=k+1−i=

k∑
j=1

ak+1−jX
j donc

aj = ak+1−j

Partie I.C

1. On a
∣∣∣∣∣
(2n+2

n+1
)(2n

n

) ∣∣∣∣∣ = (2n+ 2)(2n+ 1)
(n+ 1)2 −−−−−→

n→+∞
4 donc R = 1

4

Pour |x| < 1
4 ,

1√
1− 4x

= (1−4x)−1/2 =
+∞∑
n=0

(−1/2)(−3/2) . . . (−1/2− n+ 1)
n! (−4x)n et (calcul déjà fait plusieurs

fois) (−1/2)(−3/2) . . . (−1/2− n+ 1)
n! (−4)n = 1× 3× · · · × (2n− 1)

2nn! 4n = (2n)!
(2nn!)2 4n =

Ç
2n
n

å
2. Si on pose g(x) = 1√

1− 4x
et G la primitive de g nulle en 0 alors on a G(x) =

+∞∑
n=0

Ç
2n
n

å
xn+1

n+ 1 donc le membre

de gauche est 1
x
G(x). Il suffit donc de vérifier que G(x) = 1

2(1−
√

1− 4x) : si on pose h(x) = 1
2(1−

√
1− 4x), on

a bien h(0) = 0, h est dérivable sur
ò
−1

4 ,
1
4

ï
et h′(x) = 1

2
(1/2)(4)√

1− 4x
= 1√

1− 4x
3. On remarque cette fois que le terme de gauche et le produit de Cauchy des deux séries entières des questions I.C.2

et I.C.3 donc vaut 1√
1− 4x

× 1−
√

1− 4x
2x = 1

2x

Å 1√
1− 4x

− 1
ã

4. Avec I.C.1, 1√
1− 4x

− 1 =
+∞∑
n=1

Ç
2n
n

å
xn n=k+1=

+∞∑
k=0

Ç
2k + 2
k + 1

å
xk+1 donc 1

2x

Å 1√
1− 4x

− 1
ã

= 1
2

+∞∑
n=0

Ç
2n+ 2
n+ 1

å
xn

ce qui donne, en identifiant avec les coefficients du DSE de I.C.3 1
2

Ç
2n+ 2
n+ 1

å
=

n∑
k=0

1
k + 1

Ç
2k
k

åÇ
2n− 2k
n− k

å
Partie II.A.1

1. Comme |x| < 1, on a nxn

1− xn
= o

Å 1
n2

ã
donc

∑ nxn

1− xn
est ACV. Toujours avec |x| < 1, donc |xn| < 1, on a

nxn

1− xn
= nxn

+∞∑
k=0

(xn)k =
+∞∑
k=0

nxn(k+1)

2. On utilise le deuxième résultat donné avec an,k = ixn(k+1) (la sommabilité a déjà été prouvée au dessus) :
+∞∑
n=0

nxn

1− xn
=

+∞∑
k=0

+∞∑
n=0

nxn(1+k) et
+∞∑
n=0

nxn(1+k) =
+∞∑
n=0

n(xk+1)n = f1(xk+1) = xk+1

(1− xk+1)2 . Reste à poser p = k+1.

Partie II.A.2

1. 1
k3(k + 1) ∼

1
k4 (SATP) donc un existe

2. On pose an,k =
{ n

k3(k + 1 si k > n

0 si k < n
et on applique le théorème de Fubini (le premier résultat rappelé puisque

an,k > 0) : an,k = 0 pour n > k donc
+∞∑
n=0

an,k =
k∑

n=0

n

k3(k + 1) = k(k + 1)
2k3(k + 1) = 1

2k2 donc (an,k)n,k>1 est sommable



et
+∞∑
n=0

un = π2

12

Partie II.B.1

1.
∣∣∣∣12
∣∣∣∣ < 1 donc

+∞∑
j=0

bi,j = −1 +
+∞∑

j=i+1

1
2j−i

= −1 + 1/2
1− 1/2 = 0 et

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

bi,j = 0

2.
+∞∑
i=0

bi,j = −1 +
j−1∑
i=0

1
2j−i

k=j−i= −1 +
j∑

k=1

1
2k

= −1 + 1
2 ×

1− (1/2)j

1− 1/2 = 1
2j

et
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

bi,j = 1
1− 1/2 = 2

3. Bien sûr que non
Partie II.B.2

1.
∣∣∣∣13
∣∣∣∣ < 1 donc

+∞∑
j=0

ci,j = i− 2i
+∞∑

j=i+1
3i−j k=j−i= i− 2i

+∞∑
k=1

3−k = i− 2i 1/3
1− 1/3 = 0. On a donc

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ci,j = 0

2. ci,j = 0 pour i > j donc la somme est finie et
+∞∑
i=0

ci,j = j − 2
j−1∑
i=0

i3i−j . On pose alors f(x) =
j−1∑
i=0

xi = 1− xj

1− x pour

x ∈]1,+∞[ et on remarque que
+∞∑
i=0

ci,j = j − 2
3j−1 f

′(3) = j − 2
3j−1

−j3j−1(1− 3) + (1− 3j)
(1− 3)2 = 3j − 1

2× 3j−1

3. 3j − 1
2× 3j−1 −−−−→j→+∞

3
2 donc la série

∑
j>0

(+∞∑
i=0

ci,j

)
est grossièrement divergente.

Partie III.A

1. P (X = n, Y = k) = P (Y = k|X = n)P (X = n) = e−nn
k

k! p(1− p)
n−1

2. P (Y = 0) =
+∞∑
n=1

P (X = n, Y = 0) = p

e

+∞∑
n=1

Å1− p
e

ãn−1
= p

e
× 1

1− 1−p
e

= p

e− 1 + p

De même, P (Y = k) = p

(1− p)k!

+∞∑
n=1

nk

Å1− p
e

ãn

= p

(1− p)k!fk

Å1− p
e

ã
car le terme n = 0 est nul

3. à 5. Pour les 3 questions qui suivent, on peut gagner du temps en passant par la fonction génératrice de Y : si t ∈ [0, 1]
(toutes les séries sont donc à termes positifs donc on va pouvoir appliquer Fubini)

GY (t) = p

e− 1 + p
+

+∞∑
k=1

ptk

(1− p)k!fk

Å1− p
e

ã
= p

e− 1 + p
+

+∞∑
k=1

+∞∑
n=1

p(nt)k

(1− p)k!

Å1− p
e

ãn

= p

e− 1 + p
+

+∞∑
n=1

+∞∑
k=1

p(nt)k

(1− p)k!

Å1− p
e

ãn

= p

e− 1 + p
+ p

1− p

+∞∑
n=1

Å1− p
e

ãn +∞∑
k=1

(nt)k

k!

= p

e− 1 + p
+ p

1− p

+∞∑
n=1

Å1− p
e

ãn [
ent − 1

]
= p

e− 1 + p
+ p

1− p

+∞∑
n=1

(1− p)nen(t−1) − p

1− p

1−p
e

1− 1−p
e

= p

1− p

+∞∑
n=1

(1− p)nen(t−1) = pet

e− (1− p)et

donc GY (t) = p

e1−t + (1− p) si t ∈ [0, 1] (on aurait pu faire le même calcul avec t ∈]− 1, 1[ en vérifiant la som-

mabilité, ie le même calcul avec |t| à la place de t)

On en déduit
+∞∑
k=0

P (Y = k) = GY (1) = 1 puis E(Y ) = G′Y (1) = 1
p
et V (Y ) = G′′Y (1) + E(Y )− E(Y )2 = 1

p2

Partie III.B
1. CommeXi(Ω) = {0, 1}, le nombre de piles est le nombre de fois oùXi prend la valeur 1 et An = (X1 + · · ·+X2n = n)

X1 + · · · + X2n est une somme de 2n variables indépendantes suivant B(p) donc X1 + · · · + X2n ∼ B(2n, p) et

P (An) =
Ç

2n
n

å
pn(1− p)n



2. Un événement ne pouvant se produire pour la première fois qu’une seule fois, les (Bn) sont deux à deux incompa-
tibles.

3. On a C =
⋃

n>1
Bn donc C est une réunion dénombrable d’événement donc est aussi un événement. Par σ-additivité,

les Bn étant 2 à 2 incompatibles, on a P (C) =
+∞∑
n=1

P (Bn)

4. On note B∞ l’événement « on n’a jamais autant de piles que de faces » : B∞ =
⋃

n>1
Bn est donc bien un événement.

La famille ((Bn)n>1, B∞) est un SCE et on a donc P (An) =
+∞∑
k=1

P (An|Bk)P (Bk)+P (An∩B∞). On a An∩B∞ = ∅

et si k > n, An ∩ Bk = ∅ donc il reste P (An) =
n∑

k=1
P (An|Bk)P (Bk). Si Bk est réalisée, on peut considérer qu’on

recommence le jeu à partir du lancer 2k + 1 (on était à l’équilibre après le lancer 2k) ; on sera donc à nouveau
à l’équilibre après le lancer 2n avec la même probabilité que celle d’y être après 2n − 2k lancers. On a donc

P (An) =
n∑

k=1
P (An−k)P (Bk)

5. Comme P (A0) = P (Ω) = 1, on a P (Bn) = P (An)−
n−1∑
k=1

P (An−k)P (Bk) et on va pouvoir déterminer la valeur de

P (Bn) par récurrence forte sur n :
B1 = A1 donc P (B1) = P (A1) = p(1− p) qui est bien le résultat attendu pour n = 1.

Si on suppose P (Bk) = 2
k

Ç
2k − 2
k − 1

å
pk(1− p)k pour k ∈ [[ 1, n− 1 ]] alors on a

P (Bn) =
Ç

2n
n

å
pn(1− p)n −

n−1∑
k=1

Ç
2n− 2k
n− k

å
pn−k(1− p)n−k 2

k

Ç
2k − 2
k − 1

å
pk(1− p)k

=
Ç

2n
n

å
pn(1− p)n − 2pn(1− p)n

n−1∑
k=1

1
k

Ç
2n− 2k
n− k

åÇ
2k − 2
k − 1

å
k=h+1=

Ç
2n
n

å
pn(1− p)n − 2pn(1− p)n

n−2∑
h=0

1
h+ 1

Ç
2n− 2− 2h
n− 1− h

åÇ
2h
h

å
I.3=
Ç

2n
n

å
pn(1− p)n − 2pn(1− p)n

ñ
1
2

Ç
2n
n

å
− 1
n

Ç
2n− 2
n− 1

åô
donc P (Bn) = 2

n

Ç
2n− 2
n− 1

å
pn(1− p)n

6. On a P (C) =
+∞∑
n=1

P (Bn) n=k+1=
+∞∑
k=0

2
k + 1

Ç
2k
k

å
pk+1(1 − p)k+1 donc avec (I.2), pour x = p(1 − p) ∈

ò
0, 1

4

ï
, on a

P (C) = p(1− p)× 1−
√

1− 4p(1− p)
p(1− p) donc P (C) = 1−

»
1− 4p(1− p)

7. Si p = 1
2 alors x = 1

4 donc on ne peut pas appliquer directement (I.2) donc on commence par vérifier que (I.2) est

encore valable en x = 1
4 en vérifiant que S(x) =

+∞∑
n=0

Ç
2n
n

å
xn

n+ 1 est continue sur
ï
0, 1

4

ò
:

H1 : un = x 7→
Ç

2n
n

å
xn

n+ 1 est continue sur
ï
0, 1

4

ò
H2 : ‖un‖∞ =

Ç
2n
n

å
4−n

n+ 1 ∼
( 2n

e

)2n 2
√
πn(

n
e

)2n 2πn
× 4−n

n
= 1√

πn3/2 donc
∑

un CVN sur
ï
0, 1

4

ò
S est donc continue sur

ï
0, 1

4

ò
et on a P (C) = 1

4S
Å1

4

ã
= 1

4 lim
x→ 1

4
−

1−
√

1− 4x
2x donc P (C) = 1


