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Physique 1 - Mines Ponts PSI -
Proposition de corrigé

Corrigé rédigé par Thibault Debelhoir et Jean Maysonnave, relu par Stéphane Ravier. N’hésitez pas a nous signaler par mail
(jean.maysonnave@ac-creteil.fr et thibault.debelhoir@ac-creteil.fr) toute coquille ou erreur!

I. La circulation capillaire

1. Le nombre de Reynolds %, est un nombre adimensionné qui s’évalue via la relation :

LU
- v
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Ici, L, U et v représentent respectivement la distance typique, la vitesse typique et la viscosité cinématique de ’écoulement.

Ce nombre correspond au rapport des contributions convective et diffusive au transport de quantité de mouvement dans 1’écou-
lement. Si %, est grand, la diffusion (liée a la viscosité) est faible en comparaison de la convection. L'écoulement est donc
dominé par la convection, ce qui peut par exemple donner des turbulences. A l'inverse, si %, est petit (typiquement inférieur a
1), la diffusion domine, ’écoulement est alors caractérisé par un "lissage" du champ des vitesses dii aux frottements visqueux.

2. On peut évaluer la longueur moyenne /o d’'un capillaire a partir de la longueur cumulée de tous les capillaires Lo = 108 m
(donnée) et du nombre total de capillaires N. Ce dernier peut s’obtenir via N = chaque capillaire ayant une section
circulaire. Ainsi :
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Remarque : on aurait pu aussi utiliser la donnée du volume sanguin total, mais cela parait moins précis car tous les vaisseaux
ne sont pas des capillaires.

3. A chaque contraction (tous les 7 = 1 s), un volume Vy = 10™% m? est &jecté du coeur. Le débit volumique total est donc en
ordre de grandeur D, ; = % Le débit massique d'un capillaire D, est le débit massique total D, ; divisé par le nombre de
capillaire N. Et D, ; = pD, ; comme la masse volumique est constante. Ainsi :

Dpmi pDy;  pVomR?  1,1.103x107*x3x10710  1,1x3

~ ~ F 10T = 10719~ 7,107 kg.s7?
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Le nombre de Reynolds est quant a lui donné par :
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(ouU = % et D, sont respectivement la vitesse moyenne dans un capillaire et le débit volumique d’un capillaire). Le nombre
de Reynolds est petit devant 1. C’est un écoulement clairement laminaire que I'on étudie donc.

4. Dhypothése incompressible se traduit mathématiquement par div 7 = 0. Cette relation donne ici en coordonnées cylindriques

0
a—v(r,z) = 0. Donc le champ des vitesses ne dépend pas de z de sorte que 'on a simplement ¥ = v(r)é,.
z

Les lignes de courant sont toutes paralleles a é,. Sur chaque ligne de courant, r est alors fixé. Par ailleurs la vitesse ne dépend
pas du temps. Ainsi la vitesse est une constante, et une particule de fluide n’est pas accélérée. Par extension, I’élément de fluide
n’est donc pas accéléré non plus.

5. Cette question est maladroitement posée. Une relation mécanique différentielle spatiale est demandée, ce qui sous-entend
qu’elle doit étre obtenue a partir d'un bilan mécanique sur un systéme infinitésimal. Mais I’élément de fluide proposé ne 'est
pas.

On va donc effectuer un bilan des forces mais sur un élément de fluide de forme cylindrique, d’axe é,, de rayon r et compris
entre les cotes z et z +dz. Cet élément de fluide a donc une masse dm = prr2dz. Le bilan s’écrit donc :

d
dma = [P(z) - P(z + d2)|nrleé, + n(2ﬂrdz)d—:(r)éz

~ dpP
Or a =0 d’apres la question 4, et [P(z) — P(z +dz)] = —d—(z)dz. En projetant le bilan sur ’'axe é,, on aboutit a :
z
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dP = 2pdv
E(Z)_ - dr(r)

Puisque le membre de droite ne dépend que de la variable r et celui de gauche que de la variable z, les deux membres sont

alors nécessairement constants. Donc d—(z) est constant.
z

6. La relation précédente nous donne que :

dv r dP
5(7‘) = %5(2)

L . . R dpP .
et on peut intégrer cette relation, en ayant bien en téte que d—(z) est une constante. Ainsi :
z

rZ dp
v(r)= E E(z) +A

et puis, pour trouver A, on peut utiliser la condition d’adhérence du fluide sur les parois. Comme I’écoulement est visqueux, on

R2dP
peut supposer v(r = R) =0 de sorte que A = —E d—(z). En fin de compte :
z
R?-r%dP
v(r) =-— an 5(2)

7. 11 faut donc commencer par calculer le débit massique, donné par : D,, = frlio 9220 U .dS o1 dS est une portion de couronne,

d’axe Oz, comprise entre les angles 0 et 6 + d6 et entre les rayons r et r + dr. Ainsi :

R r2n 2npdP (E 27p dP (R* R* R*dP
Dm=f f pu(r)rdedrz—ﬂ—f (R2r_r3)dr:_ﬂ—(———)=—”” el
r=0J0=0 4n dz Jr=0 4n dz \ 2 4 8n dz
On en déduit :
|dP/dz| 8n
Ru: = —_—
D, npR*4

8. La gradient de pression est constant donc : |dP/dz| = AP/l, soit AP = R, D,,l en valeur absolue. La pression est nécessaire-
ment plus forte & gauche qu’a droite car les frottements sur les parois la font progressivement baisser (perte de charge). Pour
I’AN & la main,on a :

8 8x1,6.1073 8x1,6x7x5
0 X x7.107 1 x5.1072= 222X TX0 461 1 310%Pa

AP = Dyl =
npRY™™ " 3,1x1,1.103 x 1020 3x1,1

9. Les forces de pression exercées sur la capillaire s’appliquent & ses extrémités gauche et droite. La puissance & recherchée
Sexprime donc selon : 2 = [[ Fp(z = 0).5(r) + [[ Fp(z = 1).5(r) = [ P(z = 0)dS.5(r) - [f P(z = )dS.5(r) o les intégrales portent
sur les surfaces droites du capillaire en z = 0 et z = [ respectivement. Les forces de pression, dirigées suivant Oz comme le
vecteur vitesse, sont également uniformes sur ces surfaces et donc :

9’=[P(2=0)—P(z=l)]ffv(r)dS =APffv(r)dS

et [[ v(r)dS = D, par définition :

D R,D21
P =APD,=AP 2 =% "m
Y Y

10. Dans I’énoncé, le volume systolique Vi = 10™* m? permet facilement d’évaluer le débit volumique total pour le coeur. C’est
le volume de sang éjecté tous les 7 = 1 s. Le débit volumique total serait ainsi D, ; = Vo/7. La différence de pression que voit ce
volume éjecté est en moyenne AP, ainsi :

APV,
T

P =NAPD,; = =1,3.10>x107*=0,13W

Remarque : Le résultat est un peu faible puisqu’une estimation courante est plutot de I'ordre de 1 4 2 W. Mais le modeéle retenu
ignore l'influence de la pesanteur par exemple alors que cette derniére domine clairement. Avec les données, 'ensemble du
sang fait un tour complet en une minute. Sur ce trajet, il faut lutter contre la pesanteur sur une hauteur de I'ordre de 1 m, ce
qui correspond a environ 1 W supplémentaire.
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II. Le magnétron

11. Afin que le champ magnétique soit uniforme, le bobinage doit étre trés long, plus précisément sa longueur doit &étre beau-
coup plus grande que son diameétre. Pour que le champ soit porté par le vecteur é,, le bobinage doit étre centré autour de I'axe
(Oz). Enfin, pour que le champ soit stationnaire, le courant I doit étre constant.

12. Puisque le dispositif est invariant par translation selon é, (en négligeant les effets de bord) et par rotation selon é4 (en
approximant ’'anode comme une unique partie cylindrique), le potentiel électrostatique ne dépend que de la variable r. Par
ailleurs, puisque I'espace entre les deux électrodes est vide, le potentiel électrostatique vérifie 'équation de Laplace AV = 0.

Ainsi div (gradV) =0, soit, en utilisant les invariances,

ld(dV):O‘

rar\"dr

rdr

Donc
V(Ir)=Cilnr+Co

ou C; et Cy sont des constantes. Or, d’apres I'énoncé, V(b) — V(a) = Uy, ainsi C11In(b/a) = Uy. Finalement

Inr

V=l

2|

13. D’apres le PFD appliqué & un électron dans le référentiel du dispositif supposé galiléen, on a
Mo @ = —e (? ABg+ E) = e (? A(Boé,) —gradv),

ce qui, projeté sur le vecteur é,, donne m.% = 0 car, par définition du produit vectoriel, v A (Boé,) est perpendiculaire a é, et,

d’aprés la réponse a la question précédente, gradV est porté par é,. Ainsi zZ = C3 ou C3 est une constante.
L'énoncé précise que les électrons émis par la cathode ont avec une faible vitesse. Faisons alors 'approximation d’une vitesse
initiale nulle. On a alors 2(0) = 0, d’ott C3 = 0. Finalement

a tout instant. Ainsi le mouvement est nécessairement contenu dans un plan perpendiculaire a é,.

_
14. Dans un référentiel galiléen, la somme des moments, par rapport & un point fixe A, des forces F; qui s’exercent sur un
point matériel vérifie

AL, o —— (=
d—::;J%A(Fi).

ou L_A> est son moment cinétique par rapport a A. Il s’agit du théoréeme du moment cinétique (TMC).
Appliquons le TMC a un électron, noté M, dans le référentiel du dispositif supposé galiléen. Prenons pour A l'intersection entre
I’axe (0Oz) et le plan du mouvement de M. On a alors

dlAM am. | . _ _
%:AMA(—@E)+AMA(—€?ABO)

soit
d|moré, +26,) A6, +r9ég)]

T =(ré,+zé,)N(egradV)+(ré, +zé,) A |—e(ré, + réég) A(Bpé,)|.

En projetant cette égalité sur le vecteur é, (et en utilisant le fait que gradV est porté par é,), on trouve

d (merQé)
———= =eByrr.
de
Cela peut se réécrire
. 1
d(merze) d(EeBO’"z)
. dt

soit 1
merzé = 56307‘2 +Cy
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ou C4 est une constante. Comme on fait 'approximation d'une vitesse initiale nulle, on sait que 6=0 lorsque r = a. Ainsi
1
Cy=-=eBoya’.
4 5ebo

Finalement

2

. W a
0=—11-—||
2( ,.2)

15. La fréquence fo de Ponde produite est donnée par celle des électrons au voisinage de 'anode, ainsi
0(b) o, ( a2)
0= ——=—[1-—]|.
21 4m b2

On en déduit que

4nfom, N 4x3x%x2,5x 109><9><i())_31 N 21L§_10_3~0,2T i

Bo= ~
6(1_6_2) 1,5x10—19x(1—@

16. Appliquons le théoréme de ’énergie mécanique a un électron dans le référentiel du dispositif supposé galiléen entre l'ins-
tant initial ot I’électron se trouve sur la cathode et un instant quelconque. L'électron est soumis a la force de Lorentz. Puisque
la partie électrique est conservative et que la partie magnétique ne travaille pas, on en déduit que I'énergie mécanique est
conservée entre ces deux instants. De plus, on a donc

E(t=0+E,t=0)=E () +E,(?).
En faisant de nouveau 'approximation d’une vitesse initiale nulle, on obtient

0-eV(a)= %me (7’2 + r2é2) —eV(r),
soit

Inr

In(b/a)

Ina 1 9 929
O_erln(b/a) —eCqy = Eme (r +r°0 )—er
Ainsi
2

w2 2eUoIn(ria) 5  2eUo In(r/a)  5€”Bg ( a? )
m. In(b/a) m. In(b/a) 4am? r2

Puisque 7 >0, on a finalement

2eU, In(r/a)  e’B}
me In(bla) 4m?2r2

e
Il

(r2 —az)z .

17. Pour que les électrons atteignent, comme le précise 'énoncé, le voisinage immédiat de ’'anode sans jamais entrer en contact
avec celle-ci, on doit avoir 7 = 0 lorsque r = b. Ainsi

2eUg In(bla)  €*Bj
me In(b/a) 4m2b2

(2 -a2)®=0

soit

(b2 —a?)? eBj

Uy = A
0 b2 8m,

18. Soit un électron ayant un mouvement circulaire de rayon r quelconque a la vitesse angulaire w. Son vecteur-vitesse est
alors U =rwéy et son vecteur-accélération @ = —rw?é,. D’apres le PFD appliqué a cet électron dans le référentiel du dispositif
supposé galiléen, on a
meE:—e(7ABO+E)
d’ou
9 A R R — n —
—merw“é, = —e(rwég) AN(Boé,)—eE = —erwByé, —¢eE.

Finalement

= mero(w—we)
E = e cer'
e
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19. On sait que le potentiel électrique V vérifie
E =-gradV.

Ainsi d’apres I'expression, rappelée dans ’énoncé, de 'opérateur gradient dans le systéme de coordonnées cylindriques, on sait

que V ne dépend que de r et que
dV = mero(w-we)

dr e
Donc
mer2w(wc —w) N

vin= 2e

Cs.
Or, V(b)-V(a)=Uy, dou

me (b? - a?) v (w: - )

U, =
0 2e

20. Soit n 1a densité particulaire des électrons. D’apres 'équation de Maxwell-Gauss, on a

. = —en
divE = —
€0

Ainsi d’apres ’expression, rappelée dans 1’énoncé, de 'opérateur divergence dans le systéme de coordonnées cylindriques,

li merQw(w—wc)) _—en

rdr e £0

d’ou
2meeow (We — W)
n=——5
e
Finalement

n= 4£0U()
e(b2-a?) |

21. Cette question est, sans doute volontairement, assez floue. Nous proposons ici une réponse plutdt détaillée et quantitative.
Mais attendait-on plut6ét une réponse plus succincte ?

Afin de savoir §’il est raisonnable de considérer le champ magnétique comme inchangé, déterminons le champ magnétique 1—3_;
créé par le mouvement des électrons en un point M quelconque pour lequel » < b. On admet, par analogie avec le solénoide que
ce champ est nul pour r > b. Le mouvement des électrons étant invariant par translation selon é, (en négligeant les effets de
bord) et par rotation selon éy, donc B_g ne dépend que de r. Par ailleurs le plan (M, é,,&p) est un plan d’antisymétrie (toujours
en négligeant les effets de bord), donc le E; est porté par é,.

Choisissons un contour d’Ampeére rectangulaire constitué de deux cotés portés par é,, I'un situé en r < b, 'autre a 'extérieur
du dispositif, et de deux cotés portés par é, distants d’'une distance ~. D’apres le théoreme d’Ampere, on a

fBe -dl = polenace
soit, sir >a,

- — b b
B.(r)h :”()ff j -dS =,u0hf (—enr'wég)-dr'ég = —pohenwf r'dr'.
r r

Ainsi
_ b2 _ r2 A
B, =—ppenw é,.
Par ce méme raisonnement, on montre que si r <a, on a
— b2 —a?
B, =—ppenw é,.

On remarque que la norme de ce champ est maximale pour r < a (et est alors indépendante de r). Comparons alors cette norme
aBy.Ona

‘Be b2 —q2 4e9Uy b2-a?2 20U, 20 Mme (bz—a2)w(a)c—a))
—_— = enw = e w = =
Bo "2, M 2-a2)” 2By, T Boc®  Boc? 2
d’ou
| Be| 20 m.bPww, 22 47 f20% 4x9x6x108x36x1076 25x35 4 L
< - - - = 1074=32x27.107=9.10"2.
By Boc? 2e c2 c2 9x 1016 32

Ainsi, on remarque que la norme du champ magnétique créé par le mouvement des électrons est au moins un ordre de grandeur
plus petite que By. Il est donc assez raisonnable de considérer le champ magnétique comme inchangé.
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III. Lévitation magnétique

22. Lexcitation magnétique Hetle champ magnétique B sont reliés par la relation

H==-M|

S|l

On remarque que H et M ont alors la méme dimension. On a ainsi
[x1=1]

Pour un matériau magnétique linéaire, on définit la perméabilité magnétique relative y, par I’expression

B =pou-H |

Or,on a
B =poH + puoM = poH + poxyH = po(1 + y)H.

=t

23. Puisque ces lignes de champ sont des droites paralléles & I'intérieur du matériau magnétique, on sait que le champ B est
uniforme. Par ailleurs, d’apres la question précédente, les champs H et M sont proportionnels a E, ils sont donc également
uniformes.

Appliquons le théoréeme d’Ampeére dans un milieu magnétique au contour fermé représenté ci-dessous.

Ainsi

Ona

fH -dl = Ilibre,enlacé-

Comme le champ B alextérieur du matériau est négligée, le champ H Test également. En notant H=H 0é2, on obtient alors
Hol =N111 +N2[2.

Or By = poprHo, dou

B = Hopr(N1I1+Nalg)
0 ] .
24. Le flux a travers la premiére bobine s’écrit
N1I1+Nol
¢1= NynR?Bo = NynR? ok 1 — 2).

Or
@1=@11+@21=L1I1+Moyls.

Par identification, on obtient alors

_ uo,u,anR2 ot | Mo = ,uOu,NlNgnR2

L
1 1 1
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Par le méme raisonnement appliqué a la deuxiéme bobine, on trouve

I’lO.ur]V%T[}B2
Lo=——"—
l
et heureusement la méme expression pour M.
25. La loi des mailles dans la bobine numéro 2 s’écrit :
do1o(z,t) _ deoa(z,t)
Is(z,t)=G H)=-G -G
2(z,1) =G xelz,0) dt dt

avec @1a(z,t) = M(2)I1(t) et @99(z,t) = Lola(z,t). Ensuite, il faut effectuer une identification. On réécrit la loi des mailles en
complexes, soit :
Iy =—jGox (M@ + Lyl

Le but est d’exprimer I3 en fonction de /1 puis de I. D’abord on peut remettre en forme la relation ci-dessus pour isoler I :

7, _ ~JGoM@) x(1-jGuLs) . jGoM() _ GP0’LaM(2)
27 (1+jGuLa) x(1- jGoLy)—  1+(GwLp)?— 1+(GwLp)? —

On prend donc ensuite la partie réelle de ce nombre complexe, or I3 = I exp(jwt) d’ou :

GwM(z) _ m G2w2LoM(z) .
Ip=-———""] —e)-—20 t
2T T (GoLy? eXp(J(”+2) ) 15 GaLy)? L XPUed
soit, en réels :
GowM(2) G2w%LsM(2)
I t)= ———1Isi t)—— 1 t
o(z,t) 1+ GoLy? sin(wt) 1 GoL,)? cos(wt)
szszM(z) GowM(z)
dott a(z) = ————22) ot fla) = —
08 e = oL PP T GaLy)?

Remarque : le calcul peut également étre mené en restant en réels de bout en bout.

26. On peut écrire la conservation du flux magnétique sur un disque de rayon R d’épaisseur dz, compris entre les cotes z et
z+dz (ou se situe la bobine numéro 2), représenté ci-dessous :

—==
R dSUp
sz
N
—
dﬁawn \l/ dSmr

On a ¢ B.dS =0, qui donne :

ff E.(dsupéz)+ff E.(—deownéZHff B.(dS}4:6,)=0
up down lat

soit, en admettant que la composante verticale du champ magnétique ne dépend toujours que de z :

B,(z +dz)nR? - B,(z)7nR% + (27Rd2)B,(2) = 0

puis :
dB 2
d; (2)= _EBr(Z)
Ainsi : R dB
B, (2)=—-——=
r(2) 2 dz (2)
» M@)I1() M, I4(¢
Il nous faudrait B,(z). Et justement ¢19(2,¢) = M(2)I1(t) = No fupB.(dSupéz) = N9nR2B,(z) soit B,(z) = ]\ZJ)TI;(Z) = (])52(;;;( )
On peut donc évaluer la dérivée de sorte que :
R Myl(¢) df R  pourNiNenR?2  I1(t) df
B =—— —()=-= hatll
&= X VR DT / * NonR2 @z 2
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soit

~N1R d
B,(z) = - Hopr 1t f

Y Il(t)E(z)

2. La force exercée sur la bobine numéro 2 est :
N No21 R R No271 No2n
F:f Iz(z,t)dl/\B:f Is(z,t)Rd6ég A (B,é, +Bgéy +Bzéz):Ig(z,t)Rf (—B,é,+B,é,)db
0 0 0
Or B, est constant sur le contour de I'intégrale donc :

Ny2rn No2m N
f BzérdQZBzf é,d6=0
0 0

Ainsi 'expression de F' se réduit & sa composante verticale qui est :

Ny2rm 2 N1 Rz d
THopr N1V V™ Q(Z) x I1(8)I2(z,¢)
z

F,(z,t) = -I5(z,t)R f B,é,d0 = —No27nRB,I5(z,t) = 5
0

On veut la valeur moyenne temporelle de cette période qui va se déduire de celle du produit I;(¢)I2(z,t) qui concentre toute la
dépendance temporelle. On a :

2 . 2 2 Pa(2)
<I1(A)I(z,t) >=I"P(2) < cos(wt)sin(wt) > —I”a(z) < cos™(wt) >= —

donc :

muop-N1NoR2I2  df(2)
a(z)

F,>=—
<fz> 2l dz

On attend que M(z) soit positive et décroisse avec z (I'induction est d’autant moins ressentie que la bobine 2 est éloignée de la
bobine 1), ainsi a(z) > 0 est positif et % < 0. De sorte que la force est positive.

Cette force est d’autant plus forte que z est petit. C’est bien logique, parce que les lignes de champ s’évasent a partir de la
bobine 1 si on prend en compte la composante radiale. Lévasement se traduit par une diminution de I'intensité du champ
magnétique a mesure que z augmente. C’est cette situation qui peut conduire a une potentielle 1évitation magnétique. A cette
force vers le haut s’ajoute en effet le poids orienté vers le bas évidemment. Si ces deux forces se compensent pour une altitude
donnée, on va observer un équilibre. Ce serait trés intéressant a tester en pratique!

##% FIN DU CORRIGE ***



