Correction du DM17
(d’apres CCP PSI 2004 maths 1)

Remarque : on peut commencer par noter que comme par hypothése, les fonctions f considérées sont de classe C* sur R,
on a (f’)2 continue sur R donc les fonctions de Ey sont aussi les fonctions de Eq pour lesquelles (f’)2 est intégrable sur
R (donc les études en 0 sont inutiles).

Partie I :

1.

La fontion arctan est bien de classe C* sur RT (ce qui régle les questions de continuité par morceaux nécessaires

aux questions d’intégrabilité des deux premieres questions), arctan(0) = 0 donc arctan € Ejy.
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De plus }iné (arc tan ) = 1 donc t — <arctan ) est intégrable sur ]0,1]; enfin,
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fonction t — ( , ) est intégrable sur [1, +o0o[. On a donc bien
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V= e R ) est inté '
. On a (arctan’t) F=DE donc (arctan’t) e 7 donc (arctan’)” est intégrable sur R™ et | arctan € Ey
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. OnaNg(f)Qz/ (
0

dt s
th)z' La fonction tan est de classe C* et strictement croissante sur [0, 5 [ (donc bijective

4 . ) ) ™2 (1 + tan® )
sur R™) donc, par changement de variable t = tan 6, on a dt = (1 4 tan”®§) df et Nao(f)* = ——
o (1+tan®6)?
/2 1 /2 in 20 w/2
donc on obtient Ny(f)? = / cos? 0df = f/ (1+ cos20)df = Ty {sm } =7 donc Na(f) = i
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La fonction G, est continue sur |0, +o0o[, on a lim G, () = 1 donc G, est intégrable sur |0, 1] et G,(t) = o <—)
t—0 t—4o00 t2

donc G, est intégrable sur [1,+o00[. On a donc bien ‘ G, intégrable sur R**
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.a) Ona Ni(f)? = / < L , 1 ) dt. Les deux fonctions t — (arctant)? et t - sont de classe C' sur
0
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R, de plus %ir% = 0 donc, par intégration par parties, on obtient
—

Ny (f)? = {f dt. On en déduit | Ny (f)? = 20(1) |

b) 1 1 ( 1 z? >
(14+2)(1 +22t2)  1—22 \1+12 1+ 222

1 t=-+o0 1—
¢) On en déduit la valeur de #'(x), pour z # 1 : ¢'(z) = .2 [arctant - xarctan(xt)L:O = ;T((l_;)) donc
0 (x) = ﬁ Par continuité de 6’ en 1 (admise par le texte), cette expression reste valable pour z = 1.
x

On retrouve alors la valeur de 6 : pour z > 0, on a f(x) = gln(l + 2) + 6(0) et comme 6(0) = 0, on a

H(x)zgln(l—kx) siz >0

d) On en déduit alors | N1(f) = /7 In(2) et M (f) = 24/In(2)

Na(f)
Partie I1
1. Sit>0,onal+t>>0ett+/1+1t2>0donc f est bien de classe C! sur RT ; on a aussi f(0) = 0 donc f € Ej.
1+ 1
De plus f/(t) = 12 = f'(t
plus /(8) = L | —— = /')
1
. . / 2 ~ - N2 : . +
On en déduit f(t) e P donc (f")? est intégrable sur R™ et
o at +oo
Enfin, Ny(f)? :/o T [arctant}o = g donc | Na(f) = g

. Ona f(t) o In <t+1—|—ﬁ+0(t2)) =In(l+t+o0(t)) =t+o(t) donc| f(t) ~ ¢t

2

t—0

t—0

1
En +oo,ona f(t) =1In(t) +1n (1 +14/1+ t2> donc | f(t) ~ In(t) | (le second terme tend vers In(2) en +o0o donc

est négligeable devant In(t) en +o0).
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3. On déduit de la question précédente lim (—) =1let (&> ~ (nt) = 0 (—) donc t — <&)
t—0 t t—+oo 12 t—+too t3/2 t
est intégrable sur R** et | f € F;
4.2) La fonction g : ¢ —L est conti 0,1 et —1¢ (—Int) d t intégrabl }01}
.a a fonction g : 1z o5t continue sur J0,1] et -—75 ~ n onc g est intégrable sur |0, |.
—In(1 - 1 1 1
De lautre coté, on a g(1 —u) = n( w) — donc limg = — et g est intégrable sur {7, 1{ donc
U(2 — u) u—0 2 1 2 2

‘ g est intégrable sur |0, 1[‘

b) Sik > 1, les fonctions gy : t — —t% 1nt

sur ]0,1[ et go = — In est aussi intégrable

Pour calculer Ji, on fait une intégration

sont prolongeables par continuité au segment [0, 1] donc intégrables

sur ]0, 1] donc ‘gk est intégrable sur ]0, 1] pour k > O‘
2t 1

2k+1

par parties : les fonctions In et ¢ — sont de classe C' sur ]0, 1]

1

2k+1 $2k+1 1 $2k+1 1 1 ok
t lim In(¢ =0 2k+12>1d Jp=|—In(t) m/—— — = " dt d
et Jim In(t) 5 = 0 car 2k + One Ik { n()2k+1L+/o t 1 2k+1/0 one
1
Jp=
T2k +1)2
- 1 — 2n+2 . 272 In(t
c) Sit#l,ona;t%: T ce qui donne g(t):];)gk(t)_l_:z()Site]o’l[

© est continue sur |0, 1], li(r)nga =0 et li{nga =

1
3 (déja vu dans 'étude de g) donc, en posant ¢(0) = 0 et

¢(1)

— a0

‘la fonction ¢ devient continue sur [0, 1] ‘

On en déduit que ¢ est bornée sur le segment [0,1] : [¢| < C. On a alors

donc

1
/ (p(t)t2n+l dt
0

d’intégrabilité ont été justifiées) : J =

1
lim o(t)t*" 1 dt = 0, ce qui donne
n—-+oo 0

Reste a calculer cette somme :

1
< C/ t2n+l dt =
0

1 1
/ (p(t)t2n+1 dt| < / |(p(t)|t2n+1 dt
0 0

C
2n + 2

En intégrant 1’égalité de la question II.4.c, on obtient (comme ¢ est continue sur [0, 1], toutes les questions

n 1
ZJk + / ()t dt et d’apres la majoration précédente, on a
k=0 0

J = lim

n—-+o0o

n
Z Ji, ce qui est la définition de
k=0

+oo
J=>Jk
k=0

on sépare les termes d’indices pairs et impairs dans une somme partielle de

2n n n—1 n n
- , 1 1 1 1 1 1
la série donnée E 2= E )2 + E 2+ 1) =1 E > + E W On a donc, compte tenu de
k=1 p=1 p=0 p=1 p=0
2n n
3 1 7T2 : . . 1 7T2 1 7T2 7r2
nll)r-}liloo ké_l ﬁ = F (Sulte eXtralte), J = nll}r_’l:loo pE:O W = E — Z X E donc | J = §
JORT] . , . . N 2 71 1 +x f(t)2
5.a) On réalise une intégration par parties : les fonctions f* et t — + sont de classe C* sur R™", % t donc
—
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T 0 donc Nl(f) =
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{— } + / dt ce qui donne,
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avec la valeur de f’ trouvée,
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On a f(shz) =1In (shx+ \/1+sh2x) =

In(shz + |chz|) =In(shx + chz) =1n(e®) donc | f(shx) ==

La fonction sh est de classe C! et strictement croissante sur RY, si ¢ = shu alors dt = chudu donc, par

V1+sh?u

+oo
changement de variable, I = 2 /
0 shu
+o0 U
trouve | I = 2/ —du
o shu

On recommence : la fonction v — — In(v)

O —Inw
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alors du:—@et.’:?/
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h
f(shu) chudu; comme \/1—|—Sh2u:\/ch2u:|chu|:chu7 on

est de classe C* et strictement décroissante sur ]0, 1] donc si u = —Inwv
-1 'l 2
x —dv:4/ — 2% dv=4J. On en déduit | T = =
v o 1= 2




c) On obtient donc | N1(f) =

Partie III
1.a) f est de classe C' sur RT donc admet un DL (0) (d’apres la formule de Taylor-Young) : f(t) = f(0)+at+o(t)
donc f(t) = at+o(t). On en déduit |limg =0 et limh = «
t—0 0 0
t
b) Par quotient, g est de classe C* sur R™; pour t > 0, f(t) = Vtg(t) donc f'(t) = Vtg'(t) + 9t) donc

2Vt

() = Vig (1) = 5h() pour ¢ >0

1
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c) Onahgnh-adonc 2lggr(l)\/gg (t)-hgn(f 2h>,1e }gr(l)\/ig (t)

o
2
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9/(Hg(t) = Vig'(t)  h(t) donc limgg' = -

d) Les fonctions f’, t — /g’ (t) et h sont continues sur ]0, z] et prolongeables par continuité en 0 donc sont toutes
de carré intégrable sur |0, z].

Sit >0, ona f(t) = Vtg(t) + ( ) donc f'(t)? (\/ig'(t)>2 + Vg (t)h(t) + ih(t)2 et d’autre part,
Vig' (t)h(t) = ¢’ (t)g(t) = % ) (t) donc on obtient / Vig (Oh(t)dt = 5 [g(t)Q]z = %g(%)2 puis en intégrant

r 1
entre 0 et x, / f(t)?dt = 59 g(x)? / (\[g dt—|— / h(t car li(rJng =0.
0

2.a) Soit f € Ey, on déduit de (R), /”(h(t))2 dt < 4/ (f'(1))*dt < 4/ (f'(t))*dt car (f')* > 0 est intégrable
0 0 0

sur R™. On en déduit que la fonction x / (h(t))? dt est majorée sur RT*. Comme h? > 0, on en déduit
0

que h? est intégrable sur R™* donc f € F, ce qui prouve

int
b) Si f =sin (€ Ep), on a h(t) = % qui est continue sur ]0,4o0[; de plus lign(h2) =1 donc h? est intégrable

1
sur ]0,1] et h(t)2 = O (7,?2) donc h? est intégrable sur [1, +oc[, ce qui donne sin € F.

+oo

1 5 21
Par contre f = cos, donc on vérifie que (f')? n’est pas intégrable sur |0, +oo[ : f/(t)? = cos®(t) = —i—c%
2t — 1
donc / fl(t)?*dt = { sin } _— > il + 1 sin 2z n’a pas de limite en 400 donc sin ¢ F; ce qui confirme
™

bien que

3.a) On a Fy C Ey par définition de Fo, 0 € Fy et si (f,g9) € E2 et (o, 8) € R?, on a (af + B¢")?* = o*(f)* +
206 f'g + B%(9")?; (f')? et (¢')? sont intégrables sur R** car f et g sont dans E, et f'g est intégrable d’apres
Iinégalité de Cauchy-Schwarz (produit de deux fontions de carrés intégrables). Ainsi (af’ + 8g’)?* est intégrable

sur RT™ et ‘ F5 est un sous-espace vectoriel de Ej ‘

b) On a, d’aprés (R), / h(t)?dt < 2/ f'(t)? dt donc en faisant tendre z vers 400, on obtient ‘ Ni(f) < 2Ns(f) ‘
0 0

c¢) fn est bien de classe C* sur R et vérifie f,,(0) = 0 donc f,, € Ey. De plus f/(t) = —e 'sin(nt) + ne~" cos(nt)
1
1\2 : l 2 _ 1\2 P4 +*
donc (f,)* est continue sur [0, 400l et f, (t) o © (tQ) donc (f;,)” est intégrable sur R™ donc | f,, € Es

n? n? — 1) cos(2n
Ona f,(t)? =e (sin2(nt) — 2nsin(nt) cos(nt) + n? COSQ(nt)) =2 (1—'—7 — nsin(2nt) + ( 1) cos(2 t))

2

1 - 21 . .
donc f ( ) + TL e72t —nIm <672(171n)t> 4 nT Re (efQ(lfm)t). Comme ‘672(17211)15

2

: 1+ n? 1 -1 1

t > e 217 ot intégrable sur RT et on obtient Ny(f,)% = —Zn —nIm (2 - m))—f—n 5 Re (2(1 — m))
1 2 2 2 _ 1 1

donc Ny(f,)? = T i + i X donc | Na(fn) =

4 2(1 +n2) 2 2(1 4 n2)

e~?t, 1a fonction

—~
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“+o0

sin(nt U U

d) Ona Ni(fn)? = / (¥) 2t dt; on pose t = —, u > — est une bijection C' strictement croissante
0 n

2 “+o00 . 2
de R* sur R*, et on obtient Ni(f,)? = n / (Sm“) e~ du < / (Sm“) du (intégrabilité déja
O u



prouvée) donc Ni(f,) = O (v/n)

n——+00

S’il existait une constante K > 0 telle que No < KNy, on aurait Na(f,) < KNi(f1), ie % = O (\/ﬁ), ce

n——+oo

qui est faux. Donc ‘ une telle constante K n’existe pas ‘

4. On commence par prouver que t — v/tg'(t), continue sur R, est de carré intégrable sur R** car, d’apres (R),
/I (\/fg’(i))2 dt < /m(f’(t))2 dt < No(f)?%. La fonction t — (Vtg'(t))? étant positive, cette majoration prouve
S(())n intégrabilité sur RO'*'*. . . .

Les trois fonctions x — /0 fr(t2dt, z — /0 (\/ig’(t))2 dt et /0 h(t)? dt admettent une limite finie en +oo donc

g% admet une limite [ en +o0o. Comme f € Ey C Ey, g2 est intégrable sur R, ce qui impose I = 0. On en déduit

ipo=9




