Correction du DM18

Partie I :

1.
2.

En développant : P = X% - (21 + 22) X + 2129 donc ‘ a=—z1+2z3et b= 2z12

a) Si A >0 alors z1 et zo sont réels; si P est stable alors z; + 20 = —a <0 et 2120 =b>0donc|a>0et b >0

b) Si b > 0 alors 21 et 2o sont du méme signe (strict) et si @ > 0 alors z; + 23 < 0 donc 21 < 0 et 23 < 0 et

P est stable

2

2
.SiA=0alors P = (X + %) donc la seule racine de P est —g. Si P est stable alors a > 0 et b = % > 0.

a a
Réciproquement, si a > 0 (alors b = 5 > 0 aussi) donc z; = 25 = —3 < 0 et P est stable.

.a) P est un polynéme & coefficients réels.

1 2
b) Les racines de P sont z = 3 (—a +iv/4b — a2> donc P est stable si et seulement si @ > 0; comme b > az, on

aura de toute fagon b > 0. Ainsi ‘ P est stable si et seulement si a > 0 et b > O‘

ca) | X4 = X%~ X Te(4) + det(4) ]

b) On a vu dans les questions précédentes qu'un polyndéme de degré 2 de la forme P = X 2 4 aX + b est stable si

et seulement si a > 0 et b > 0 donc X4 (puis A) est stable si et seulement si ’ Tr(A) <0 et (—1)*det(A) > 0 ‘

ca) Q= (X + (X +i)(X —1)]

b) Tr(B)=—-1<0et (—1)*det(B) = +1 > 0.
c¢) Re(i) =0 donc ‘ Q@ n’est pas stable ‘ et comme Xg = Q, ‘ B n’est pas Stable‘

Partie II :

1.

2.

3.

a) x +— Az est linéaire donc continue sur K" (de dimension finie) puis, par composition avec la norme (continue

car lipschitzienne) ‘x — || Az est continue‘

b) B est une partie fermée bornée et non vide de K", espace de dimension finie et a — ||Az|| est continue sur B
donc max |Az|| existe, ie ‘ Jzg € B,Vz € B, || Az| < ||Azol| ‘

¢) Siz e Balors ||I,z|| = ||z|| =1 donc z — ||L,x|| est constante sur B et | ||| 1,]]| =1

d) On vérifie :

— M, (K) est un espace vectoriel.

— ||| 4]||| existe d’apres la question précédente.

— [|A]| € RT car ||Az| € RT pour tout = € B.

— Si |||A]| = 0 alors Va € B,||Az|| < 0 donc Az = 0 pour tout « € B. On en déduit Vect(B) € ker(A4) donc
ker(A) =K" et A =0.

— SideKetxz e Balors ||AAz| = |A] x [[Az|| < [A]| x [JA]| puis NNNXA < |\ x ||| A]ll-
Pour A # 0, on a ||A4]| = |||§()\A)||| < ‘—i\||||)\A||| donc [[|AA]]| = |A] x ||| A]]| pour A # 0; ce qui reste valable
pour A = 0 puisque [[|0A]]] < 0 donc |||[0A]]| = 0.

S A, B € My(K) et o € Balors [[(A+ B)al < || Asl| + | Bzl < Al + 1 Bll done |4+ Bl < ||All + 1Bl

On en déduit que ‘ Il Il est une norme sur M., (K)

e) Siz # 0 alors ”i—n € B donc
puisque A0 = 0.
) Ona [lAll = (4 - B) + BI| < |4 — Bl + || done [[IAl| — [|BI| < [lA— B[]
Si z € Balors | ABz| < [|A]| x ||Bx|| < [[All x [|B]| done | [|AB]| < [|Al|l x || B]|]
T+ur -1 /O +ur)2+ wy)?—1 14 5(2uz)+o(u) -1
u u u—0+ u

AHxHH < |IA|ll, puis ’ |Az|| < (I|A]l] < [|=]| ‘ ce qui est aussi valable pour z = 0
x

On pose A = x + iy et on a, pour u € RT*,

1 HuA =1
lim ————— =

u—0t u

donc

Re(X)

ullu=tl, + A -1
u
b) On a, d’aprés ILLE, [[u21, + A|| — [lv" 1, + Al < | (w ™ T + A) — (v T, + A)|| = [(u™" — v~ ), || donc
= L+ Al = [lo™ L + Al < [u™ = o7 x [[Zafl| = w™" = v~ puis| (A, u) = p(A,0) <Osi0 < u<v]

= ||lu" L, + Al —ut

a) Il suffit de remarquer que si u > 0, on a u(A,u) =




c)

On a |1, + wA[| < [[ 1ol +wl[All = 1 + wl[|A[] done pu(A, u) < |Al] i u > 0.
De méme, [[ L, +uA|l| = [[|In[| — w[[All = 1 — u[l|A[| donc pu(A, u) = —[[|A]] si u > 0.

D’aprés I1.2.b, la fonction u +— (A, u) est croissante sur R™*, minorée par —|||A||| d’aprés la question précé-

dente, donc | lim u(A,u) existe
u—0+

Il existe y # 0 tel que Ay = Ay ; il suffit alors de normer le vecteur y : si x = H— on a ‘ x €Bet Ar = Az ‘
Y

Yy
I’
On a alors ||(1, + uA)z|| = [|[(1 + ul)z|| = |1 + ul|.
On a [14+uX—1 _ (I, + uA)zx| — 1
u u
En faisant tendre u vers 07, avec I1.2, on obtient | Re(\) < u(A)

Si p(A) < 0 alors pour A € Sp(A), on a Re(M\) < p(A) < 0. Ainsi, ‘si u(A) < 0 alors A est stable‘

< (A, u) siu > 0 car, comme x € B, on a ||(I, + uA)z|| < |1, +uAl|.

Partie III :
1. I,, + uA est réelle donc |(I,, + ud)z|? = 'X(I, + u'A)(I, + uAd)X = "X(I, + u(*A+ A) + v AA)X puis

| + u)e|3 = 2]} +u'X('A+ )X +u? X TAAX|

2. A+ 'A est symétrique réelle, il suffit ensuite de la diagonaliser en ordonnant ses valeurs propres dans I'ordre
croissant

3.a)

b)

c)

M est réelle donc Z lyi|> = 'YY = "XM'MX = ||z||3 car M'M = I, donc | ||y|l2 = 1

i=1
Comme X = MY, on vérifie "X ('A+ A)X = 'Y'M('"A+ AMY = 'Ydiag(ay,...,a,)Y = Zai|yi|2; il
i=1

suffit alors de reporter dans ’égalité de ITI.1.

L’application (X,Y’) Ei\/ln’l((C)2 — ‘X 'AAY est bilinéaire donc continue (dimension finie) ; de plus X — X
est continue car || X — Y|z = || X — Y||2. On en déduit que ¢ est continue sur C". De plus Bs est une partie
fermée bornée non vide de C" donc ¢ est bornée sur By, ce qui donne 'existence de 7 et 9.
n
Comme u? > 0, on déduit de ITL.3.b, || (I, +ud)z||3 < 1+ Y  aily|® +0u® < 1+ua |ly||3+6u?® = 1+agu+du?;
i=1
ceci étant vrai pour tout 2 € By, on en déduit |||, + uA||* < 1+ au + su?.
De lautre coté, on prouve aussi ||I, + uAl|| = ||(I, + uA)z|2 = 1+ a1|y1]® + yu?® pour tout = € By et

en choisissant x tel que y; = 1 (par exemple x = Me;), on en déduit l'autre inégalité. On a donc bien

V14 aru+yu? < || + vl € V14 aqu+ du?

V1 21 1+ %u+o(u)—1
ot eu = 2 ) M done par encadrement, on trouve | us(A) = Rt
u u—0 1 u—0 2 2
On vérifie :

— C? est un C-espace vectoriel.

— ||z|| g existe car Hx € C™ et || ||2 est définie sur C".

— || est & valeurs dans R donc || || aussi.

— Si ||z||g = 0 alors Hz = 0 donc = = 0 car H est inversible.

— [[Az|lm = [AHX |2 = [A] x [Hz|2 = [A| x ||2]|a-

— llz+ylum = |H(@+y)l2 < [[Hzll2 + |Hyll2 = [|z]a + |yl -

donc ‘ [z est une norme sur C" ‘

Si ||zl =1 ona[|Az||g = |[HAz|, = |[HAH ' (HX)|2 < [|[HAH |2 x |[Hzlls = [[HAH {2 x [|z[|a# <
IIHAH |2 donc [|Allg < [|HAHY||2. En refaisant le méme calcul, avec ||z|y = 1 et |HAH ‘x|, =
| A(H "), on trouve l'antre inégalité. On en déduit | [|All g = || HAH 2 |

On en déduit pg (A, u) = p2(A,u) et en faisant tendre u vers 0, ‘uH(A) = uo(HAH™Y) ‘

Partie IV :
1. Tl suffit de développer le polyndme (X — z1)(X — 22)(X — z3) et d’identifier les coefficients comme & la question I.1.

2. P est continu sur R, lim P = —oco et 1+imP = +o00 donc d’apres le TVI, ‘P possede une racine réelle‘
—0o0 oo

On peut aussi dire que si A est non réelle alors \ est aussi une racine de P ayant la méme multiplicité que X et
comme P est de degré 3, il y a donc au moins une racine réelle.

3.a)

Si B3 # 0 alors z3 ¢ R donc Z3 est aussi une racine de P ; comme z; et 2o sont réels, c’est absurde donc | z3 € R



b) Si P est stable alors les trois racines de P sont des réels < 0. On a donc avec les relations de IV.1, a > 0,

b>0,c>0et ab—c>0donc
.a) 29 est complexe non réel et z; est réel donc

b) 1l suffit de remplacer dans les relations de IV.1.
c) Si P est stable, les a; sont < 0 donc on vérifie facilement H.

. Si P vérifie H alors ¢ > 0 donc les racines de P sont non nulles et a; = z; < 0. Si g = 0 alors z, n’est pas réel et

z3 = Zz donc a3 = 0 et B3 = —(F2 # 0. On peut réutiliser les relations de IV.4.b, ce qui donnerait ab — ¢ = 0, ce
qui est absurde.

.a) Facile

0
b) On trouve B = —V¢ 0 Vo | ce qui donne bien le résultat annoncé.
0

¢) D’apres IT1.4.c, on a g (A") = po(HA'H™ ') = pp(B’) puis, d’apreés IT1.3.e, pao(B’) = max Spy (

0 donc | ug(A") =0

d) D’apres la partie IT cette fois, appliquée avec la norme |||z, on a, pour A € Sp(4’), Re(\) < ug(A’) = 0.
Comme P = X4/, si A est une racine de P, on a Re(A) < 0 et comme on a déja vérifié a la question IV.5 que
Re(A) # 0, on en déduit Re(\) < 0. Ainsi |si P vérifie H alors P est stable‘

On vient donc en fait de vérifier que P est stable si et seulement si P vérifie H, dans le cas ou P est un polynome
de degré 3.

B/+ tB/> B
5 =




