Correction du DM19
(Centrale PC?77)

Partie I :

1. f(xo+te;) = A(xo + te;) + b= f(xo) + tAe; donc %(f(:z:o +te;) — fxo)) = Ae; P Ae; done D; f(xg) = Ae; et
—

‘Jf(x) = A pour tout z

2. a)

b)

Partie I1

n

Z u,(t)D;g(ta) donc
i=1

Les applications u; : t + ta; sont C' sur R donc, par composition, ¢ est C' et /() =

¢ (t) = Z a;D; f(ta)

On applique la formule de Taylor-Young & lordre 1 & la fonction ¢ (qui est bien C! au voisinage de 0) :on a

©(0)+t¢’'(0)+o(t), ce qui donne bien, avec I'expression de ¢’'(0),| g(ta) = g(0) + Z ta; D;g(0) + o(t)
t—0 t—0 P

L’application t — (p1(t),...,¢n(t)) est continue sur R et & valeurs dans M, (R), sur lequel Papplication det

est continue, donc, par composition, ’ ® est continue sur R‘
On a t; = te; donc f(t;) o £(0) +tD;f(0) + o(t) = tD; f(0) + o(t). Par n-linéarité du déterminant, on en
—

déduit det(f(t;)) = t" det(D; f(0) + o(1)) puis, par continuité du déterminant (ou avec la premiere partie de la
question en posant ;(t) = D;f(0) + o(t)), on a }in% det(D; f(0) + o(t)) = det(D; f(0)) = jac;(0), ce qui peut
—

aussi s’écrire det(f;(t)) o " [jacj (0) + 0(1)}
Jtn) = det(tl,) = t"

Pour n = 2 (resp. n = 3), |det(u,v)| (resp. |det(u,v,w)|) est laire (resp. le volume) du parallélogramme
construit sur les vecteurs u et v (resp. du parallélépipede construit sur u, v et w) donc [jac;(0)| est la limite
quand ¢ tend vers 0, du quotient de l'aire (resp. du volume) du parallélogramme (resp. du parallélépipede)
f(ter), f(te2) (resp. f(te1), f(te2), f(tes)) par celle de teq, tes, qui est le carré (resp. cube) de coté t. Le jacobien
de f en 0 « mesure » donc la déformation de aire (resp. volume) du carré (resp. cube) de coté t sous I'application
de f, lorsque t est petit.

11 suffit de remarquer que det(¢q, ...

1. On avuen L.A que J¢(z) = A donc | divy(z) = A

2. a)

b)

Si on pose uq(t) = (z(t), y(t) alors = et y sont solutions de {

et 0

ua(t) = ( 0 e’\"‘t) “

Ait
Si on note B(t) (eo
det(uq(t), up(t))

= e/\2t)’ alors (ne pas oublier que a et b désignent deux vecteurs colonnes) on a,
= det(B(t)a, B(t)b) = det(B(t)(a,b)) = det(B(t)) det(a,b) = det(B(t)) det(uq(0),up(0)) et on
vérifie det(B(t)) = ePMitr)t — ot Tr(A) _ ptdive(a)

Le signe de divy(a) caractérise donc 'augmentation ou la diminution de l'aire du parallélogramme construit
sur a et b en fonction du temps ¢, sous l'action de la transformation f.
AQ/Al
U
90 (u) = a (7)

z1(t)
aj ay

Az/Al
On a (pl(t) = ale)‘lt et x2(t) = a2€)‘2t = ay ( ) ; il suffit donc de poser

On a cette fois { g = Ma(t) +uy(®) :on en déduit y(t) = Be* puis /(t) = Az(t) + Be donc on a

At
e t
0 (5”) @

Le calcul de I1.B.2 reste valable avec B(t) = <

z(t) = ae + e et

ualt) = (

e/\t

0
Si X4 est SARS sur R alors A est DZ, on écrit A = PDP~! avec D la matrice de IL.B. On pose alors X = PY,
X' =AX X' =DY

X(0) = Y(0)=P la -

eﬂ)\tt) et on vérifie det(B(t)) = e = ! Tr(A) = (tdivs(a)

donc X’ = PY’ et on vérifie, par inversibilité de P que { si et seulement si {



On en déduit u,(t) = PB(t)P~'a ot B(t) est la matrice apparue dans IL.B. On a donc det(uq(t), up(t)) =
det(B(t)) det(a, b) = etdivs(a) (uq(0), up(0))

Si X4 est scindé sur R mais avec une racine double A, on TZ la matrice A et on utilise le méme raisonnement
avec la matrice de I1.D.1

¢) Reste a étudier le cas ot X4 ne serait pas scindé dans R, il est alors SARS dans C et on fait les mémes calculs
qu’en II.B en diagonalisant A dans C.

Partie II1

1. f, donc fj, étant de classe C? et R™ ouvert, le théoréme de Schwarz s’applique donc f; k(@) =Dy fe(x) Schwars

j,sz( ) f]ﬂ,k( )
2.a) Ona Js(x)T = —Js(x) done (J¢(2)); = —(J(x));k, ce qui donne D fr(2) = —Dyf;(x); en dérivant cette

égalité, valable pour tout , par rapport & x;, on obtient D; ; fi(z) = —D; 1 f;(z), ie

b) En combinant plusieurs fois les deux égalités précédentes, on a f; jx(x) = fjix(x) = —fjri(x) = —fr i(x) =

Jiig(®) = fi3(2) = =i (x). On e déduit | fy5(x) = 0]

c) R™ est un ouvert convexe sur lequel D;(D; fi)(xz) = 0 pour tout z et tout ¢ € [1,n] donc D, fr(x) = a; est
constante ; la matrice A = Jy(x) est donc indépendante de x € R™. Si on reprend les notations de I.B, on a

1
' (t) = Aa puis f(a) = p(1) = / @' (t)dt + ¢(0) = Aa + b si on pose b= f(0).
0

Comme on vient de voir que A = J¢(x), on a bien AT = — A vues les hypothéses de cette question.

d) On vient de voir que si J¢(z) est antisymétrique pour tout = € R™ alors f(z) = Az + b avec AT = —A.
Réciproquement, dans ce cas, d’apres I.A, on a J¢(x) = A qui est donc antisymétrique. En conclusion, J¢(z)

est antisymétrique pour tout z € R™ si et seulement si | f(z) = Az + b avec AT = —A

1
3. On vérifie que g; : z; — / fr(tz) dt est de classe C' : on pose h(z;,t) = fi(tz) et on a

0
H1: 2+ h(x;,t) est C* sur R car f est C* sur R™ (par composition)
H2 : t— h(xj,t) est continue donc intégrable sur le segment [0, 1]
oh
H3: t— — oo (xj,t) =tD; fr(tz) est continue sur [0, 1]
)
H4: siz; € [-a,a] CR et t €[0,1] alors tz € [—|z1], |z1]|] X -+ X [—a,a] X -+ X [—|zy],|Tn|] qui est une partie
fermée, bornée non vide de R" sur la quelle D; f, est continue donc bornée. On a donc |tD; fx(tz)| < C qui est
intégrable sur le segment [0, 1]

1
On en déduit que g; est C* sur R et gj(x) = / tD; fr(tx) dt
0

Pour le calcul de Djg, il faut faire attention au terme d’indice j dans la somme ou le coefficient devant I'intégrale
est justement x;. On en déduit

(z) = /0 fj(tx)dt+;xi /0 tD; fi(tx) dt

Avec la symétrie de J¢(x), on a D; fi(z) = D, f;(x) donc

1 n 1 1 1 n
,T) = / fj (t.’l?) dt + Z/ tSUZ‘Difj (tl‘) dt = fj (fl’) dt + / tz ,TZlej (tl’) dt
0 =170 0 0 ;=1

On reconnait dans la deuxiéme intégrale la dérivée de ¢t — f;(¢z), on peut donc faire une IPP (toutes les fonctions
sont C! sur le segment [0, 1])

1

2) = /01 fitz)dt + [tf; (t)] : - /O 1 x f;(tz)dt = f;(tz)

La fonction g donnée vérifie bien f;(z) = D;g(x); comme f; est C', la fonction g est bien C2.
Partie IV

1.a) L’égalité o, = oy ; découle du théoreme de Schwarz.

0 0
Comme Jy(z) est orthogonale, on a E afp 8fp( ) = ;5. en dérivant cette égalité par rapport a xx, on en
;i x
déduit ok, + ok, = 0 qui donne al,;w == ki = —Qkji

b) C’est exactement le méme calcul qu’en I11.B.2



0fp

c) Pour k fixé, o ;i est le coefficient d’indice (4,j) du produit des matrices carrée M = < (x)) et
8xi 1<i,p<n

2
N = ( O (:v)) . On a M = Jy(x) qui est orthogonale donc inversible; le produit M N = 0 donne
020" "/ 1<p.j<n

s,

donc N = 0. On en déduit que les fonction sont constantes sur R"™ donc Jy(x) est indépendante de z :
T

J¢(z) = J;(0) = A € On(R) et le méme raisonnement qu’en ITI.B donne f(z) = Az + b.

. Si (P) est réalisée alors f(x) = Az + b avec A orthogonale. Réciproquement, si f(z) = Az + b alors Jy(z) = A

donc si A est orthogonale, la propriété (P) est vérifiée.

- Soit h(x) = g £(a) = g(A@).---. (o) o G (o) = D 54w x L (7(a)) puis
92h " [o2f, g of; " of 82g
8%2():;[89612() S+ @ 3 (G < g )))]

On en déduit, en permutant les sommes (finies)

Agor(e) =3 [ggfj(ﬂw)) Ok (2)

2
"
j=1 1=1 Oz;

> [af gzj<f<x>>z§;‘g<x>xg§§<x>]

Donc si on note L;(x) les lignes de la matrice J¢(z), on a

n

dg d%g
Bgos() = Yo [An 52D + ¥ (@)L g ()
Jj=1 1<j,k<n
On peut maintenant examiner 1’équivalence :
02 f;
e Si f vérifie (P) alors (L;j(z)|Li(x)) = 0% et f(xz) = Az + b donc 3 f; = 0 (car J; = A donc les dérivées
Ty

partielles premicres des f; sont constantes). On a donc bien Agor = (Ay) o f

e Réciproquement, si Ayor = (A,) o f pour tout fonction g € C*(R™, R), en choisissant g;(z1,...,7,) = z; (g;
) 2.
est bien C?), on a %(x) =0;; et 079 (x) =0 donc Ag,or(z) = Ay, () et comme Ay, = 0 donc on obtient
Ox; ’ O0x 0y, '
Ay, =0.
82
On en déduit Agp(x) = Z {(Lj(;z:)|Lk(x))ax ga: (f(x))|. Si maintenant on choisit g ;(x) = zpz; (qui
. k0T
1<j,k<n
0?gn.i {1 si {h,i} = {4, k}
. 2 K o ) ) _ . fati
est bien C7), on a w0, (r) = 0 sinon et Ag, ,(z) = 20x,:. On distingue alors les deux cas

* si h =4, la propriété (Q) donne 2 = (L;(x)|L;(z)) + (L;(x)|L;(x)) donc || L;i(z)]| =1
* sih#i,ona0=(L;(x)Ly(z)) + (Ln(z)|Li(z)) donc L;(x) L Ly(x))
La matrice J¢(z) est donc bien orthogonale pour tout .



