Exercices d’oraux 2023

| Mines-Ponts|

Exercice 1 (Mines-Ponts PSI 2023) |[Indication)|/Solution

0 -2 2 0 0 O 1 -1 2 2
1. Soient A= -2 -1 0),D=(0 1 0 et R = 3 2 -1 2
2 0 1 00 -1 2 2 -1

a) Montrer que R est une matrice de rotation
b) Calculer 4; = RDRT

¢) Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associé &4 A;. Montrer que f peut s’écrire comme la composée
commutative d’un projecteur orthogonal p et d’une symétrie orthogonale s.

d) ?
e) 7
i dt /2 dt
2.a) Montrer que / —_— = / —— -+ Duis calculer cette intégrale.
o 1+ cos?(nt) —rj2 1+ cos?(t)
b) ?
Exercice 2 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Indication)|/Solution
by a1 O ... 0
ai by as :
1. Soient ay,...,a,—1 des réels non nuls, by,...,bp ERet A= | as b3 0
Ap—1
0 0 ap—1 by
1
a) Soit X = un vecteur propre de A. Montrer que x,, # 0.
Ty

b) Montrer que les sous-espaces propres de A sont des droites.
c) Déterminer Card(Sp(A))

¥ gin(t) gt

2. Soit I = lim /
0

r——+00

a) Montrer que [ existe
+oo 1— e—mt
b) Montrer que f : x> / — sin(t) dt est définie et continue sur R™
0

¢) Montrer que f est C* sur R™™ et en déduire la valeur de 1.

Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Indication)|/Solution
1. Soit A € M, (R)
a) Montrer que A € S;(R) si et seulement si il existe B € M, (R) telle que A = B'B
b) Montrer que A € ST (R) si et seulement si il existe B € GL,(R) telle que A = BT B
c) Si A€ ST (R), montrer que X VXTAX est une norme sur R”

©= (—1)" r o1
2.a) Montrer que Z ity =——-In(2)
n=0

2n+1)2n+2) 4 2

—+o0

b) Calculer Z

n=0

1
2n+1)(2n+2)

Exercice 4 (Mines-Ponts PSI 2023) |[Indication)||/Solution)

1
1.a) Calculer I,, = / 2" In(x) dz
0

1 1
b) Trouver (a,b) € R? tel que / 2?(In(z) — ax — b)*der = inf / 2?(In(z) — az — B)*da
0 (a,B)ER? J



2
2. Soit (Xj)k>1 une suite de variables aléatoires discretes indépendantes suivant % (§> On définit les événements

P
A = (Xog—1X2, =0), B, = ﬂ Ay, et la variable aléatoire discréte T'= min{k > 2, X1 = X}, = 1}
k=1

“+o0
a) Montrer que P ﬂ A | =1et en déduire P(T e N) =1
k=1

b) Trouver une relation de récurrence vérifiée par la suite (P(T = n))nen

¢) Déterminer I'espérance de T

Exercice 5 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Indication||/Solution)

0 cos(at) oo cos(at)
1. ient F’ = dt et = ———==dt.
Soient F'(z) /0 T dte G(z) /0 1+

a) Montrer que F' est définie, continue et bornée sur R™. Calculer F(0)

b) Montrer que G est définie et continue sur R™

+o0o
t
c) Montrer que F(z) = 3:/ 020s( )2 dtsiz >0
0 e+t
F(x) —2G
d) En déduire que F est C* sur R™* et que F'(z) = Flz) = 2G(z) pour z >0
x

e) Montrer que G est C' sur RT™* et que G'(z) = —%F(z)

f) Trouver une équation différentielle du second ordre vérifiée par F et en déduire la valeur de F

(z +1)* 2k 3k nk

(z +2)* 3k 4k oo (n 1)k
2. Soient z € C et k €[0,n — 2]. Déterminer la valeur de ) ) . .

(z4+n)* (n+DF (n+2)* (2n — 1)k

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2023) |[Indication)|/Solution

1. Soit a —/+OO dt
' " 1 ch(t”)

a) Déterminer un équivalent de a,

b) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E anx™. Y a-t-il convergence en +R?
n>1
c) Exprimer a, a l'aide de la somme d’une série

2. Soient F un espace vectoriel de dimension finie et f € L(F). On pose K = U ker(f*) et I = ﬂ Im(f*). Montrer

k>0 k>0
que E=K & 1.

Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Indication)||/Solution)

1.a) Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et A un sous-espace vectoriel de L(E,R). On suppose
ﬂ ker(¢) = {0}. Montrer que A = L(E,R)
leA

b) Soit (f1,..., fn) une famille de F(R, R). Montrer que (f1, ..., f,) est libre si et seulement si il existe z1, ...z, €
R tel que (fi(x;))1<i,j<n est inversible

+oo
t)— A
2. Soit f : R — R continue et T-périodique. Montrer qu’il existe un unique réel A pour lequel I'intégrale / & dt

1 t
est convergente
a) dans le cas ou f = sin

b) dans le cas général

Exercice 8 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Indication||/Solution)

cos(z3/? six
1. Soit (E) : 2zy'(z) + y(x) = 3zp(x) avec o(z) = { ( ) =0

ch((—z)%?) siz<0
a) Déterminer les solutions développables en série entiere de (E)
b) Résoudre (E) sur R™* puis sur R



2. Soient ag,...,a,_1 des réels et A =
0 1 —Qnp—1
a) Déterminer le polyndme caractéristique de A

b) Soit M € M, (R) non diagonale. Pour quelles valeurs de n peut-on avoir M> + M + I, =07

Exercice 9 (Mines-Ponts PSI 2023) |[Indication)|/Solution)

1. Soit fo € C'([a,b]). On pose, pour n € N et = € [a,b], fri1(z / fn(t)

a) On suppose que Z fn converge simplement sur [a b] et que les hypotheses du théoréme de dérivation des séries

de fonctions sont satisfaites. Calculer S(x Z fn(x) en fonction de fjy.

b) Montrer que les hypotheses précédentes sont vérifiées si Z fn converge uniformément sur [a, b]
c) Calculer S lorsque fo(x) = sin(2z) et [a,b] = [0,1]

aq a9 cee Qp—1 Qg

1 0 ... 0 0
2. Soient ay,...,ap, €ERet A=]0 1

0 ... 0 1 0
a) Déterminer le polynome caractéristique de A et la dimension des espaces propres de A. En déduire une condition
nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

b) ?
Exercice 10 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Indication)|/Solution
e—ﬂf
1. P letxze|0,1 n = —
our n > 1 et x € [0,1], on pose f,(z) T a2

a) Etudier la convergence simple de (f,,) sur [0, 1]
b) Soit a €]0, 1], a-t-on convergence uniforme sur [a, 1] ?

¢) Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur [0, 1]
1
d) On pose u, = / fn(t) dt. Déterminer la limite de (uy).
0

e) Etudier la convergence de Z I
X —k
2. Soient E = R3[X] et L; = H ~— bour i €[0,3]

k=0
ki

a) Calculer, pour 0 < 4,7 < 3, L;(j) et en déduire que (L;);qg[o,3) est une base de E.
3
b) Montrer que (P|Q) = Z(P(k) + P(1))(Q(k) + Q(1)) définit un produit scalaire sur £
k=0
¢) Déterminer une base orthonormale de E.

Exercice 11 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Indication)|/Solution
too 2n

x
1. Soit f(z,y) = Z —
=1ty

a) Déterminer le domaine de définition D de f et le représenter.

b) Etudier 'existence des dérivées partielles de f

2. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Déterminer les endomorphismes de E tels que au® = Tr(uz)u
ou a € R*.

Exercice 12 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Indication)|/Solution

1
1.a) Calculer, pour (p,q) € N* I, , = / 2P (1 — x)?dx.
0



b) Soit p € N*. On dispose de p urnes numérotées de 1 & p. Chaque urne contient p boules et pour tout ¢ € [1,p],
I’urne numéro i contient ¢ boules noires et p — 7 boules blanches. On effectue I'expérience suivante : choisir
au hasard une urne puis effectuer des tirages avec remise dans 'urne choisie. On note, pour n € N*, A,
I’événement : « on a effectué 2n tirages et obtenu le méme nombre de boules blanches que de noires ».

i. Exprimer P(A,,) sous forme d’une somme.

ii. Calculer lim P(A,).
p——+oo

iii. Calculer lim P(A,).
n—-+oo

2.a) Résoudre sur | — 1,1, (1 —t2)y"(t) — 2ty'(t) =0

2 0%g 0?
ccohs2yx> 1 s—g+7g:()sur

b) Trouver les fonctions f non constantes et C2 sur R telles que, si g(z,y) = f ( 922 T 92
T )

R x RT*.

Exercice 13 (Centrale PSI 2023) |/Indication]|/Solution)

Pour z € [0, 1], on définit ¢ sur [0, 1] par Yy € [0,1],9(y) =y — ng

1. Montrer que g est 1-lipschitzienne et que [0, 1] est stable par g

2. On définit la suite de fonctions (hy)neny par hg =1 et Vo € [0,1],Vn € N, hy 1 (x) = hy (g) — ghn (%)2
a) Montrer que Vz € [0,1], h,(z) € [0,1]
b) Montrer que |hy,41(x) — hp(z)] < ’hn (g) — hp1 (g)‘
¢) En déduire que (hy,)nen converge uniformément sur [0, 1]
3. Justifier qu’il existe une fonction f continue sur [0, 1], telle que f(0) =1 et Vz € [0,1], f(z) = f (g) - gf (2)2

Exercice 14 (Centrale PSI 2023) |[Indication|/Solution)

+o0o +o00o
1. Justifier 'existence, pour € R, et déterminer la valeur de p(x) = e* / e tcos(t)dt et () = e* / e 'sin(t) dt
xr xT

2. Déterminer les solutions bornées sur R de y’ — y + cos(x) = 0

3. On considére la suite de fonctions (fy,)nen définie par fo = acos+bsin et, pour n € Net x € R, foi1(x) =

+ oo
e’ / e ' f.(t)dt. Montrer que (f,)nen converge uniformément.
x

Exercice 15 (Centrale PSI 2023) |/Indication/|/Solution)
2

1-t¢
Soient o > 0 et hq(t) =1n (m

1. Montrer que h, est continue, décroissante et intégrable sur [0, 1]

1
2. Calculer I, z/ he(t) dt
0

2% + 1 1%
3. Pour n € N* et k €[[0,n — 1], on pose T, 1, = + et S, = — Z ha(xn k). Montrer que lim S, = I,
n n =0 n—-+o0o
4. 7
Exercice 16 (Centrale PSI 2023) |[Indication/|/Solution/
T 1+4+sinzx
Soient 1= -7, [ et f(a) = -7
oien 5 5| ¢ f(x) p—
1 o . s . (n) P, (sinx)
1. Montrer qu'il existe un polynéme P,,, unitaire & coefficients dans N, tel que f'"/(z) = P
cos"tlx
2. Montrer que la série de Taylor de f converge absolument sur I
3. Montrer que f est développable en série entiere sur I.
Exercice 17 (Centrale PSI 2023) |/Indication|/Solution)
1 n
Soient E un espace vectoriel normé et u € L(E) tel que Vz € E, ||u(z)|| < ||z||. On pose v, = Tt Zuk.
n
k=0

1. Simplifier (u — id) o vy,



2. Montrer que ker(u — id) N Im(u — id) = {0}
3. Si E est de dimension finie, montrer que ker(u — id) & Im(u — id) = E.

4. Est-ce encore valable en dimension infinie ?

Exercice 18 (Centrale PSI 2023) |/Indication/|/Solution)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On dit que f € L(F) est un commutateur s’il existe u,v € L(E) tels que
f=uov—wvou

1. Soit f un commutateur de E. Montrer que Tr(f) =0

2. Soit f un endomorphisme de E tel que, pour tout « € E, (z, f(x)) est liée. Montrer que f est une homothétie.
3. Soit f de trace nulle. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle, si A = Matp(f), on a a;; =0.
4

. En déduire que si Tr(f) = 0 alors f est un commutateur.

Exercice 19 (Centrale PSI 2023) |/Indicationf|/Solution)
On note 2 I'ensemble des suites réelles (tun)nen pour lesquelles Zufl converge

1. Montrer que si (u,) et (v,) sont dans ¢* alors Zunvn converge

+oo

2. Montrer que p(u,v) = Z U, v, définit un produit scalaire sur ¢2
n=0

3.7

Exercice 20 (Centrale PSI 2023) |/Indicationf|/Solution)

. 4 =3
Soit S = (_3 _4>

1. Montrer que S est semblable & une matrice diagonale & préciser et a une matrice de diagonale nulle
2. Soit ¢ : M € M3(R) — diag(1,2)M —Mdiag(1,2). Déterminer Im ¢ et en déduire 3(C, D) € M3(R), S = CD—-DC

3. Soient (z,y) € R?* et A,B € M3(R) telles que AB = (ﬁ 151> et BA = (131 1y4> Déterminer les valeurs

possibles de x et y.

Exercice 21 (Centrale PSI 2023) |[Indication||/Solution)
Soient E = C°([~1,1],R) et ¢ une forme linéaire sur £

1. Montrer que ¢ est continue sur F si et seulement si ¢ est continue en 0.
2. On pose N = sup{le(f)], f € E, || flloc <1}

0 1
a) Que vaut N si w(f)z/lf(t)dt—/o f@)de?
b) ?

Exercice 22 (Centrale PSI 2023) |/Indicationf|/Solution)
Soient D = (RT)? et f définie sur D par f(z,y) =

1+2)(1+y)(x+y) si (z,y) # (0,0) et £(0,0) =0

1. Montrer que f est continue sur D.

2. Montrer que f est majorée sur D.

3. Soit K = [0,10]%. Montrer que f admet un maximum sur K puis sur D.
4

. Déterminer mgx(f).

Exercice 23 (Centrale PSI 2023) |[Indication/|/Solution)
Soient E un espace vectoriel de dimension n > 2, u et v deux symétries telles que uov = —vou

1. Montrer que n est pair
2. On pose FT = ker(u +id) et F~ = ker(u — id). Montrer que v(F") = F~ v(F )=F" et E=F" @ F~

3. Montrer qu'il existe une base B de E et A € GL,(K) telles que Matg(u) = (Ié’ OI ) et Matg(v) = (Aql 61)
—p

ou n = 2p.

Exercice 24 (Centrale PSI 2023) |[Indication/|/Solution/

sin?

dx

+oo
1. Justifier la convergence de / 5
0 x



sin? x

2. On pose f(x) = 72 siz € R™ . Justifier, pour h > 0, l'existence de S(h) = h Z f(nh)
1 siz=0
+o00
3. Montrer que lim S(h) = / f@@)dte.
h—0t

indication : poser ¢p(t) = fo( L%J h).

Exercice 25 (Centrale PSI 2023) |/Indication/|/Solution)

Soient (up)nen+ €t (vn)nen+ deux suites de réels strictement positifs. On pose a, = u,v, et on définit le déterminant A,
1 —U1
(5% 1 —V2 (O)

par: A, =0  wus
o) .1 —w,
Up, 1

1. Trouver une relation entre A,,, A,_1 et A,_o

n
2. Montrer que A,, < H(l + ax)
k=1

3. Montrer que la suite (A,) converge si et seulement si Z ay converge

Exercice 26 (Centrale PSI 2023) |/Indication/|/Solution)

. (A
Soient M = (C D

1. On suppose A € M,, ,(R)

a) Montrer que rg(A) = ¢ si et seulement si AT A est inversible

) avec A et C carrées

b) Donner une condition sur p et ¢ pour que cela soit possible

¢) Montrer que R? = ker(A”) @ Im(A)

d) Que peut-on dire des valeurs propres de A7 A et AAT ?
2.7

Exercice 27 (Centrale PSI 2023) |/Indicationf|/Solution)

Soient N € N* et une urne avec initialement N boules rouges. On tire successivement dans 'urne de la fagon suivante :
si on tire une boule rouge, on la remplace par une verte; si on tire une boule verte, on la remet dans I'urne. On note X,
le nombre de boules rouges dans 'urne & lissue du p®™® tirage. On pose Xo = N. On note Y le rang ot on enléve la
derniére boule rouge (Y = 0 si ce rang n’existe pas)

N -k k+1

1. Montrer, pour n >0 et k >0, P(X,41 =k) = TP(X =k)+ TP(X =k+1)
2. En déduire une relation entre F(X,11) et E(X,,)
E(X,
3. Donner E(X,,) en fonction de n et N et en déduire la valeur de Em P(X, >1)etde Nlir_r: ( )
n OO — 400

n
4. Montrer que (Y =0) C ﬂ (X) = 1), puis en déduire la valeur de P(Y = 0).
k=1

Exercice 28 (CCINP PSI 2023) |[Indication/||[Soluti0nj|

1. Soient aq,...,a, des réels et p(P, Q) = ZP ax)Q(ar) pour P,Q € R, [X].

a) Donner une CNS pour que ¢ soit un prodult scalaire sur R,,[X]; on suppose cette condition réalisée par la
suite.

n
b) Trouver F* oti F = {P € RH[X],ZP(ak) = O}
k=0
c) Calculer la distance de X™ a F'.
+oo n
2.a) Déterminer I'ensemble de définition de S(z) =)
n=0

, en fonction de a7
x



b) On suppose |a| < 1 jusqu’a la fin de 'exercice, montrer que S est continue sur R™*.

¢) Déterminer une relation entre S(x + 1) et S(z) et en déduire un équivalent de S en 0.

d) Montrer que xS5(x) tend vers quand z tend vers +o0.

Exercice 29 (CCINP PSI 2023) |/Indication)||/Solution
+° sh(t)
1. Soit g(x) = / Tef‘”t d¢
0

a) Déterminer le domaine de définition D de g

o

) Montrer que g est C' sur D et calculer ¢’

) Déterminer la limite quand n tend vers +o0o de g(n)
d) En déduire g

2. Soit A symétrique de M,,(R) telle que A® +4A4? +54 =0
a) Justifier que A est diagonalisable

o

b) Montrer que les valeurs propres de A sont racines de X 344X2%2 45X

c¢) Trouver A

Exercice 30 (CCINP PSI 2023) |/Indication/||/Solution|

+oo |
n!
1. Pour k € Net n € N*, on pose I, = the "t dt et a, = ——
’ 0 nntl
a) Montrer que I, j existe

b) Calculer I, j

+o0 400
tx
¢) Déterminer le rayon de convergence R de Z anx” et vérifier que si x €] — R, R|, Z anz" = dt
— 0o el —tx

1
2. Soient A, B € O, (R) telles que M = §(A + 2B) soit orthogonale. On pose C = AT B
Calculer ATB + BT A

a)
b) En déduire un polyndéme annulateur de C
¢) Montrer que ker(C' — I,,) et Im(C — I,,) sont supplémentaires
d) Montrer A =B
Exercice 31 (CCINP PSI 2023) |/Indication)|/Solution)
1. Pour n > 1 et € R, on pose u,(x) = M et S(z) = +i':jun(nc)
n n=1

a) Montrer que S est définie sur R

=3

) Montrer que S est continue sur R

o

) Montrer que E U, ne converge pas normalement sur R.

) Calculer S(0) et EmS

o,

e) Montrer que S est C! sur R.

f) Par une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent en 0 de S’
2. Soient n > 2, A € M,, ;(R) non nulle et B = AAT

a) B est-elle diagonalisable ?

b) Déterminer le rang de B

c) Déterminer les éléments propres de B

Exercice 32 (CCINP PSI 2023) |/Indication/||/Solution|
1. Soit uw € L(C") avec n > 1

a) Montrer que si u est diagonalisable alors u* est diagonalisable

o

) Montrer que la réciproque est fausse
) Pour A € C*, montrer ker(u® — A\?id) = ker(u — \id) @ ker(u + \id)
)

Montrer que la réciproque de a) est vraie si u est bijectif ou si ker(u) = ker(u?).

[oFNe)

w/2
2. a) Justifier la convergence de I = / In(sint) d¢
0



/2
b) Soit J = / In(sin t cost) dt ; montrer J = 21
0

c) Calculer T

Exercice 33 (CCINP PSI 2023) |/Indication)|/Solution)

n
1. Soit n € N*, une matrice A = (a;;)1<i j<n € Mn(R) est dite & diagonale propre si x4 = H(X — ag.k). On note
k=1
E,, I'ensemble des matrices réelles de M,,(R) & diagonale propre.

a) Soit pour M € E,, antisymétrique.
i. Calculer ;. Que vaut M™?
ii. Montrer que M? est diagonalisable dans M., (R). En déduire que M? = 0.
iii. Calculer Tr(M?) en fonction des coefficients de M. En déduire que M = 0.

1
b) Soit un sous-espace F' de M,,(R) tel que F' C E,,. Montrer que dim(F') < %

1+a,
n+1

2. Soit (an)nen la suite définie par ap = 0 et, pour n € N, a1 =

a) Prouver que 0 < a,, < 1. Que peut-on en déduire pour le rayon de convergence R de la série entiére g anz™?
n=0

b) Trouver une équation différentielle vérifiée par la somme S de cette série entiére sur | — r, [, ot r = min(1, R)

Tzt

¢) Donner les solutions de cette équation différentielle en fonction de ¢ : z — dt.

o 1—1

Exercice 34 (CCINP PSI 2023) |/Indication)|/Solution)

+oo
1
1. Soit I, — arctan(z +n)

0 Va(n+ )

a) Justifier I'existence de I, pour n > 1

b) Déterminer la limite de (I,,)n>1
¢) Calculer o __dz dz
o Vz(nta)
d) Déterminer un équivalent de I,,.
2. Soit A € M3(R)
a) Montrer que si P annule A alors les valeurs propres de A sont racines de P

b) existe-t-il A € M3(R) telle que Tr(A) =0 et A% + AT =37

Exercice 35 (CCINP PSI 2023) |/Indication/||/Solution |

nx2

siz>0

1. Soit f,, définie, pour n > 0 par f,(x) = 1;x7§x
— siz <0

1+ na?

a) Montrer que (f,) converge uniformément vers une fonction que ’on déterminera.

b) Montrer que (f},) converge simplement sur R mais pas uniformément sur [—1,1].
2. Soient X,Y € M,,1(R), My =1, — aXYT pour a € Ret E = {M,,a € R}

a) Montrer que E est stable par produit

b) Déterminer une CNS sur a pour que M, soit inversible.

c) ?

Exercice 36 (CCINP PSI 2023) |/Indication/||/Solution|

a 0 1
1. Soient a e Ret M, = 0 1 0
1 0 «

a) Déterminer Xy, et les valeurs propres de M,

b) M, est-elle diagonalisable? Si oui, déterminer ses espaces propres, P inversible et D diagonale telles que
M, = PDpP™!

c) M, est-elle inversible ?

d) Lorsque M, n’est pas inversible, déterminer des bases de ker(M,,) et Im(M,,).



.’t2y2

2. Soient F' = {(z,y) e R*,x +y =0} et f: (z,y) —{ z+y (@) ¢ F
0 si (x,y) € F

a) Justifier que f € C'(R?\ F)
. of of
b) Montrer que, s1 (xvy) ¢ F7 1’7(1’7y) + y%(mvy) = 3f(1',y)

oz
c) Existence et valeurs de %(O7 0) et %(070) ?

d) f est-elle continue en (0,0)?

Exercice 37 (CCINP PSI 2023) |/Indication)|/Solution)

o dt
1. Soit = —_—
oit f(x) /0 FO10)

a) Déterminer le domaine de définition D de f

o

) Montrer que f est continue sur D.

¢

) Pour x € D, vérifier 1 — x € D et prouver que f(z) = f(1 —x)
d) Déterminer des équivalents de f aux bornes de D

2. Soit M € M, (R) telle que M3 =1I,, et MM”* = MTM
a) Montrer que M1 M est diagonalisable puis déterminer M7* M
b) Déterminer M sin = 3.

Exercice 38 (CCINP PSI 2023) |/Indication)||/Solution

1. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N* telle que P(X =) = pour ¢ > 1. On consideére une

9it1
urne qui contient X boules numérotées de 1 & X ; on tiee une boule au hasard dans cette urne et on note Y le
numéro de la boule tirée.

a) Vérifier qu’un telle variable aléatoire X existe.
b) Calculer E(X).

¢) Donner la loi conjointe de X et Y.

d) Déterminer la loi de Y puis son espérance.

i osii=j

2. Soit A,, € M, (R) telle que a;; = { 1 sinon

On note P, le polynéme caractéristique de A,,.

a) Justifier que A,, est diagonalisable

=3

Donner le spectre de Ag
Montrer que, pour n >3, P, = (X —n+1)P,_;1 —X(X -1)...(X —n+2)

Montrer que Vk € [0,n — 1], (=1)""*P,(k) > 0 et en déduire que A,, posséde une valeur propre dans chacun
des intervalles ]0,1[,]1,2[,...,]Jn —2,n — 1].

e) En déduire & nouveau que A,, est diagonalisable.

o

oL
NN

Exercice 39 (CCINP PSI 2023) |/Indication)|/Solution)

1
1.SoﬁALl=(/)ef%t"dt
0

a) Justifier Pexistence de I,, et préciser son signe

=3

-1
Par IPP, montrer que (n + 1)I,, + I,_1 = e~ * et en déduire I,, ~ S
n

o

)
) Etudier les variations de (I,,), puis sa convergence et sa limite
)
)

d) On pose g(x) = Z I,z". Déterminer le domaine de définition de g

n>0
e) Ecrire g(x) sous forme d’une intégrale pour |z| < 1
f) Déterminer un équivalent de g(x) quand x tend vers 1~
2. Soit M € GL,(R) telle que M + M~ =1,
a) Calculer M* 4+ M~F pour k € {3,5,7}
b) Montrer que M est diagonalisable dans M,,(C) et donner une matrice diagonale semblable & M
¢) Déterminer M* + M~* pour tout entier k

Exercice 40 (CCINP PSI 2023) |[Indication)|/Solution




100
1. Soit A=10 2 1
1 21

a) Déterminer les éléments propres de A ; est-elle diagonalisable ?

canoniquement associée & f. On suppose f = g°.

b) soient e; et es des vecteurs propres de f associés & 1 et 3; montrer que g(e;) et g(es) sont aussi des vecteurs
propres de f, associés a 1 et 3.
¢) En déduire que e; et es sont aussi des vecteurs propres de g; quelles sont les valeurs propres associées ?
d) g est-il diagonalisable ?
e) Quelles sont les valeurs propres possibles de g 7
“In(l—¢
2. Soit F(z) = —/ =1 g
O t
a) Déterminer le domaine de définition de F'.
+oo s
b) Montrer que pour z € [0, 1], F(x) = Z e
n=1
2 foo 2
T 1 s
c) Montrer, pour x €]0,1[, que F(x) + F(1 —z) = i In(x)In(1 — z), en admettant Z — =
n

n=1

5

Exercice 41 (CCINP PSI 2023) |/Indication)|/Solution
too k+1
. (=1
1. Soit u, = Z ———,pourn >1
k=n-+1 \/E

a) Montrer que u,, existe et tend vers 0

(=n"

b) On pose v, = u,. Montrer que Z v, converge
n

¢) On pose w, = =" Zn: (_1)k+1. Quelle est la nature de Zw ?
noio vk

1 Gn (—1)kH!
d) Onposex,=—» —F——
2. Soient n > 2, a € C et A= (a;;)1<i,j<n € Mn(C) telle que a; j = o' 7772

a) Montrer que a est diagonalisable si o € R

. Quelle est la nature de Z Tp 7

b) Calculer le rang de A et en déduire ses valeurs propres.

¢) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

Exercice 42 (CCINP PSI 2023) |/Indication)|/Solution)

1. Soient «, 8 deux réels strictement positifs, X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N telles que
e PRl (1 —a)I
PX =i,Y =j) = 41— j)!
0

si0<y<
sij>i

Déterminer les lois de X et Y

32

X et Y sont-elles indépendantes 7
On pose Z = X — Y ; déterminer la loi de Z

Déterminer P(Y = j|Z = n) et conclure

o

=
NN NN

o,

2. Pour P = Zaka et Q = Zkak, on définit le produit scalaire (P|Q) = Zakbk. Déterminer le projeté
k=0 k=0 k=0
orthogonal de 1 sur H = {P € R, [X], P(1) = 0}

| Mines-Télécom |

Exercice 43 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indication/||/Solution)

1 1
1.a) Trouver un équivalent en +oo de i arctan (¥>

o 1
b) Calculer / i arctan (;) dt.
1



. -2 3
2. Soit A = ( 6 _5>

a) Montrer que X4 = (X — 1)(X + 8); A est-elle diagonalisable ?
b) Déterminer P inversible et D diagonale telles que A = PDP~!: calculer P~}
c¢) Trouver les matrices B € Ms(R) telles que A = B?

Exercice 44 (Mines-Télécom PSI 2023) |[Indication/||/Solution

1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 2, £ une forme linéaire non nulle sur F, a € E non nul et f
définie par f(z) = {(z)a — £(a)x
a) Montrer que f est un endomorphisme de E qui s’annule en a.

) Justifier que si ¢(a) # 0 et f(x) =0 alors x € Vect{a}.

) Calculer f(x) sif(x)=0

) f est-il diagonalisable ?

) Déterminer Xy et Tr(f).

Q. o T

e
n
2. Soient (pn)nen une suite de réels strictement positifs telle que Z pn diverge et S, = Z Pk-
k=0
Pn ;.
a) Montrer que — diverge.
) > 5

b) Montrer que Z % converge.
n

Exercice 45 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indication}|/Solution

1. Pour (M, N) € My(R)?, on pose (M|N) = Tr(M”* N). Soit F = {(_ab Z) ,(a,b) € R2}

a) Montrer que (|) est un produit scalaire
b) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M (R) et en trouver une base
¢) Déterminer une base orthonormée de F*
11
d) Déterminer la projection orthogonale de J = (1 1) sur F+

2. Soit F(a) :/ sin(asint) d¢
0
a) Montrer que F est C!

1
b) Déterminer lim —F(a).

a—0 a

Exercice 46 (Mines-Télécom PSI 2023) |/[ndication)|/Solution
1. Soit E un sous espace vectoriel de M,,(C) pour lequel onaVA € E,A#0= A€ GL,(C)
a) Soit A, B inversibles

i. Montrer que z — det(xzA — B) est polynomiale et déterminer son degré

ii. montrer qu’il existe un complexe k tel que kA — B ne soit pas inversible
b) En déduire dim(F) < 1
¢) Trouver E

1
2. Pour toute fonction f € C'(R), on considére la propriété (x) : Vn € N* Vo € R, f'(z) = —(f(z +n) — f(z))
n
a) Soit f vérifiant (x)
i. En utilisant différentes valeurs de n, montrer que f'(z) = f'(z + 1)

r+1
ii. Montrer que x — / f'(t) dt ne dépend pas de z puis que f’ est constante
xr

b) Trouver les fonctions qui vérifient (x)

Exercice 47 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indication/||/Solution

+o00
1. Soit f(z) = Z e oVn
n=1

a) Déterminer le domaine de définition de f

b) Montrer que f est continue sur R™*



¢) Montrer que, pour tout k € N, f(x) e © (%)
2. Soient E un espace euclidien, u,v € E linéairement indépendants et ¢ : © € E — (v|z)u — (u|z)v

a) Montrer que F' = Vect{u, v} et son orthogonal sont supplémentaires

b) Ecrire la matrice de  dans une base adaptée a cette décomposition

¢)  est-il diagonalisable ?

Exercice 48 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indication/||/Solution|
1. Soit M € M, (R) telle que M3 — M? + M — I, =0 et MMT = MTM. On pose @ = MM
a) Calculer M* et Q*
b) Justifier que M est diagonalisable dans M,,(C)

¢) On suppose Tr(M) = 0. Montrer qu'il existe P € O, (R) telle que P"'MP = (? 7011’) avec n = 2p.
P

+oo tmfl
2. Soit (z) :/ dt
0

1+et
a) Déterminer 'ensemble de définition de ¢ et étudier sa continuité
& o
b) Montrer que, pour = > 1, p(x) = I'(z) Z P oul'(z) = /0 t* et dt
n=1
= (1"
¢) En déduire la valeur de Z
n=1 n

Exercice 49 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indication}|/Solution

1. Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et B = (e1, e2, e3) une base de E. Soit f 'endomorphisme de E tel
que f(er) = f(e3z) = ae; +ea —aesz et f(ea) =0, ot a € R.

a) Déterminer les dimensions de ker(f) et Im(f)

b) Ecrire la matrice A de f dans B puis calculer A2 et en déduire les valeurs propres possibles de A
c) A est-elle inversible ?
d) On pose B(z) = A — zI5 pour z € R*.

i. B(z) est-elle inversible ?
ii. Calculer B(z)B(—x) et en déduire B(z) .
iii. Calculer B(z)"

2. Déterminer le rayon de convergence et la somme de E (—1)"nz?"*1 A Taide de fonctions usuelles
n=0

Exercice 50 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indication}|/Solution

1. Soient E un espace euclidien, a et b deux vecteurs non nuls de F et u € L(E) tel que Vz € E,u(zx) = (a|z)b+ (b|x)a
a) Déterminer ker(u) et Im(u)
b) Donner le spectre de u et les espaces propres de u
c) wu est-il diagonalisable ?
d) Démontrer le résultat précédent d’une autre fagon

2. On dispose de n boules que 'on répartit aléatoirement dans 3 urnes. On note X le nombre d’urnes vides apres
cette répartition.

a) Donner X(£2).
b) Donner la loi de X.
¢) Donner E(X) puis lim FE(X) et interpréter le résultat.

n—-+oo

Exercice 51 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indicationf|/Solution

1. Un pion se déplace sur une droite : il se déplace d’un cran vers la droite avec la probabilité p €]0,1[ et vers la
gauche avec la probabilité 1 — p. A D'instant initial, il est a 'origine du repére et on note X, sa position apres n
déplacements.

a) Que vaut X, (Q)?
b) On note D, le nombre de déplacements vers la droite au cours des n premiers instants. Relier X,, & D,,.

¢) Déterminer les lois de D,, et X,,.



d) Calculer lespérance de X,,.

0 1 1
2. Soit A= 1 2 —1]. Trigonaliser A et calculer A™.
-1 1 2

Exercice 52 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indicationf|/Solution
1. Soit A € M, (R) telle que A* — 34 — 5I,, = 0. Montrer que det(A4) > 0

1
1 — )
2. Soit un:/ 7( z) dx
0 Vi

a) Montrer que u, existe
b) Montrer que Z U, diverge
c) Déterminer la limite de (up)nen
2n + 2
d) Montrer que = —
) Montrer que 1 = 5,

Exercice 53 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Indication/||/Solution|
1+22 4. +n"
n'l’L
a) Trouver une relation entre u, et wu,41

1. Soit u, =

b) En déduire une majoration de w,
¢) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite
2. Soient E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f2 + f +idg =0
a) Montrer que, si x # 0, (z, f(x)) est libre
b) Montrer que f est bijectif

Exercice 54 (Mines-Télécom série 2 PSI 2023) |/Indication]|/Solution

1.a) Donner la définition de F et G sont supplémentaires dans F

b) On pose E =C'(R,R), F = {f € E, f(0) = f'(0) =0} et G = {x > azx +b,(a,b) € R?}
Montrer que F' et G sont deux sous-espaces de E supplémentaires

2z
c) Soit f(z) :/ e~ dt. Montrer que f € F

d) Déterminer I’écriture de f dans la décomposition précédente.

2. On effectue n lancers de deux dés Dy et Ds. Une victoire correspond & un lancer ou la valeur de D, est strictement
supérieure a la valeur de Dy. On note X le nombre de victoire au cours des n lancers.

a) Donner la loi de X
Espérance et variance de X ?

)
¢) Rappeler l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev
)

On note p, = P (0.9 < < 1.1). Déterminer une majoration de p,,.

E(X)

Exercice 55 (Navale PSI 2023) |/[ndication||/Solution)

1. Soient E un R-espace vectoriel, u et v deux endomorphismes de F.

a) Soit A € R* une valeur propre de u o v; montrer que A est valeur propre de vowu
b) Soient £ =R[X], u: P +— : Petv: P+ P'. Déterminer ker(uowv) et ker(vou); le résultat de la premiére
question est-il valable pour )\1: 07
¢) On suppose E de dimension finie; le résultat de la premiére question est-il valable pour A =07
2. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N telles que P(X =4,Y = j) = @—1—2'2]'(”3)

a) Déterminer les lois de X et Y. Sont-elles indépendantes ?

b) ?



Indications

Exercice 1 [[sujet] 2. poser u = tan(t)

Exercice 2 |[sujet]| 1.a) raisonner par I’absurde en introduisant deux vecteurs propres linéairement indépendants
et utiliser la premieére question

(n+1)7w
2.b) pour C°, écrire f(z) =1 — Z/

n>07 T

efzt

t

sin(t) dt et vérifier la CVU de la série de fct

Exercice 3
Exercice 4
Exercice 5 |[sujet]| 2. La famille ((X 4 9)%)1<icn est-elle libre?

Exercice 6 [[sujet] 1.a) poser u=1t"

Exercice 7 [[sujet] 1.a) Si(f1,...,fp) est une base de A, montrer que ¢ : © € E — (fi(z),..., fp(x)) € RP est
injective
b) pour z € R, introduire ¢, : f — f(x) (entre autres) ; 'implication la plus facile est celle dans le sens « indirect »
sint

—+oo
2.a) commencer par prouver la CV de / —~ dt
1

b) IPP en introduisant F une primitive de f et trouver A tel que F(t) — At = O(1)

Exercice 8 |/sujet/
Exercice 9 [[sujet]
Exercice 10 [/sujet]

Exercice 11 |[/sujet] 1. a) Distinguer la position de |y| par rapport & 1

Tr(u?)

2. Discuter sur les signe de

Exercice 12
Exercice 13 2. ¢) prouver |hpi1(z) —hy(z)] < ‘hl (%) — hg (2%)’ ; pour la CVU, utiliser f(z)— hy(z) =

+oo
Z hiq1(z) — by ()
k=n

Exercice 14 |/sujet] 2.  est une solution de I’équation

3. prouver f,, = a,, cos +f, sin puis déterminer a,, et 3,

Exercice 15 [/sujet]

Exercice 16 [/sujet] 2. Montrer que les sommes partielles de la série sont majorées

3. Trouver une équation différentielle (non linéaire) d’ordre 1 vérifiée par f, en déduire une relation sur les coeff de
la série de Taylor g de f puis vérifier arctan f = arctan g

Exercice 17 |/sujet] 2. Utiliser Q1 pour examiner un vecteur de I'intersection

4. cest faux : on peut utiliser v : P € R[X] — / P(t)dt et ||P|| = max |pg|
0

. T . 4 . . « 0 « L1> _ <a 0) ( « L1>
Exercice 18 4. raisonner par récurrence sur dim(FE) puis calculer < 0 U) ( o,V o v)le, v

Exercice 19 [/sujet]

Exercice 20 |[sujet] 3. Calculer Tr(AB), Tr(BA), det(AB) et det(BA). Vérifier que pour les valeurs de z, y trouvées,
AB et BA sont semblables & la méme matrice diagonale et construire A et B & partir des matrices de passage et
de la matrice diagonale.

Exercice 21 |[/sujet]



Exercice 22 |/sujet/ 1. Distinguer x > yety > x
2. idem
3. Mont =
ontrer que mlzgx(f) m[z)xx(f)

Exercice 23

I
— =

Exercice 24 |/sujet 3. Déterminer la valeur de ¢ (t) sur certains intervalles puis la valeur de U'intégrale de ¢y, sur
ces intervalles.

Exercice 25 |/sujet

Exercice 26 |/suje 1.a) Montrer ker(A) = ker(A” A) et introduire le produit scalaire canonique de R?
Exercice 27 |/sujet

Exercice 28 |/suje

Exercice 29 |/suje

Exercice 30 |/sujet 2. ¢) Montrer qu’ils sont orthogonaux

Exercice 31 |/suje
Exercice 32 |/suje 2.b) poser u = g —t

Exercice 33 |/suje
Exercice 34 |/sujet 2.b) Montrer que X*—2X?% + X annule A
Exercice 35 |/suje
Exercice 36 |/suje
Exercice 37

1.d) Commencer par une IPP

Exercice 38

-1
Exercice 39 |/suje 1. f) Considérer Z <In - 6—) x" et sa limite quand = tend vers 1
n

Exercice 40 |/suje
Exercice 41 |/suje
Exercice 42 |/sujet
Exercice 43 |/suje

S
Exercice 44 |/sujet 2.a) Dans le cas ol lim g—" = 0, prouver g—n ~ In ( e )
p

n n Snfl
b) Comparer — et L !
m rer —— —_ =
P s O S, T S,

S| |S.
[ [}
~+~ ~ ~+ ~+ ~ ~ ~+ ~ = < < = < =
— — = = = — e [ U R Y B e e N — e [ [ Y e R el e B

Exercice 45 |/sujet

II
— =

Exercice 46 |/sujet

Exercice 47 |/sujet/

Exercice 48 |/sujet] 1. ¢) Pour trouver P, commencer par montrer que M est a la fois orthogonale et antisymé-
trique.

2. ¢) Commencer par justifier que la relation reste valable pour z =1
Exercice 49 |/sujet
Exercice 50 |/suje
Exercice 51 |/sujet
Exercice 52 |/suje
Exercice 53 |/suje

Exercice 54 |/sujet

sl 22l ===
I B M B e N M N M B M B

Exercice 55 |/suje



Exercice

b)

b)

Exercice

Exercice
b)
c)
2. a)

Exercice

b)

Solutions

1 1.a) RR" =I5 et det(R) >0
AlzlA
3

10 0 00 0

D=SP=PSavecS={0 1 0 |e¢eP=[0 1 0] doncA; =(RPRT)(RSRT)
00 -1 00 1

?

?

/ went 1 / i du /”/2 du 2 et r-vésiodicue. Pui /”/2 dt
= — — = ———— car cos” est m-périodique. Puis — =
o 1+ cos2 nt) nJy 14 cos?(u) —ny2 14 cos?(u) P d —nj2 1+ cos?(2)

/ —
[e%s) 2 U \f2
2

2 |[sujet]| 1.a) Siz, =0 alors la derniére ligne du systéme AX = AX donne a,,—12,—1 = 0 donc 2,1 =0
puis x; = 0 par récurrence descendante

Si dim(E5(A4)) > 2, on prend deux vecteurs propres X,Y linéairement indépendants; le x,Y — y, X est alors
un vecteur propre dont la dernieére coordonnée est nulle, ce qui est absurde avec Q1

A est sym réelle donc DZ, my(A) = dim(Ex(A)) = 1 donc X4 est SARS

fait en cours

g(x,t) = Smt(t) - Sli(t)e_m e smt(t) +0 (%) pour z > 0 donc f est définie sur R™* (et £(0) = 0)

S (n+)m —at T —(nmtu)
flx) = 1T- Zun(x) avec up(x) = /mr " sin(t)dt = (—1)"-/0 msin(u) du et par CSSA
(& vérifier) |Rp(z)] < |unti(x)] < % o 0 donc CVU sur RT. Reste a vérifier u,, continue : avec
o—(nmtu)
m sin(u)| < — qui est intégrable sur [nm, (n + 1)7]

1 ) B

r—i) 1+a2

= arctan( )+ C sur R™ donc sur RT par continuité et f(0) = 0 = C. Enfin, on a liIJIrl f =1 par double
Tr—+00

donc

+oo
“sig € [a,b] C R donc f est C' et f/(z) = / sin(t)e "' dt = Im(
0

limite (avec la série de fct) avec CVU et lim w,(z) = 0 par TCDPC (par ex). On retrouve I = g

Tr—r+o0
3 |[sujet] 1.a) fait en cours
fait en cours
produit scalaire (X|Y) = X7 AY
(_1)nx2n+l ) ((_1)nx2n+1 (_1)nx2n+l)
on pose S(z) Z @t DEn 1) R puis pour |z| < 1, S(zx) Z o 1 o 12

n=0 n>0

1
arctan(z) — . In(1 + z) et le résultat par CVN sur [—1,1] avec x =1
x

{IJ2TL+1 x2n+1 x2n+1 $2n+2

x
idem avec T'(z) ;(2n+1)(2n+2)6,51|$|< () Z m+1 2n+2 ;n §2n+2

nz n=1

2n+1 1 1 1— 1
S 2 (i —2)+ ~In(l =) + —In(1 — %) = — (1l —a) + ;xln(lJr:z:) — In(2)
€T T—r

o 2n + 2 2 2z 2z
- 1
4 |[sujet] 1.a) ParIPP, I, = CFSE

1
(a,b) est I'unique couple tel que aX + b = mg,[x)(In) pour le produit scalaire (f|g) = / 22 f(x)g(x)dr sur
0
E = Vect{In, 1,id} (par ex), ...

par continuité décroissante P ﬂ A | = hr+n P(B,); par coalitions, les Ay sont indép donc P(B,) =
p——4o0
k>1

H Ak et P Ak) ((ng,1 = 0) U (ng =0)) = P(Xak—1 =0) + P(Xq, = O) — P(ng,l =Xo,=0) =
k=1



2 2 (2)2 8 (8)1’
Z42_(2) =S pone P(B,)=(2) — 0
3737 \3 g Done P(By) =5 ) =15

() Ax = JXak1=Xorp=1) C [(X; =X;11 =1) = P(T €N)

k=1 k>1 j>1
1
b) P(T=n+1)=P(T=n+1|X; = 0P(X; = 0)+ P(T =n+1|X, = )P(X, = 1) = P(T = n)5 + P(T =
12 4 4
n— 1)g§ carsi (X1 =0) et (T'=n+1) (avec n > 3) alors (X3 =0). Deplus P(T'=2) = —et P(T =3) = 77

9
¢) T est a valeurs dans N (presque stirement) donc E(T) existe dans RT U {+o00} et on a E(T) = Z nP(T =

n) =2P(T =2)+3P(T =3)+ Y (n+1)P(T =n+1) 7+ +Z +1{ )+§P(T:n—1) =
n>=3 n>=3
§+%(E(T)—2P(T:2)+1—P(T:2))+%(E(T)+2)...

oo at
Exercice 5 [[sujet] 1l.a) [f(z,t)] < |F(z)| < / = g = F(0)
0

1
1+¢2 1+ ¢2

b) idem avec |g(z,t)| < intégrable sur R™

1
(1+12)
c) poser u = xt

F oo
d) si H(x) = % = /0 ;201(?2 dt alors

Oh )| = 2x| cost| 2b
ox | (22 +12)2 T (a2 +12)27

“+o0
t
sur R*. Donc H'(z) = 721'/ ZOS#
N G

si z € [a,b] C RT*, intégrable

G(z
dt = 72¥ en posant u = xt
x

—+oo
e) 'gi(xﬂf) < ﬁ intégrable sur RT donc G'(z) = —/0 ﬁ x sin(xt) dt = —gF(m)
f) F’ est donc C* sur R™ et 2F'(z) = F(x) — 2G(z) donne 2F”(z) = xF(z). On en déduit F(z) = ae® + fe~*

gdonc F(x) = ge*z

2. ((X +1)")1<i<n est une famille de n polynoémes de Cx[X] C C,,_2[X] donc est liée : il existe \; non tous nuls tels
que A (X + 1)k +oo AN X+ n)k =0donc ALy + -+ A\, L, =0 et le déterminant est nul.

sur RT (car continue en 0), F bornée donne o = 0 et F(0) =

E 1 +o0 ul/n 1 o0 oD 1/n 1 ( 1 )
. - . — ~ — [ < —_— = _—
xercice 6 |/sujet/ 1l.a) a, n/l b n/1 weha P T avec |- SN G

I
o~ I =1let > a, DV (SATP); AN (-1)"ay
b) a — avec I > 0 donc R et an, DV (S ); par CSS (-1)"a, CV

1 2¢~" = " = " T ki1
c) () = 1o = 226 kD done (TITT) a, = QZe CR+D" 4t car /1 ‘e Gk 4t <
k=0 n=0

T k) 1 (2k+1)
- dt= — ¢
/1 ¢ 2% +1°

2. Fait en cours : noyaux et images itérés

Exercice 7 1.a) siz €kery alors f;(z) =0 et (f;) est une base de A doncsi £ € A, £ =aifi+ -+ apfp
donc 4(z) = 0 et z € m ker(£) = {0}. ¢ est linéaire et injective donc dim(E) < dim(RP) = p; de plus
leA
dim(E) = dim(L(E,R)) donc dim(L(E,R)) < p=dim(A) et A = L(E,R)

b) i. On suppose (fi,..., fn) libre. On pose E = Vect{ f1,..., fn} et A= Vect{l,,z € R}. Si f € ﬂ ker(¢) alors

LeA
Vo € R, £, (f) =0donc f(x) =0et f =0. On a donc A = L(E,R), ce qui donne dim(A4) = dim(F) = n. On
peut extraire une base B de L(E,R) de la famille génératrice (¢;)zer : il existe une base B = (€4, ..., lz,)

de A. Les matrices L; = Mat(ys, . 7)) = (fj(zi))1<j<n € Min(R) sont donc libres ce qui donne
Vinversibilité de la matrice (f;(2;))1<ij<n € Mn(R).

ii. réciproquement, s'il existe (x;) et si Zaifi = 0 alors Vj € [1,n], Zaifi(xj) = 0 donc AX = 0 avec
i=1 i=1
A= (fi(zj))1<ij<n € Mp(R) et X = (i)1< i<n € My, 1(R). Comme A est inversible, on en déduit X =0
donc (f;) est libre.

400 +oo ; +oo
t in(t) — A A
2. a) / % dt CV (cf cours) donc / % dt CV si et seulement si / n dt CV, ce qui n’arrive que
1 1 1
pour A = 0.



b)

Exercice

Exercice

Exercice

x —1
On pose F(x) z/ fw)du; il existe n € Ntel que 1 +nT < x <1+ (n+ 1)T (c’est n = {%J) et on a
1

14T x
F(z) = n/ f(u)du —|—/ f(u)du; comme f est continue et T-périodique, elle est bornée (et atteint ses
1 1

+nT -
/ flw)du
1+nT

14T
A== / f(u) du (valeur moyenne de f), on a F(z) = Az+O(1). On fait alors une IPP avec u'(t) = f(t) —\
1

bornes) sur le segment [1,1 + T puis sur [1,4+o00[. On a donc

< T flloo (bornée) et donc avec

T
1 F(t) — Xt TOF(t) — A TOR(t) — At
et v(t) = ;iona u(t)v(t) = ®) p—" 0 donc / % dt et / o) = X dt sont de méme

t t2

F(t) — Xt 1
nature et la seconde converge car % =0 <t—2)

+oo Y
Reste I"unicité : si I'intégrale CV aussi pour un p € R, par linéarité, / 5 dt est CV donc A — = 0.
1

+o0 +oo too
1"
8 |[sujet] 1.a) o(x) = Z ((2n>)' 23 = Z bpx" pour tout z € R. Siy(z) = Z anx™ avec R > 0, y est so-
n=0 ' n=0 n=0

oo 3n+1
x
lution de (E) sur | — R, R] si et seulement si (2n+1)a,, = 3b,—1 donc R = 400 et y(z) = g -\
o (6n + 4)(2n)!
(une unique solution DSE yg)

« .
— siz>0
«

+ Yo
sur RT™ @ y(z) = + yo et sur R, y(x) = vE

Nz 3 une telle solution est prolongeable par
z —— 4y siz<0
vV—x

continuité en 0 si et seulement si &« = = 0 donc yg est la seule solution sur R.
Xy=X"+a""1+ - +ao

siP=X3+X+1,ona P =3X%4+1> 0donc P admet une unique racine réelle «; les vp possibles de M sont
O[In_3 0 )

0 M;
convient. Pour n = 2 une telle matrice existe aussi : on a X® + X +1 = (X — a)Q avec Q € Ry[X] unitaire
donc une matrice (donnée par Q1) telle que Q(Mz) = 0 convient.

donc a, A\, X avec my (M) = my(M). Pour n = 3, Q1 donne une solution M3 puis sin > 3, M,, = (

+oo +oo
9 |[[sujet] 1.a) f, est C' parrécet f, , = f, puis &' = Zfrlb =fi+ an—l = f,+ S. On en déduit
n=0 n=1

S(x) = ae® +€” /33 et fi(t)dt et S(a) = fo(a) donne a = e~ fo(a)

a

[fnlloo = I1fn—1lloc
1 x x .
| fnll_infty < on donc an CVU sur [0,1] et S(z) = ex/ e 'sin(2t) dt = ¢ Im (/ e~ (120 dt)
0 0

Xag=X"— Zaka_l. On vérifie rg(A — AI,,) > n — 1 car (C1,...,C,_1) est libre donc les espaces propres

k=1
de A sont des droites et A est DZ si et seulement si X4 est SARS

0 siz>0

10 [[sujet/ 1. a) nll}IJ'I_loo fulx) = f(z) = { 1 siz—0
1
<
‘f’ﬂ(x)l = 1+n2a2 n—+o0
f n’est plus continue en 0
lim w,, = 0 par TCD avec |f,(z)| <1

0 donc CVUTS de 0, 1]

1 -1 -1
_ dx e e T
Up 2 e 1A m = T arctan(n) ~ 75 donc (SATP) E Up, DVG

Cours
Si (P|P) = 0 alors P(k) + P(1) = 0 pour k € [0,3] donc (k =1) P(1) = 0 puis P(k) = 0 pour k €[0,3] et P
posséde au moins 4 racines distinctes ; le reste est facile

On remarque que (Lg, Lo, L) est déja orthonormée donc il suffit de redresser (puis normer) L;; on trouve

1
W(Ll — Lo — Ly — L3)



2n
Exercice 11 [[sujet] 1.a) Si |yl > 1 alors f,(z,y) ~ (E) (SATP) donc CV si et seulement si

n—4oo Yy
2n

fulz,£1) = % donc CV si et seulement si |z] < 1 = |y|; enfin, si |y| < 1 alors f,(z,y) ~ z?" (SATP)
n—r+00

a:‘<1;
Y

donc CV si et seulement si |z < 1. Au final D =] — 1, 1[2U{(x,y) € R? |y| > 1, |z| < |y|}
b) Par rapport a la variable z, z — f(x,y) est une série entiére donc C*. Par rapport a y, c’est une série de
2n—1,.2n
fonctions donc on applique le th de dérivation avec af" (z,y)| = n|(y1+2) On étudier lecas x > 0,y >0
y n
par exemple : si 2] < 1et 0 <y < a alors ai( )’ < 2n2?" donc CVNTS de R™ ; si 2] > 1 et y € [a, +00]
avec a > x (cf D), alors 8f ‘ < ) donc CVNTS de |z, 4o00[. Au final f admet des dérivées
Y

partielles en tout point de D.

2. On introduit la matrice U € M, (R) de u dans une base de E (pour faire apparaltre ses vp complexes si besoin)

— si Tr(u?) = 0 alors u® = 0 et tous les endomorphismes nilpotents tels que u® = 0 (indice 2 ou 3) conviennent
car Spe(U) = {0} donc Tr(U?) =0

T T [ Tr(u?) [ Tr(u?)
r( ’) >0, aX <X2 r( ’) ) st SARS dans R donc U est semblable a diag <OIn1, r(u L, — u ns)
Q

et une telle matrice est bien solution si et seulement si a = ng + ng € [0,n] (calculer Tr D2 et D?)

T T
— i r( ) <X2 r(u )) st SARS dans C donc U est semblable, dans M, (C), & la matrice

| u2 / Tr(u?)
diag (0[n1, n2> qui est bien solution si et seulement si & = 2ny €0, n]. On peut

I, 0 0
0 0 Tr(u?) I
ensuite montrer que U est semblable dans R a a0 ™ 18l Z =X +1Y
Tr(u2
0 - M I, 0
@
Tr(u? Tr(u? Tr(u?
est tel que UZ = fMZ alors (X,Y) est libre, UX = — fMY et UY = fMX donc on
@ e
construit la base a partir des parties réelles et imaginaires des vecteurs d’une base de I’espace propre (complexe)

()

associé a i (vérifier que les vecteurs obtenus sont R-linéairement indépendants)

!
Exercice 12 |[sujet] l.a) I,, = %Ipq}qﬂ = g'(p +q+1)!
q q:

b) i. On calcule la probabilité que A, soit réalisé sachant que les tirages se font dans l'urne k P(A,|U;) =
2 1 & (2 n n
( n)pn(l —p)" donc P(A, = - Z ( n) (B) (1 — 2)
n pim\n n n

2 1
ii. Somme de Riemann : lim P(A,) = ( n) Iy =
n

p——+oo 2n+1

iii. La somme est finie et, avec Stirling, lim P(A4,) =0
n—-+oo

1—t
2.a) y(t):cvln1 t-l—ﬁ
0%g cos 2x cos 2x sin? 22 cos 2x 0%g 2 sh? 2y cos 2x
b) —=(z,y) = —4 ’( ) 4 ”( >t— ,y) = —2cos 2 —4 ’( )
) ox? (@.y) ch 2y ! ch 2y + ch? 2y / ch 2y ¢ Oy? (z,9) R 2y ch?® 2y f ch 2y *

sh? 2y cos? 2z cos 2x 0%g 0%g 4 cos? 2x cos 2x cos 2x cos 2x
4 () e = g (- ) 1 (5) -2y 7 (5

oL 2% f ch 2y onc — 922 (w,y)+ dy? (z,y) L2 2 oh2 2y ch 2y ch 2y f ch 2y

cos 2z

donc on retombe sur la premiere question en posant ¢ = €]—1,1[ car |cos2z| < letch2zr > 1siy € RT™

ch 2y

Exercice 13 1. on vérifie ¢'(y) = 1 — zy € [0, 1] donc (IAF) g est 1-lip et [0, 1] est stable (variations)
2.a) hoe€0,1] et hpyi(z)=g (hn (g)), d’oti le résultat par récurrence

0 et o = 3)) 0 s ()] 2o (5) s ()




¢) On en déduit [hnsr(z) — hn(z)| < ‘hl (2%) —ho(x )‘ - 27% < 2% donc 3 (hni1(z) — hu(x)) est

on
+oo +oo 1 1
ACV et (hy) CVS vers f sur [0,1]. Puis |f(x) — hy(z)| = th+1(x) — hi(z)| < szﬁ = o donc
k=n k=n

lf = hnlloo < 2i —— 0 donc (hy,) CVU vers f sur [0, 1]

" n—+oo
3. par récurrence, on vérifie que h,, est continue sur [0,1] donc f aussi par CVU; h,(0) = 1 donc f(0) = 1 et par
passage a la limite dans la relation qui définit h,(x), on trouve ’équation fonctionnelle de f

) 1
Exercice 14 |/sujet] 1. e te"| = e~ est intégrable sur [z, +-oo[ puis on trouve p(x) = i(cos(:c) —sin(z)) et Y(x) =
1
i(cos(m) + sin(z))
2. o(x) = fe‘"”/ et cos(t) dt + e“p(0) donc ¢ est C' sur R et ¢'(z) = ¢(x) — cos(z). Les solutions sont y(x) =
0

+oo
ae” + p(x) avec a € R. On a ensuite |p(z)| < ex/ e 'dt = 1 donc ¢ est bornée et y est bornée sur R si et
x

seulement si o = 0

— 1
3. Si fn = apcos+LB,sin alors fry1 = O("T%cos+ﬂ"27an sin; on a donc (g:j:) =3 (_11 D <g:) puis
a1 (1 1"(a). . Lo 1<1 1)"_ ,
(571) = o0 (_1 1) p)on vérifie ensuite nEIJIrlOO wlo 1) = 0 (calculer la puissance) donc (av,, 8y,) —

(0,0) et || fulloo < |an|+ |Bn] et (frn) CVU vers 0 sur R

1+ a?

tra’ Lo _ _ Cn(n242) _
o2 —|—t2> donc décroit et h, (t) = In(1—t)+1In(1+¢)—In(a”+t*) Kod In(1—t)

Exercice 15 1. ho(t) =1In (71 +

v 1
2. pour z € [0,1], / ha(t)dt = 2In(1 + x) — In(a? + ?) — 2a arctan L L om2- In(1 + a?) — 2cvarctan —
O a

o z—1

1 om—1 2n—1/2n 1 1 2n—1/2n
3. comparaison avec une intégrale : —h,, ( > +/ ha(t)dt < S, < =hg <—) +/ ha(t) dt puis
n 2n l/2n 2 2n 1/21’L

limite par encadrement
4.

Exercice 16 |[sujet] 1. par récurrence : P, = (1 — X*)P, + (n+1)XP,

n || — )"

2. si a, = f™(0) alors o, > 0 puis Zan|x|” = f(|z]) —/ Mf(”ﬂ)(t) dt < f(|z]) car fFD > 0 sur
P 0 n!

[0,7/2].
2k
- Oni1 1 = Qn—k . . 2
3. on vérifie 2f(z) = 1 + f(x)? donc 2—F1_ — Z X ——— ce qui donne aussi 2¢'(z) = 1+ g(x)°. On en
| — k!

(n+1)! n+1&~ (n—k)!

déduit (arctan f)" = (arctan g)’ donc arctan f = arctang car f(0) = ¢(0). Enfin , comme tan(arctanx) = z pour
tout z € R, on a f = g donc f est DSE

1
Exercice 17 |/sujet] 1. (u—id)ov, = 1
n

2. si € ker(u — id) N Im(u — id) alors u(z) = z et © = u(y) — y donc v, o (u — id)(y) = vp(xr) =  puis x =

on 0 (u—id)(y) = S (W) —y) done flall < S (o) + vl < oIl i 0 et v =0

3. th du rang appliqué a u — id

4. on vérifie [[u(P)|| < || P||, deg(u(P) — P) = 1+ deg(P) (si P # 0) donc ker(u — id) = {0} et 1 ¢ Im(u — id) donc
Im(u — id) # R[X]

(un-i-l _ id)

Exercice 18 1. facile car Tr(uowv) = Tr(vow)
2. si (e;) est une base de E alors (e;, f(e;) liée donne f(e;) = \ie; et (e1 + e;, f(e1 + €;)) liée donne f(e1) + f(e;) =
wi(er + ;) donc (pour i > 2), par liberté de (e1,e;), gy = A1 = A; puis f = A\jid
3. si f = Xid et Tr(f) = 0 alors f = 0. Sinon il existe e; tel que (e, f(e1)) soit libre, on compléte en une base dans

0

1
laquelle la premiere colonne de la matrice est 0



0

c A
donc on peut raisonner par récurrence HR(n) : si A € M, (R) est de trace nulle alors il existe U,V telles que
A=UV —VU. Avec A € M,,+1(R) de trace nulle, on peut appliquer 'HR(n) & A’ : A’ = UV — VU. On vérifie

a 0 « Ll)_(oz O)(a Ll)_( 0 Ll(ozlnfU)) . ..
alors (0 U) <C1 v o v)\av v)=\w-arye, wvive donc si on choisit a ¢ Sp(U),

U — al, est inversible et on peut poser L; = L(U — aIn)*l et C1 = (U — OzIn)*lC, ce qui donne deux matrices
U', V' telles que P"*AP = U'V' — V'U’. On termine avec A = (PU'P~Y)(PV'P~!) — (PV'PY)(PU'P)

4. soit A de trace nulle, on vient de trouver P inversible telle que A = P( ,>, on a Tr(A") = Tr(A) =0

1
Exercice 19 1. |upvp| < §(u +v2) donc ACV
2. facile
3.7

Exercice 20 1. S est sym réelle donc DZ et semblable & A = diag(—5,5) et & PAP™! = ((5) (5)) =9 si
1 1
r=(i 1)

2. ¢(M) = (m(; . —7781,2) donc Im ¢ = Vect{E} 2, E21} est 'ensemble des matrices & diagonales nulles. Il existe

donc M telle que (M) = S = QSQ ™" puis S = (Q 'diag(1,2)Q)(Q ' MQ) — (@' MQ)(Q *diag(1,2)Q)

3. Tr(AB) = Tr(BA) et det(AB) = det(A)det(B) = det(BA) donc z +y = 30 et zy = 200 donc z et y sont les
solutions de X2 — 30X + 200 = (X — 10)(X — 20). Dans ce cas, Xap = Xpa donc AB et BA sont DZ (sym
réelles) et semblables & la méme matrice diagonale D = diag(c, 3). Ainsi il existe P, Q tels que AB = PDP~!
BA =QDQ™"; on vérifie alors qu'on peut prendre A = Pdiag(a,1)Q ™! et B = Qdiag(1, 3)P~!

Exercice 21 1. Si ¢ est continue en 0 alors (¢ = 1) il existe r > 0 tel que ||f|| < r = |<p( )| < 1.8i f#0,
r

——f de sorte que ||g|| = = < r donc |p(g)] < 1 et par linéarité, p(g) = ——

2||fH 2|1

on pose g = 5
lo(f)] < f||fH (qui reste valable pour f = 0) donc f est continue. Récip évidente

©(f) donc on a

1
2.a) |o(f)] < / |f(t) |dt+/ |f ()] dt < 2||flec donc N < 2. On aurait ¢(f) = 2 pour la fct f valant 1 sur
[—1,0] et —1 sur |0, 1] mais elle n’est pas continue donc on va « l’approcher » : on pose f,(t) = —1 sur [—1,0],
1 1 1
fa(t) = —2nt+1 sur {O, E} et fu(t)=1sit> - (dessinez 1a). On a || fnlloc = 1 et (fn) =2 — - donc N =2

b) ?

Y x ——— 0 et on fait de

X
Exercice 22 -su jet, l.siz > vy, |f(z, < = < =
[sujet] v f (@)l Q+2)(1+9)2y 20+0)1+y) > 2 @y—00)

méme dans 'autre cas

. x 1
2. siz >y, flz,y) < 1_|_g; 2(1+y) 2

3. f est continue sur K, fermé borné non vide en dimension finie, donc M = m}gx( f) existe. Comme (1,1) € K, on a

et de méme si y > x

<

T Y 1
l+zl4+yxz+y

Mz f(1,1) = é et si (z,y) ¢ K alors f(z,y) =

aussi (et existe)

1
lxlx%<f(l 1) < MdoncM—mgx(f)

4. Siz =0ouy=0alors f(z,y) = 0 donc M est atteint sur ﬁ = (R**)? qui est un ouvert et f est C' sur 5 donc
yly — 2?)
(1 +y) (1 +2)*(x+y)?

_ 2
critique si et seulement si { Z B z2 < r=y=1donc M = f(1,1) =

0
M est atteint en un point critique. a—f(x, y) = (et sym pour y) donc (z,y) est un point
x

oo\»—‘

Exercice 23 1. det(uowv) = (—1)" det(vou) et det(u ov) = det(u)det(v) # 0 donc (—1)" =1

2. si z € F' alors u(x) = —2 donc v(x) = —v(u(z)) = u(v(z)) donc v(z) € F~; réciproquement, si x € F~
alors u(z) = = et = v*(z) = v(v(x)) puis on vérifie v(z) € F' car u(v(z)) = —v(u(x)) = —v(zx); on a donc
v(FT) = F~. On en déduit F* = v*(F") = v(F~). Enfin, comme X? — 1 = (X — 1)(X + 1) annule u, u est DZ
et E=F1t@®F~ (cest aussi la décomposition classique pour une symétrie)

3. dim(F") = dim(F~) car v(F") = F~ et v est un isomorphisme; F* @ F~ = E donc dim(F*1) = dim(F~) = p.
Dans une base adaptée & E = F~ @ F', on a Matg(u) = (Ip _(} ) et Matg(v) = (0 A

P

0 B 0). Comme v? = id, on
a AB=1I,donc B=A"".



2 .2
1
Exercice 24 |/sujet] 1. lirr%) s1n2x —let 22T _ <—>
z—

1
(k+1)h

3. ¢y, est en escalier sur R™ et ¢y, (t) = f(kh) sit € [kh, (k+1)h[ donc / on(t) dt = hf(kh). Comme ¢ (¢) o
kh —+0o0

+oo
(0] (t12> on a (Chasles) S(h) = / én(t) dt. On fait tendre h vers 01 par TCDPC : ¢y, () o f(t) (car f est
0 —

1 sit<2
. 1 o
continue) et |¢p ()| < sit>o S h<1
(t—1)2
Exercice 25 [/sujet] 1. En développant par la derniere colonne, puis en développant le deuxiéme déterminant qui

apparait par la derniére ligne, on trouve A, = A, 11 + ap A2

2. par récurrence (double)

3. (A,) est croissante; si Zan CV alors In A, Zln + a) puis (a,,) tend vers 0 donc In(1 4 ag) ~ ay (positif)
k=1

+oo
donc Zln(l +ag) CVetlnA, < Z In(1 + a,) donc (A,,) est majorée donc CV.
n=1
Si (A,,) CV vers £ alors £ > 0 (car croissante) et Z(An — A1) CVsor A, — A1 = anAp—o ~ La, (positif)

donc Z a, CV

Exercice 26 1.a) [|AX|]> = (AX|AX) = (ATAX|X) donc ker(A*A) C ker(A), récip facile puis th du
rang : rg(A) = ¢ — dimker(A)
b) rg(A4) < min(p, q) donc il faut p > ¢
c¢) On vérifie ker(A”) L Tm(A) car (X]AY) = (ATX|Y) = 0si X € ker(AT) puis dim(ker(A”)) = p — rg(AT) =
p—rg(4)
d) ATA et AAT ont les mémes valeurs propres non nulles : si A # 0 et ATAX = AX pour X # 0 alors AX # 0

puis AAT(AX) = MAX. Par contre c’est faux pour la valeur propres 0 : si A = (O 1) alors Xqur = X — 1 et
Xarqa=X(X-1)

Exercice 27 |[sujet] 1. Probas totale avec le SCE (A, 41, A,11) olt A,pq est « on tire une boule rouge au n + 1°™¢

tirage ».
al a k+1 h=k+1 Y g2
= —_— = ::Jr — —_ =
2. E(Xps1) = 1;:0: kP(Xni1 = k) § PNk N = k) + k= P(X, = k+1) E(X,) k§:0: - P(X,
al h 1 1
B)+ > (h = 1) P(X, = h) (car P(X, = N +1) = 0) donc B(Xs1) = E(X,) = +E(X,) = (1 - N) B(X,)
1\" . 1" E(Xn)
. n) = - n 2 < - = =
3. E(X,) N <1 N> donc (Markov VAD positive) P(X 1) N(l N) - 0 et N

1 n
1-—=] ——1
( N) n—-+400

4. si l'urne ne contient plus de boule rouge alors il n’y en aura plus jamais donc (X,,11 = 1) C (X,, = 1) et si (Y =0)

alors il y a toujours une boule rouge done ( ﬂ . On en déduit P(Y =0) < P ﬂ >1 ) =
k=1 k=1
P(X,>1) ——0donc P(Y =0)=0

n—-+o0o

Exercice 28 |[/sujet] 1.a) seul défini positif pose pb : si les a; sont 2 & 2 distincts et ¢(P, P) = 0 alors P admet
n+1 racines distinctes et deg(P) < n donc P = 0 et on a un produit scalaire. Si agp = a; par exemple et

P = —a;) n|X] alors P # 0 et (P, P) = 0 donc pas un produit scalaire.
2

b) F~ = Vect{Q} avec @ =1

lp(X™, Q)|
Vn+1 \/n+1zak

) d(X", F)=|lmpe(X")] =

n

2.a) Sila|l <1 alors
la série DV

= o(a") donc CS sur R\ Z~, idem pour a = —1 par CSSA; pour a =1 ou |a| > 1
xr+n n—+oo



b) |un(z)| <a™sin > 1 donc Z u, CN sur R™*
n>1

c) aS(x+1)=95(z)— é donc S(z) =aS(x+1)+ R car S(x +1) - S(1) par continuité (donc o (%))

xr z—0 x
1 x a” a”
d) zS(x)— = a”( 71):7 ———— puis ’
l-a ”22% x+n n%%l—i—m/n 1+z/n
théoreme de double limite donne la réponse.

< a" donc la série CN sur [1, +o0] et le

1 1 1
Exercice 29 |[sujet] 1.a) D =]1,+o0[ car }irr(l) fla,t) =1et f(z,t) ~ —e @Dt =y (t—2> siz>1et ;=
—

t—+4oo 2t
O(f(z,t))six <1
of
o
c) &{2 g(n) =0 par TCDPC avec |f(n,t)] < f(2,t) pour n > 2

) +oo 1/ 1 1
= h —at < = —((l—l)t i 1 ! = _/ h - -5 ( - )
(x,t)‘ sh(t)e 5¢ siz € [a,b] C]1, +oo[ donc ¢'(z) ) sh(t)e™ " dt o\1+2 z-1

1 1
d) g(z) = ) Wi + C puis C' =limg(n) =0
2 —1 +o0
2.a) th spectral
b) cours
¢) X34+4X? 45X = X(X? +4X +5) n’a qu'une seule racine réelle (0) donc Sp(A4) = {0} et comme A est DZ,
ona A= POPT =0 qui est bien solution
1
Exercice 30 l.a) the ™ =0 (t—2>
ep k k!
b) In,k: = ﬁ n,k—1 donc In,k: = W

A1 1 —(n+1)
c) = (l—i-f) —— e tdonc R=e.
n

an n—-+oo
tx tre™t =
Sit>0, ool e S Z(tm)"+16_("+1)t si |z| < e car [tre”!| < 1 (étudier ¢t > te™"). Puis TITT
et —tx —txe

n=0

—+oo
avec / ‘(tx)n+1€7(n+1)t‘ dt = |2|" T Ly 1nsr = anga |z
0

2.a) MMT =1, donne ATB + BTA =21,
b) ona C+CT =2I, et CCT = I,, (C est aussi orthogonale) donc C? + I,, = 2C
c) siX eker(C—1,)et Z=CY -Y € Im(C — I,) alors CX = X donc (X|Z) = (X|CY -Y) = (CX|CY) —
(X[Y) =0
d) (C—1,)* =0donne Im(C —1I,,) C ker(C — I,,) donc {0} = Im(C — I,,) Nker(C — I,,) = Im(C — I,,) donc C = 1I,,
et A=D
Exercice 31 l.a) up(z)=o0 (#)

b) |[[tnllss,[~a,a] = Un(a) donc CVNTS
¢) wu, n'est pas bornée sur R
d) S(0)=0et S(m)}ul(x)T—i—oo

, _ 2x , . 1 . 1

e) u, (x)= m donc [|uy, [lso = un ﬁ T p3/2

0 | s s < / 2t (e done S'(@) ~, ~drina)
L t(lta?) T S Lt +ta?) ' @0

2.a) B est sym réelle
b) rg(B) <rg(A)=1etb;; =a;a; et A#0donc B#0etrg(B)=1

c) dim(Ey(B))=n—-1g(B)=n-1 Dz mo(B) puis Tr(B) = Za? = AT A donc Xy = X" (X — AT A). Enfin,
i=1
ker(A”) C ker(B) donc, comme ker(A”) est un hyperplan, Eq(B) = ker(A”) et on vérifie BA = (AT A)A donc
EATA(B) = Vect{A}

Exercice 32 1.a) Si Matg(u) = D alors Mat B(u?) = D? reste diagonale
b) Ej 2 n’est pas DZ mais EiQ =0 lest



Exercice

i
o =3

o

)
)
)
c)

Exercice

Exercice

Exercice

1 1 1 1
analyse : si x = a+b € ker(u®>—\?id) alors u(z) = A\(a—b) donc a = 3 (:c + Xu(:c)) etb= 3 (x - Xu(:v))) donc
1 1
la déc est unique si elle existe. Récip, pour un tel choix de a et b, on a x = a+b, u(a) = 3 ( (x) + XU2 (a:)) =
1
i(u(x) +Ax) = Aa; de méme u(b) = —Ab. On a donc ker(u? — A\?id) C ker(u — \id) @ ker(u + \id) (récip facile)
Soient A1, ..., A, les vp distinctes de u?. Il existe des complexes ; tels que uf =) etonaC" = @ By, (u?
1<i<r
— si u est bijectif alors \; # 0 donc Ey, (u?) = E,, (u) ® E_,, (u) donc C" = @ (Eu,(u) @ E_,, (u)) et u est
1<i<r
DZ
— sinon, on suppose A; = 0 et on a C" = ker(u @ E), (u?) ; avec ker(u) = ker(u?) et ce qui précede, on
2<i<r
a C" =ker(u) ® @ (B, (u) @ E_,,(u)) donc u est DZ
2<iLr
In(sint) = In(t) + In(1 4+ o(1)) ~ Int
- /2
En posant v = o t, on vérifie I = / In(cost)dt donc J = 21
0
sm 2t =2t T [ 7 . t=r—u
J = dt =" -3 In2+ 3 In(sin ) du puis In(sinu)du ~ = " I donc au final on trouve
0 /2

:—71n2

33 1.a) i Xy = X" (car m;; =0) donc M"™ = 0 par C-Ham
ii. M? est symétrique réelle et Sp(M?) = {0} car (M?)" = 0 dont M? est semblable & 0
iti. Tr(M?) = Z m”—Odoncm”—O
1<i,j<n
n(n —1) 9

F+ A,(R) € M,(R) donc dim(F) + — <n

récurrence puis R > 1

fla) = 1 + (@)

y(z) = ae® + e p(x) avec « € R.

34 |[sujet]| 1.a) fo(z) oo 3232
T [T dx J— /+°° du 72
0

s

0<h, <35 = =

2 )y Vz(n+zx)
fait au dessus

Foo dz x [T dx 2

<I,< = —— donne I, ~

o Vr(nt+z) " T2y Va(nta) "2y

n+u2  2yn

arctan(n)

cours

A=1I3— (AT =13 — (I3 — A*)? donc A* —24 + A=0. P = X* - 2X?’ + X = X(X - )(X? + X - 1)

—1+5
2

La matrice (A — I3)(A% + A — I3) est donc inversible puis A = 0 ce qui n’est en fait pas une solution

donc Sp(A) C {O, 1, } Comme V5 ¢ Q, la seule possibilité pour avoir Tr(A) = 0 est Sp(4) = {0}.

1
35 |/sujet] 1.a) g(z)= lim f,(x) =2 (distinguer z = 0) puis |fp(z) —2| < —six 2 0et |fr(x) — 2| <
n

n—+oo
si x < 0 donc ||f,, —

1 1
NG ol < 57

1 siz#0 .. 1 o
ngr}:oof (x) = { 0 size0 On peut vérifier que f, est C* sur [—1,1] donc il n’y a pas CVU sur [—1,1]

XYT)(XYT) = YTX)XYT et YTX € R done My Mg = M, s apyrx

Sil—aYTX #0alors M;' = Mg avec § = ﬁ et si 1 —aY?TX =0 alors M2 = M, donc M, sera
inversible si et seulement si M, = I,, donc si et seulement si & = 0 (si X et Y sont non nulles, dans ce cas

rg(XYT) =1 #0)

36 1l.a) Xy = (X —1)(X?—2aX +a?—1) donc Sp(M) = {l,a — 1, + 1}



2. a)

Exercice

Exercice

b)

1 -1
0 0 | et D= diag(l,a+ 1,a — 1) (distinguer & = 0 et &« = 2 pour les
1 -1

M, est sym réelle. P =

o~ O

dimensions des espaces propres)
det(M,) = a® — 1

ker(M;) = Vect{(1,0,—1)} et Im(M;) = Vect{(1,0,1),(0,1,0)}. Puis ker(M_1) = Vect{(1,0,1)} et Im(M_;) =
Vect{(-1,0,1),(0,1,0)}

th généraux

af 2xy? x2y?
7(37’ y) = - 2
Ox z+y (v+vy)
207,0)— 7(0.0)) = 0 done 2 (0,0) =0
6 (—142%)? ) .
fle,—x+2°) = —z donc f n’est pas bornée au voisinage de (0,0).

1 1
37 1.a) g(x,t) Kot et g(z,t) ~ ——— donc D =|0,1]

tx t——oo itz
lg(z,t)] < g(a,t) + g(b,t) six € [a,b] (ou distinguer t < 1ett>1)
x €]0,1[< 1 — 2 €]0,1] et f(x) = fd—=z)

) | [t -z +oo  yl-a ‘oo gy o
Fla IPP n Y dtet L PN = 1 avec (TCDPC
1
0 0 T— 0

|

l—z 1—-x (1+1)2 (1+1)2 (1+6)2 (1+t)2]
— sit<1
(1+1)2 , [1 { 2
( \/5)2 Gis1 siz € |3, On a oncf(:v)gc_)1 (1_x)e f(x)x_)Ox
1+t
T__ T
(MMT)3 VMMM A3 Ty — I3 done X® — 1 annule MMT et Spe(MMT) C {1,5,52}; MMT est

symétrique réelle donc ses valeurs propres sont réelles puis Sp(MM7T) = {1} donc (DZ) MM™T = 1I,.
Si n = 3 alors det(M)*® = 1 donc det(M) = 1 (car M est inv) donc M est une rotation. On écrit M =

P ((1) R?@)) PT; M est alors solution si et seulement si R(0)® = I, donc 30 = 2km et M est I3, ou une

2
rotation d’angle ig

t" t
38 |[[sujet] l.a) Gx(t)= Z ;H = [PENE pour |t| < 2 et on a bien Gx (1) =1
n>=1

E(X)=Gyx(1)=3

1
Sij<i, P(X=iY=§)=P(Y =j|X=i)P(X =i)=-P(X =i) =

+oo
p(Y:j):ZP(X:i,Y:j):%doncY~%<%> et B(Y) =2.
i—;

symétrique réelle

Sp(Az) = {3 iQ\/S}

Successivement : C; < C; — Cy pour j > 2 puis développer par rapport a Cy; le deuxieme déterminant se
ramene & un déterminant diagonal apres dvt par rapport a la derniére ligne

(=1)"*P,(k) = (n—k—1)(=1)""1"*P,_ (k) si k €[0,n — 2] donne le résultat par récurrence si k € [0,n — 2]
et P,(n —1) = —(n — 1)! < 0. Cela veut dire que P, change de signe sur tout intervalle de la forme |k, k + 1]
pour k €[[0,n — 2] donc (Rolle) s’annule au moins une fois sur ces n — 1 intervalle.

De plus P,(n—1) <0et P,(z) ~ z" —— 400 donc P, s’annule aussi une fois sur |n — 1, +00|. P, est
z—>

+oo T—+00
de degré n et possede au moins n racines distinctes donc est SARS

39 |/sujet/| 1. a) 1ignfn:0etfn20

1 1
L1 — I, = / e_%t"(t —1)dt < 0 donc (I,,) décroit, minorée par 0 donc CV puis 0 < [, < e_l/ thdt =
0 0

-1

donc limI,, =0
n—+



Exercice

Exercice

b)

Exercice

facile puis lim ,,_; = 0 donc (n + 1)I,, — e *

R =1 (par equiv), ZI DV (par equiv SATP) et Z )" I, CV par CSSA donc Dy =] —1,1]
11
g(z) = / ¢ dt par TITT avec / |xt|"e*% dt < e Hz|™ par ex
o 1—uat 0
e~ 1 I, +1,_1 X et e ! = e !
1= = e 0 () doncg(a)- 2 " —IO+Z (1-5)= o o) (1-%) -
¢ par CVN sur [0,1]. On a done g(x) — *—% — ¢+ o(1) donc gz) ~
par sur [0,1]. On a onc g(z) — — = {l+o onc g(z) ~ T

Utiliser le binéme pour (M + M~1)* car M et M~ commutent ; résultats cf c)
Ona M?+1, = M et X* — X + 1 est SARS dans C, M est réelle donc semblable & D = diag(—jI,, —5°I,)
avec n = 2p (forcément pair)

2ikm

ik ikn 2k
MF + M™% = P(DF + D7%)P~! puis (—j)* + (—j3)F = (=1)* (e 3 —l—e_%) = (—1)@005% donc
2ikm

MF + M™% = (=1)*2cos I,
40 l.a) Xa=(X—-1)*(X-3), E1(A) = Vect{(2,—1,1)} et E3(A) = Vect{(0,1,1)} donc A n’est
pas DZ

si f(ei) = Aie; alors f(g(e:)) = g°(e:) = g(f(e:)) = Mig(e:) et g(e;) # 0 car g est bijective (det(g)* = det(f) = 3)
Comme FEi(f) et E3(f) sont deux droites, engendrées par e; et e3, on a g(e;) € Vect{e;} donc g(e;) = p;e; puis
f(ei) = muZe; donc e; est associé & +1 et e3 & £3.

Si g était DZ, f = ¢? le serait aussi

g posséde donc deux valeurs propres distinctes (avec 3 g serait DZ) on a donc X, = (X + 1)%(X + /3) ou
X, = (X £ 1)(X £ v/3)? Dans le second cas, on aurait (en TZ g) Xy = (X —1)(X — 3)? ce qui est faux. On a
donc X, = (X + 1)*(X +/3)

—In(1—t¢
fite —h(-9 est C° sur | — oo, 1[\{0}, prolongeable par continuité en 0 (liénf = 1) donc F est C* sur
] — 00, 1[ et comme f(t) Kovhe In(1 —¢), f est intégrable sur ]0, 1] donc D =] — oo, 1]
—
10 in—1 1
par TITT (& cause de x = 1) & partir de f(t) = sur 10, 1] et / |fn(®)|dt = —
n=1 0
. , y In(1 —z)
On pose p(x) = F(z) + F(1 —z) +In(z) In(1 — z) et on vérifie ¢'(z) = 0 sur |0, 1[ car F'(z) = ———=; on
x
en déduit p = li{n ¢ =0+ F(1) — 0 par continuité de F en 1 car la série entiere CVN sur [0, 1]
41 1.a) Reste d'une série CV par CSSA
1 1
CSSA, |vp| <« ———===0 (—)

pat [on nyn+1 n3/2

+oo k+1 n

: (=1 (=D

Sil= -~ alors w, = — v, donc w, CV

X z =

/¢ k+1 1

Nfcar€—1—|— — — > 0 donc SATP et r, DV
e z
sym réelle
Cr = o710y et € # 0 donc rg(A) = 1 puis (fait en cours) Xy = X" (X — Tr(A))
2n—2
1—

Comme dim(FEy(A)) = n —1, A est DZ si et seulement si Tr(A) # 0 et Tr(A) = Z ok = % (pour

k=0
o? # 1, déja vu : cas réel) donc A est DZ si et seulement si o n’est pas une racine non réelle 2n°™° de I'unité

i e -8gi ¢ 1 . .
42 1.a) P(X:i):ZP( =4,Y =j) = P Z(,)oﬂ(la)zi donc X ~ Z(f) et
=0

il 4 J
j=0
P j +oo
E P(X =4,Y =) P cPap)y E BF(1 — a)*k! donc Y ~ 2(af)

P(X=1Y = 2) =0alors que P(X =1)P(Y =2)#0



+o0 n gn 00 aB)

) P(Z:n):ZP(X:j+n,Y:j):e_5(1_a) b Z(ﬁ) donc Z ~ 2(B(1 - a))
=0 =0 :

P(Y=j,X=n+j)

d) P(Y=jlZ=n)= PZ=n) =...=P(Y =j) donc Y et Z sont indépendantes

2. 81 P = Zaka alors P(1) = Zak = (P|Q) avec Q = z:X]C donc H = Q" et mp(1) = 1 — mveerior (1) =
k=0 k=0

@,
Q|1 1
Q=1 ——Q
QI n+1
. - 1 1 1
Exercice 43 |[sujet] 1. a) T arctan 1) s
—+oo —+oo
1 1 1 t
b) La fonction est intégrable par I’équivalent précédent et / (f — arctan 7> dt 28 z—l—i— / (f — 7> dt =
. t t 4 L R
T 1
——1+=In2
1 't
2. a) facile puis X4 est SARS
(11 s 1 (2 1 )
b) P= (1 _2>, D = diag(1l,-8) et P7" = s\

¢) B? = Asiet seulement si A* = D avec A = P~'BP donc une seule solution A = diag(1, —2) et B = PAP™*
Exercice 44 1.a) Facile

b) onazxz= igga car {(a) € R*.

¢) f(x)=—L(a)x (donc vp si x # 0)

d) f*(z) = —L(a)f(z) donc X (X + £(a)) annule f. Si £(a) # 0, il est SARS et si £(a) = 0 alors f2 = 0 donc non
DZ (0 est la seule valeur propre possible et f # 0)

e) si £(a) = 0 alors Xy = X"; sinon Eo(f) = Vect{a} et E_;)(f) = ker(¢) est un hyperplan donc Xy =
X(X +£(a))"*. Dans tous les cas, Tr(f) = —(n — 1)(a).

2.a) si limg—z =0,In <Si:) =—In (1 - %:) N %: (SATP) et In (Sf:) = In(S,)~In(S,—1) donc 3 In (Sf:)

DV car limIn(S,,) = +o00. Sinon Z g—z est GDV

1 1 Pn Pn ( 1 1 ) ) 1
- = > — (SATP E _ 1 _
Sp_1 Su SuSp1” 82 (S ) et S, 5. CV car lim 5 0

n

b)

Exercice 45 1.a) cours
b) F = Vect{Ig, ELQ — E2,1}

1 1
Ft =V t{—E —Es2), —=(E12 + E }
C) ec \/i( 1,1 272) \/5( 1,2 2’1)

1 1 0 1
d) mpe(J) = §(E1,1 — By 9|)(E11 — Ea0) + §(E1,2 + Es1|J)(Ev2+ E2q) = (1 0>

2.a) F'(x)= / sin(t) cos(asint) dt car |sin(t) cos(acost)| < 1 et 1 est intégrable sur [0, 7]
0

1 us
b) F(0) =0 et F dérivable en 0 donc lim ~F(a)=F'(0) = / sin(t) dt = 2.
a—0 a 0
Exercice 46 1.a) i P(x)=det(zA— B) =det(A)X4-1p5(x) est un polynéme de degré n
ii. P admet une racine complexe

b) si dim(E) > 2, on choisit A, B linéairement indépendantes dans E et k tel que M = kA — B ne soit pas
inversible. C’est absurde car F est un sev donc M € FE'; par liberté de (A, B), on a M # 0 et M n’est pas
inversible.

¢) on a donc E = Vect{A} avec A inversible (qui convient bien)
2.2) i flla+)=fl@+2)—fla+)=[fl+2) - f@)] - [flz+1) - f@)] = 2f'(2) - f'(2)
ii. g(z) = / o f/(t)dt; f’ est continue donc g est dérivable et ¢'(z) = f'(z +1) — f'(x) =0; g = \. De plus
g9(x) = f(x +1) — f(z) donc f'(z) = flz+1) - f(z) = A

b) Récip toute fonction affine vérifie bien ()



Exercice 47 |/sujet] l.a) siz >0, fo(zx) =0 (%) et DVGsiz <0
n
b) |fu(2)| < fula) siz € [a,b] C RT*

1 k\?
¢) z¥f(x) = Zgn(x); lim g,(x) =0 et |gn(z)| < gnla) =0 <$> pour n = (a) dont le th de dble limite

T—r+00
n>1
donne la réponse

2.a) cours

2
b) siB = (u,v,es,...,e,) alors Matg(p) = (61 8> avec A = <—(Q|T|z;u||)2 _H(I;”U))

c) Xy, =X""2[X?— (ulv)® + ||lul||v]]] n’est pas scindé sur R par C-Sch donc ¢ n’est pas DZ.

Exercice 48 1.a) M*=M>—-M?>+M=1, donc Q* =1,

b) X®-X%24 X -1=(X—-1)(X%41) est SARS dans C

c) Sp(M) C {1,i,—i} et M réelle donc m;(M) = m_;(M) et Tr(M) = m1(M) donc n = 2p avec p = m;(M).
Comme 1 ¢ Sp(M), et (M —1I1,,)(M*+1,) =0,ona M? = —1I,,. Q est sym réelle positive et Sp(Q) C {£1} donc
Q = I,, donc M est orthogonale et MT = M~! = —M. On construit alors une bon de E par récurrence : on choi-
sit e; unitaire et on pose f; = Me; qui est unitaire car M € O, (R); de plus (e1]f1) = (e1|Mer) = (MTeyle;) =
—(Meyler) = (—filer) donc (e1, f1) est une famille orthonormale et M f; = M?e; = —e;. Si on suppose
avoir construit une famille orthonormale (eq, ..., ek, f1,..., fx) telle que f; = Me; (et donc M f; = —e; car
M? = —1,,), on choisit ey unitaire dans Vect{ey,...,ex, fi,. .., fk}l puis on pose frr1 = Megi1, qui est uni-
taire car M € O, (R); on a, pour i < k, (frr1le;) = (Mepyile:) = (eps1|MTe;) = —(eps1|Me;) = —(epia|fi) =
0, puis (frs1lfi) = (Meg1|Me;) = (epsales) = 0 et (farilertr) = (Megpaleers) = (enpr| M epsr) =
—(ex+1|Megy1) = —(ex+1|fr+1) donc la famille (eq,..., ek, ext1, f1,---, ks fe+1) est toujours orthonormale.
Lorsque k£ = p, on obtient une bon dans la quelle la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé a M
est celle cherchée.

1 1
== —_ ~ — — +*
2.2) f@1) tostoo <t2> et f(z,1) t—0 21— donc D, =R
¢ est continue sur R™ car, si z € [a,b] C R™, |f(x,t)| < f(a,t) + f(b,t) (distinguer t > 1 et t < 1)

+oo +oo “+o0 —(n
b) f(z,t) = Z(—l)"t’”‘le_(”"’”t si t > 0 puis TITT avec / |fn(®)|dt = / fote—(n+)t gp M=
— 0 0
1 ’ e
———TI'(z) donc »(t)|dt CV pour x > 1.
e done 3 [ it ev

="

¢) On vérifie que T et 6 : x — Z sont continues sur [1,+oo[ donc la relation précédente reste valable en

nz
n>1
x=1. CommeI'(1)=1,0na6(1) =p(l) = /+°° T j:;t dt =1n2
0
Exercice 49 |/sujet] 1.a) Im(f) = Vect{f(e1), f(ez2), f(e3)} = Vect{f(e1)} et f(e1) # 0 donc dim(ker(f)) =1 et

rg(f) =2

a 0 a

b) A= 1 0 1 | donc A% =0 donc Sp(4) C {0}
—a 0 —a

c) ker(A) # {0} donc A n’est pas inversible.
d) i det(B(z)) = (—1)>X4(2z) = —2® donc B(x) est inversible

-1
ii. B(x)B(—2)= A? — 2?I3 = —2?I3 donc B(z) ! = FB(—JC)
iti. Avec le bindéme (Al = I3A), B(z)" = (—z)"I3 + n(—z)" 1A

2. R=1et f(x) = zg(z?) avec g(z) = Z(—l)"nx” donc g(z) = x(l __le)Z

Exercice 50 1.a) ker(u) = {a,b}" et Im(u) = Vect{a,b} (distinguer (a,b) libre et liée)
b) Si (a,b) liée, Sp(u) = {0,2(a|b)} avec (alb) # 0, Eo(u) = ker(u) hyperplan et Ey(qp)(u) = Vect{a,b} droite.
(alb) ||bH2) 2 2 2||3|2
s Xy = X7 —2(a|b) X + (a|b)® — a”||b
est SARS car A = ||a|?||b]|*> donc Sp(v) = {(alb) % ||a||||b||}. On vérifie, par C-Sch, (a|b) + ||a||||b|| # O donc
Sp(u) = {0, (a|b) £ [|al|||b]|} puis Eo(u) = ker(u) est de dimension n — 2, E,p)—|ja|js| = Vect{||blla — ||al[b} et
Eapy+alp) = Vect{||b]|a + [|a||b} sont deux droites

Si (a,b) libre, la matrice de I'induit v sur Vect{a,b} est (



c) cf les dimensions au dessus
d) Vérifier que u est autoadjoint

2.a) X(Q) ={0,1,2}

52

)
b) . La probabilité

3n - 3n71

2 n
que toutes les boules se répartissent dans les urnes 1 et 2 est (5) donc celle qu’en plus aucune des deux urnes 1

1 1
La probabilité que toutes les boules tombent dans I'urne 1 est 3n donc P(X =2)=3— =

et 2 ne reste vide est (%) —3% puis P(X =1)=3 K%) - 3%} .Enfin, P(X =0)=1-P(X =1)-P(X =2)

2\" 2 1
c) E(X)=3 K7> — —} +2—— —— 0 ce qui est normal car plus le nombre de boules est grand, plus la
3 3n 37—l notoo

probabilité que toutes les urnes se remplissent est grande

Exercice 51 |[sujet] 1.a) Ona X(Q) C[—n,n] mais X,(2) #[—n,n] : si n est pairs les positions atteintes sont
d’indices pairs et si n est impair, seules les positions impaires sont atteignables.
b) X,=n-2D,
2n

n—=k

¢) D, ~ PBnp donc P(Xs, = 2k) = < ok

n 2n+1 n— n
>pk(1_p) kot P(X2n+1=2k+1)=( )p k(l_p) +k+1

d) E(X,)=n-2E(D,)=n(l-2p)

1 1 1 om0 2" —1
2.A"=(1 0 0 0 1 —-2n P!
1 1 0 0 0 1

Exercice 52 1. X?—3X —5= (X —7)(X —\)(X —)) avec r > 1 (étudier la fonction polynomiale) et A est
réelle donc det(A) = r"|A[?"2 > 0
1
2.a) fulz) ~ 7z
! 1
b) wp> | (1—a)"de—
)z [ —

1
¢) limu, =0 par TCD avec |f,(z)| < NG

Q) uy ' [2vE(1 - x)n}: + 2n/01 Va(l —2)"dz = 2n /01 (z-1+ DA -2

NS

dz = 2n(—up, + tp_1)

n U
E i 53 iet 1. m =1 ( ) -
xercice a) Unt + n+1/) n+1

n
n+1

b) On au, < ndonc upt1 <1+

2
¢) Puis1 < u, <1+ — donclimu, =1
n

2.a) Si(x, f(x)) est liée alors f(z) = Az (car z # 0) donc A*> + X\ + 1 = 0 qui n’est pas possible dans R.
b) f7l=—(f+idp)

Exercice 54 |/sujet] 1.a) cours

b) F et G sev facile. Si o = f+gavec f € F et g € G alors g(x) = ax +b, b = ¢(0) et a = ¢
a=¢'(0),b=(0), g(x) = az + b et h(z) = p(x) — g(x), on a bien p = f +g, g € G, h(0) =

’(0). Si on pose

(
h'(0) = 0 donc

heH.
c) t— e~" est continue sur R donc fer
d) f(z) =2e74" — e donc £(0) =0 et f/(0) =1 donc h(z) =z et g(z) = f(z) — @

15 ) ., )
2.a) P(D; > Ds) = %= 12 donc (lancers indép) X ~ £ (n, E)
on
b) B(X)= % et V(X) = np(1 —p)
¢) cours
X 5n np(l —p)

— 9,1.1 X -FX)|<01E(X n=Pl|X—-EX)| < —

D) oy € 0911 & X — E(X)] < 01E(X) done p, = P (1X ~ BV < 135 ) < o

Exercice 55 1.a) il existe x # 0 tel que u(v(x)) = Az # 0 donc v(z) # 0 et v o u(v(x)) = Av(z)



u(v(P)) = P — P(1) donc ker(uov) = Ro[X] et 0 € Sp(uov). Alors que v(u(P)) = P donc ker(vou) = {0} et

0 ¢ Sp(vou)

0 € Sp(uow) < det(uowv) =0 et det(u o v) = det(u) det(v) = det(v o u) donc 0 € Sp(uowv) < 0 € Sp(vou)

1 [Rig— eicn 1 [SX 2 (1) 1+25 . ‘ ‘
l ] = LZ_OM+\/E :21‘\/@ puis P(Y = j) = P(X = j).

400 9—i
PX=i)= 5 |27 “; i 2
Elles ne sont pas indépendantes car P(X = 0)P(Y =0) #0et P(X =0,Y =0) =0.

e2J
i=1



