Sujets Centrale 2

Exercice 1 (Centrale 2 PSI 2016) |/Solution

On pose u, = arctan(n + 1) — arctan(n)
1. Tracer les 50 premiers termes de la suite.
2. Etudier la monotonie, la convergence de (u,) puis déterminer un équivalent de w,,.
3. Soit (¢,,) € {0, 1} une suite quelconque.
a) Justifier la convergence de la série Z Enly, ; on note S(e) la somme de cette série.
n>0

™
b) Montrer que pour toute suite (g,), on a 0 < S(e) < 5 puis que cet encadrement est optimal.

¢) Soit e = (0,1,0,1,0,1,...); calculer S(¢) & 1075 prés.

n
d) Soit x € {0, g] fixé, on pose S, (g) = Zekuk et on définit la suite € par
k=0

1 siug <z 1 siSp(e) +upnt1 <
€g = . et epgp1 = .
0 sinon 0 sinon

En utilisant Python, conjecturer la limite de (S, (¢)).

e) Montrer que pour tout z € [O, g}, il existe (¢) € {0,1}" telle que 2 = S(e).

Exercice 2 (Centrale 2 PSI 2019) |/Solution/

Dans M, (R), on définit H, (R) qui est ’ensemble des matrices de M,,(R) & coefficients dans {—1, 1} et dont les colonnes
sont 2 a 2 orthogonales. SH,, (R) est le sous-ensemble des matrices symétriques de H, (R).

1. Ecrire une fonction qui donne la norme d’une matrice de M, (R).

2. Soit A a coefficients dans {—1,1}. Montrer que A € H,,(R) si et seulement si A'A = nl,.

3. Tester le script [[x,y] for x in [0,1] for y in [0,1]] et en déduire des instructions pour obtenir I’ensemble
H,(R), puis SH4(R); quel est le cardinal de SH4(R)?

4. Déterminer I’ensemble {Tr(A4), A € SH4(K)} puis le prouver théoriquement.

5. Montrer que {Tr(A), A € SHg(K)} = {0}

Exercice 3 (Centrale 2 PSI 2017) [[Solution
Soit f(x) = Z "
neZ
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.
n
2. Ecrire un programme qui renvoie Z .

k=—n

1
3. Déterminer une valeur approchée & 107° pres de f (5)

I
4. Tracer sur le méme graphe une approximation de f et g : x —

1—2a

“+oo
[T
5. Déterminer un équivalent de f en 1; on pourra utiliser / e dt = /2 sia > 0.
@

—o0
6. On note r3(n) le nombre de fagons d’écrire n comme somme de deux carrés d’entiers relatifs.
Ecrire un programme donnant r5(n) et donner les valeurs de ro(n) pour n < 100.

7. Déterminer le domaine de définition de h(x) = Z ro(n)z™.
n>=0
8. Trouver une relation entre f et h et en déduire un équivalent de h en 1.

Exercice 4 (Centrale 2 PSI 2016)
0 1 0 0 125 =31
1. Soient £ = | —1 et A= —-125 0 57
0 31 -57 0

0
0
1 n
a) On pose M, = (13 + fM) avec M = E ou M = A. Calculer les 4 premiers termes de M, dans les 2 cas.
n



b) On pose N,, = *M,,M,,. Calculer les 6 premiers termes de (Njgn) pour M = E puis M = A.
Que peut-on conjecturer sur la limite de N, ?

¢) Prouver ce résultat.

2. Soit A € M,(R) antisymétrique réelle.
a) Montrer que X € ker(A4?) = X € ker(A).
b)
¢) Montrer que la suite (N,,) converge.
d) Que dire de la suite (M,)?

Exercice 5 (Centrale 2 PSI 2016) [[Solution

On consideére un jeu a n joueurs (n > 2). Chaque joueur lance une piece équilibrée. Un joueur gagne s’il est le seul a faire
« pile » ou s’il est le seul a faire « face ».

Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A est 0.

1. On note X, la variable aléatoire discréte égale au nombre de parties a jouer pour qu’il y ait un vainqueur.
a) Ecrire une fonction partie(n) qui renvoie 1 si la partie & n joueurs est gagnée, 0 sinon.
b) Ecrire une fonction X(n) qui simule X,,.
¢) Quelle est la loi de X, ; donner son espérance et sa variance.
d) Vérifier les résultats a Paide de la modélisation informatique.
2. On organise un tournoi en N parties (avec n joueurs). On note Y, le nombre de parties gagnées.
a) Trouver un entier Uy, le plus petit possible, tel que pour tout N < U, 'espérance de Y, soit < 1.

b) Déterminer un équivalent de P(Y,, < 2) lorsque N = U,,.
Exercice 6 (Centrale 2 PSI 2019)
Soit y € R\ {n + %, n € Z ; on définit Uentier le plus proche de y comme entier ¢ € Z tel que |y — q| < %
(-1)*
k!

n
Soient a,, I’entier le plus proche de nle™! et b, = n! Z
k=0

1. a) Ecrire une fonction qui renvoie l'entier le plus proche d'un réel y.
b) Ecrire une fonction qui renvoie a,, et b,.

c) Afficher les 16 premiers termes de (ay) et (by).
Emettre une conjecture et la démontrer.

1

2. On définit d,, = nle ™t — b, et J,, = / e dw.
0

a) Ecrire deux fonctions qui renvoient d,, et J,.

b) Afficher les 16 premiers termes de (d,,) et (;l]—n)

n
Emettre une conjecture et la démontrer.

3. Tracer les 16 premiers points (n, d,).

4. Déterminer un équivalent de d,,.

Exercice 7 (Centrale 2 PSI 2016) [[Solution
n—1

Soit (an)n>1 définie par a; =1 et a,, = Z agGn_g. On pose S, =
k=1 k=1
1.a) Calculer les 10 premiers termes de (ay,).

n
ag

47](:.

b) Tracer les 10 premiers points (n,S,). Quelle conjecture peut-on faire sur S, 7 On 'admettra pour la suite.

¢) Que peut-on en conclure sur le rayon de convergence de E anpx™?

n—1
-n
2. On pose by =1 et b, = m ; brbr—t.

a) Calculer les 10 premiers termes de (b,).

b) Comparer |b,| et a,.
“+oo

¢) Montrer que B(z) = Z brx® admet un rayon de convergence R’ > 0.
k=1

d) Montrer que sur | — R, R'[, B est solution de zy'(1 +y) —y = 0.

3. Tracer le graphe de x — B(m)eB (#) . commenter puis justifier ’observation..



Exercice 8 (Centrale 2 PSI 2016) |/Solution/
Soit la suite de fonctions (fy,)nen définie par fo(z) = z et, pour n € N, fr11(x) = 3fn (g) —4f3 (g)

A ol o

Ecrire sur Python une fonction f (n,x) qui renvoie fn(x).

Tracer f, sur Python et sur [0,4n] pour n €[1,5] en limitant les ordonnées en valeur absolue & 3.
Soit ¢(z) = 3z — 42>, Tracer ¢ avec Python sur [—1, 1] puis tracer x +— ¢(sinx) sur [—2m, 27].
Prouver que : si (z,y) € [-1,1)%, |¢(z) — é(y)| < 9]z — y|.

. x . [x
Montrer que |f,(z) — sin(x)| < 97 ‘ﬁ — sin (37) ‘

Qu’en déduire sur la convergence de la suite (fy,)nen?

Exercice 9 (Centrale 2 PSI 2016) [[Solution

On considére deux matrices M,, et T;, dans M,,(R) avec (M,); ; = min{i, j} et T;, triangulaire supérieure avec des 1 sur
le triangle supérieur, y compris la diagonale.

1.

® N S oA ®N

9.

Ecrire un script Python permettant Paffichage de M,, pour 2 < n < 10.
Calculer det(M,,) pour 2 < n < 10. Conjecturer un résultat.

Ecrire un script Python permettant Paffichage de T, pour 2 < n < 10.
Pour 2 < n < 10, calculer ‘T, T,,. Conjecturer un résultat.

Démontrer les deux conjectures faites.

Montrer que M,, est diagonalisable a valeurs propres > 0.

1
Montrer que A\, = max(Sp(M,)) > n; .

En introduisant N, la matrice de M, (R) telle que N; ;41 =1 (si 1 <14 < n—1), les autres coefficients nuls, calculer
M, " et justifier que Sp(M,; 1) CJ0, 4].

n

Utiliser Python pour le calcul de M, *.

Exercice 10 (Centrale 2 PSI 2016) |[/Solution

Soient a € R, w € RT*,

1.
2.

4.

t
. Soientre]OJ[etF:t»—)/
0

o

Déterminer 2 de classe C? sur un intervalle de I de R contenant 0 telle que : 2/ + w?z = 0, 2(0) = 0 et 2'(0) = a.

On consideére I'équation différentielle 2 + w?sin(z) = 0, 2(0) = 0 et 2’(0) = a. En utilisant Python, tracer la
courbe représentative de la solution f sur [0,10] pour a € {0,5; 1; 1,5; 2; 2,5}.

du

1 — r2sin®(wu)

a) Montrer que F est une bijection de R sur R, strictement croissante et impaire.
) Montrer que F est de classe C* puis que sa réciproque F~! est de classe C*°.

) Pour r = 0,9 et en utilisant Python, tracer la courbe représentative de F sur [—5, 5.

o

52

) Tracer la courbe représentative de ¢ — 2arcsin(r sin(wF ~1(t))) sur [-5, 5].
)

b) Onsuppose que 0 < a < 2w. On pose r = 2i et o(t) = 2arcsin(r sin(wF~1(t))). Montrer que ¢ +w? sin(p) = 0.
w

Exercice 11 (Centrale 2 PSI 2016) |/Solution/

On considére une urne remplie de boules noires et blanches. Pour tout n € N, on définit ’état n, ou I'urne contient n + 2
boules noires et n boules blanches. L’expérience est la suivante : on choisit au hasard une boule de I'urne; si elle est noire,
on la remet et on ajoute une boule noire et une boule blanche; si elle blanche, on I’enléve et on retire une boule noire.

1.
2.
3.

Supposons que 1’état initial est I’état n > 1. Montrer qu’apres une expérience, I'urne est dans ’état n —1 ou n+ 1.
Ecrire un programme python modélisant un tirage partant de I'état n (passé en paramétre).

Ecrire un programme python donnant I'évolution de I'urne sur 1000 tirages, en partant de 1'état n. Faire des tests
pour n = 5,10, 20, 100.

Tracer I’évolution de 1’état de I'urne.

Conjecturer le comportement du systeme.

On convient que le jeu se termine lorsqu’il n’y a plus aucune boule blanche dans I'urne.
On définit I’événement FE; : « en partant de I’état j, le jeu a une durée finie ». On pose e; = P(E}).
. J+ j
a) Montrer que, pour tout j > 1,e;, = ~——e; ——€i_1.
) que, p )z 56 2j+2j+1+2]+2j1
b) Justifiez la convergence de la suite (e;).
Interprétez avec votre conjecture.



c) On définit la suite de vecteurs U; = <uuj > avec u; = (j + 1)e;. Trouver une matrice A € My(R) telle que
41
Uj+1 = AUJ
d) La matrice A est-elle diagonalisable ?
Montrer que A est semblable & T = (1 1).

0 1
Donner Uj et conclure.

Exercice 12 (Centrale 2 PSI 2016) [[Solution

Soient x € R et (u,)n>0 la suite définie pas up = x et Vn € N uy, 41 =

2
n

n+1

. On désigne par u,(z) le n®™° terme de
de cette suite.

1. Ecrire une fonction Suite(n,x) qui renvoie u,(z). Tester la fonction pour quelques valeurs. Tracer les premiers
termes de la suite pour différentes valeurs de z. Commenter.

2. Tracer pour n < 30 et x = 1,6616, puis pour n < 17 et z = 1,6617 les différents termes de la suite. Commenter.

3. Montrer ’équivalence des trois assertions suivantes :
(i) In e N*,u,, < 1.
(ii) (un)nen tend vers 0.
(iii) (up) converge.

In(n+ 1)

n
S et S, = Zwk. Montrer que (S,) converge.

k=0
Donner une approximation & 107> preés de sa limite 4.
Donner une approximation de e’.

5. On pose v,(x) = %

4. On pose w, =

a) Calculer v,41(z) — v, (z) et en déduire une expression de u,(x) en fonction de S, et z.

b) Etudier la limite de (u,(z)) dans les cas = < ¢° et z > ¢°.

Exercice 13 (Centrale 2 PSI 2018) |/Solution
1 xT
Soit f : R — R définie par f(z) =0siz < 0et f(z) =e /% siz > 0. On note g(z) = f(x)f(1—z) et h(z) = —/ g(t)dt
0

1
avec o :/ g(t)dt.
0

1. Représenter la fonction f sur [—2,2].

Py (z)
x2n

Montrer que Vn € N, Vz > 0, f(™(z) = f(z) avec P, un polynéme.

Pour n €[1,5]), calculer P,(x) avec Python.

Quelle est la classe de f sur R? f est-elle DSE?

Calculer o & 107° preés puis représenter g et h sur des intervalles bien choisis.

Déduire de ci-dessus qu'’il existe une fonction ¢ telle que (|z] < 1/2 = ¢(x) =1) et (Jz| > 1 = ¢(z) =0).
Représenter le graphe de .

Montrer qu'’il existe une suite (My,),>0 telle que Vn € N, Vo € R, |g0(")(ac)| < M,.

Exercice 14 (Centrale 2 PSI 2018) |/Solution

Soit (an)n>0 € (Ri)N et la suite (un)n>0 Par up =1, w1 = a1 et Vn > 2, uy = apUn_1 + Up—_2.

e B A o o

1. Ecrire une fonction, a étant donnée, qui donne la liste [uo, - -+, upl.
n k
- . . . (1)
2. Ecrire une fonction qui donne la liste [Sy,- - ,.S,] avec S,, = Z )
iy UkUk—1
la li liant 1 i gy = _ ! _ = j ?
3. Tracer la ligne reliant les ((n, Sn))ng1,20]) Si an = gn7 On = = Gn = o et a, = 1. Conjecture ?
- (-1
4. Si Z an converge, montrer que Vn € N, u, < H(l + a). En déduire la nature de Z .
n>1 k=1 k>1 UrpUk—1

(=D*

5. Si E an diverge, nature de la série E 7 Indication : étudier de E Un—1(Up — Up—2).
Uk Uk—1
n>1 k>1 n>2

Exercice 15 (Centrale 2 PSI 2019) [[Solution

Soit A2 € M2(R) une matrice antisymétrique.




1. Calculer M = (I, — Ay) "' (I + A3) & la main.

2. Caractériser géométriquement la matrice M.

3
3. Soit @ = [ 12 |. On se place dans F = R? euclidien canonique.
4
Donner la matrice A, dans la base canonique, de f, : E — F défini par f,(z) =a A x.
4. Calculer N = (I3 — A3) ™' (I3 + A3) et caractériser géométriquement N. Indication : s’aider de f,(a).
o 1 3 -3
. -1 0 -4 0
5. Soit A4 = 3 4 0 9
3 0 -2 0
Calculer de M = (I — Ay)~*(I4 + A4). Caractériser géométriquement M.
6. Que peut-on conjecturer dans le cas général 7
7. Le démontrer ?
Exercice 16 (Centrale 2 PSI 2018)
1 21 -2 4 0 -2 2
SoitP=1{1 3 2 ), U=|-3 6 0 =5 5
1 3 3 -3 6 0 =5 5
1. Montrer que P est inversible et calculer P~
2. Calculer P"'UP et P~V P. U et V sont-elles diagonalisables ?
3. On pose W(a) = U + aV. Trouver une CNS pour que W (a) soit diagonalisable.
4. Pour a € {0,1/2,1}, montrer que W (a)*(W(a)) et *(W(a))W (a) sont diagonalisables.
5. Soit M € M,,(R), montrer que M*M et ‘MM sont diagonalisables avec des valeurs propres positives.
6. Soit M € M,,(R), montrer que ker(* M M) = ker(M) et que dim(ker(*MM)) = dim(ker(M*M)).
7. Soit M € M,(R) et A € R, on pose F\ = ker(!MM — \I,), Gy = ker(M'M — \I,,) et fr : F\x — G définie par
H(X) = ﬁM X. Montrer que fy est bien définie et que c’est une isométrie bijective.
8. En déduire que ‘M M et M'M sont orthosemblables (semblables par I'intermédiaire d'une matrice orthogonale).

Exercice 17 (Centrale 2 PSI 2018) [[Solution
On définit 6,, : [-1,1] — R par 0, (z) = H(l - ka)‘

AR o

7.
8.

k=1
Ecrire une fonction dessin(n) qui trace les 6} pour tout k €[[1,n].
Conjecture sur la parité/imparité, monotonie des 6 et sur la convergence simple sur [—1,1] de (6),)n>1-

Démontrer ces conjectures.

Montrer que (6,,),>1 converge simplement vers 6 :] — 1,1[— R continue qui vérifie §(z) = (1 — 2)6(z?).
Trouver toutes les fonctions f :] — 1, 1[— R continues qui vérifient f(z) = (1 — %) f(2?).

+oo
Sive €] —1,1], 6(z) = Z anz®™, calculer ag et montrer que Vn € N, ag, = a, et dopi1 = —ay.

n=0

Ecrire une fonction coeff (n) qui renvoie les n premiers coefficients du DSE supposé de 6.
Prouver que 6 est DSE sur | — 1, 1]

Exercice 18 (Centrale 2 PSI 2018) [[Solution

On considére une urne avec initialement une boule rouge et une boule noire. Au tirage n, on tire au hasard une boule
dans 'urne. On la remet, et on rajoute en plus une boule de la méme couleur que celle qu’on vient de tirer. On note X,
(resp. Y;,) la variable aléatoire qui indique le nombre de boules rouges (resp. noires) aprés n tirages. Pour (u,v) € R? et

n € N, on pose P, (u,v) = Z P(X, =14,Y, = j)u'v.

(6,5)e(N*)?

1. Ecrire une fonction simulation(n) qui renvoie le nombre de boules rouges apres n tirages.

2. Ecrire une fonction moyenne (n,N) qui renvoie une liste L telle que L[i] est la proportion des N simulations

effectuées ou on a i boules rouges apres n tirages.

Tester cette derniére fonction et commenter les résultats.

. Pour (4,5) € (N*)?, donner P(X,, 11 =i, Yny1 = j) & l'aide de P(X,, =i —1,Y,, =), P(X,, =i,Y,, = j — 1).



0P,
2 n
5 (u, v)) .

5. En déduire que P, y1(u,v) = (u,v) +v

1 2 0P,
n+2(u ou

1
6. Conclure que P, (u,v) = T E uFtyn =Tl
n
k=0

7. Déterminer la loi de X, ; X,, admet-elle une espérance ?

8. Quelle est la probabilité de ne tirer que des boules rouges ?

Exercice 19 (Centrale 2 PSI 2018) [[Solution

64 0 —28 17
. 12 —-15 0 38 . N
Soit A = 4 61 17 |- Soit A = AetVk > 1, A1 = A(Ag + agly) ol ap = —

-3 5 0 32

1. Calculer aq, ao, ag et aq.

Tr(Ag)
e

4
2. Calculer P(A) si P = X* + Z ap X*7*. Que représente le polynéme P ?
k=1

3. Soit A € M,,(C) dont les valeurs propres complexes sont (éventuellement répétées avec leur ordre de multiplicité)
n K

Aty An. On définit xa = [J(X =) = X"+ > 0 X" % et 55 =Y M| pour j € N*.
J=1 k=1 k=1
Montrer que Vj € N*, Tr(A47) = 5;.

1
4. On donne la relation suivante : 3r > 0, Va €] — r;r[\{0}, 2" x4 (1/x) = x”)m(l/x)( E T /\»x)'
j

j=1
Montrer que pour 1 <p <n, S, +S,_1b1 +---+pb, = 0.

5. En déduire un algorithme permettant de calculer les coefficients de x 4.
6. Conclure quant a la question 2.

7. Justifier la relation admise a la question 4.

Exercice 20 (Centrale 2 PSI 2018) |/Solution

Un infinité de joueurs (A, )nen participent a un tournoi. Le premier match oppose Ag et Ay, Ay gagne avec la probabilité
p € [0;1] et, pour k > 2, A, affronte le vainqueur du match k& — 1 avec une probabilité p de gagner, son adversaire a une
probabilité ¢ = 1 — p de gagner. Chaque perdant est définitivement éliminé. Le tournoi s’achéve lorsqu’un joueur parvient
a cumuler N victoires.

On note T, le nombre de matchs nécessaires pour qu'un joueur soit vainqueur et E, 1’évenement « il n’y a pas de
vainqueur au n-iéme duel (ni avant) ». Tous les duels sont mutuellement indépendants.

On remarquera que la probabilité de gagner n’est pas la méme selon le nombre de victoires du joueur.

1. Ecrire une fonction tournoi (N,p) qui modélise le tournoi et renvoie T p,.

Ecrire une fonction moyenne (N,p) qui renvoie la valeur moyenne de T, sur 10* tournois.
Tester cette fonction pour N =6 et p = 0.6 puis pour N =3 et p = 0.3.

Montrer que Vn €[[1,N — 1], P(E,) = 1. Que vaut P(EN)?

Montrer que Vn > N + 1, P(E,_1) — P(E,) = p¢" ' P(E,_x).

S S

Montrer que la suite (P(E,)),>1 converge, puis que Z P(E,) converge.
n>1

—+oo
7. Donner lim P(E,) et calculer ZP(E,L)

n——+o0o
n=1

8. Relier Ty, et E, et en déduire 'espérance de T

Exercice 21 (Centrale 2 PSI 2018) [[Solution
Soient P = X%+ X? —6X%et Q= —X*+ X° +5X? —3X +6. On note I = {(2,y) € R? P(z) = Q(v)}

1.a) Tracer les graphes de P et @ sur [—3,2].

b) Tracer la courbe T

¢) Montrer que I" est fermée et bornée.

d) Que dire des tangente & I' aux points d’intersection avec 'axe (Oy) ? Justifier.
2. On pose f(z,y) = z? 4 4>

a) Justifier qu’il existe (x0,y0) tel que f(xo,y0) = (mz;xpf(m,y).
x,y)E



b) En admettant que I" peut étre décrit par un paramétrage régulier, déterminer un vecteur directeur de la tangente
a I en (20,Y0)

Exercice 22 (Centrale 2 PSI 2019) |/Solution/
1
1-t¢
Soit F'(z) :/ —_—
0

1— xt3

1. Montrer que F est définie sur [—1, 1] et tracer son graphe & 1’écran.

2. Montrer que F' est continue sur [—1,1].

4.

5.

n k

. Soit Sy (z) = Z <

P 3k +1)(3k +2)°
Tracer sur le méme graphe Sy, S5, Sg et F. Quelle conjecture peut-on faire ?
Démontrer cette conjecture.

1 (=D"
Caleuler | Gnr)En+2) 2 (3n+1)(3n+2)

n=0 n>=0

et vérifier le résultat avec 'ordinateur.

Montrer que F' est dérivable sur [—1,1].

Exercice 23 (Centrale 2 PSI 2019) |[/Solution

On lance n dés équilibrés. On note T; le rang d’apparition du premier « 1 » sur le dé i. On relance les dés qui n’ont pas
fait « 1 » jusqu’a ne plus avoir de dés a relancer et on note NN,, le nombre de lancers nécessaires.

1.
2.

S e

8.

Ecrire une fonction simulant 77.

Ecrire une fonction simulant N, (avec n en paramétre) puis une fonction simulant E(N,,) et citer le résultat
justifiant cette simulation.

Tracer E(N,,) en fonction de n € [1,20]
Donner la loi, I’espérance et la variance de T;.

Calculer P(N,, < k)
Etudier la convergence de Z P(N,, > k).

keN
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N.
K—1 K
a) Montrer que YK € N*, Y~ P(X > k) = KP(X > K)+ Y kP(X =k).
k=0 k=0

—+o0
b) En déduire que si Z P(X > k) converge alors E(X) existe et E(X) = Z P(X > k)
k=0

Déterminer E(N,,).

Exercice 24 (Centrale 2 PSI 2019) |/Solution/

On s’intéresse aux cartes Panini des joueurs de foot de la coupe du monde. On suppose que 'on peut acheter les cartes
A D'unité et que la probabilité d’obtenir la carte d’un joueur est uniforme. A la coupe du monde il y avait 32 équipes de
23 joueurs; on notera n le nombre de joueurs. Zj est la variable aléatoire discrete qui compte le nombre de vignettes
différentes que l'on a apres l'achat de k cartes (Zp =0 et Z; = 1).

1.

2.

a) Ecrire une fonction collec(k,n) qui renvoie pour k achats le nombre de vignettes différentes.

b) Estimer E(Zy) et tracer son allure en fonction de k pour k € [[0,300] et n = 50.

On pose Py(X) = P(Z, =i)X"""
1=0

a) Montrer que Py yq1(X) = Pi(X) + l(1 - X)P/(X)
n

b) Exprimer E(Z) en fonction de Py (1).
c) Calculer E(Zy).

. On note, pour k > 1, T} la variable aléatoire discréte qui donne le nombre d’achats nécessaires pour obtenir k

cartes différentes.

a) Estimer E(T}) pour k €[0,50] et n = 50.
b) Déterminer la loi de Tgy1 — T

c) En déduire E(Ty).



Exercice 25 (Centrale 2 PSI 2019) |/Solution/

1 n
2 n—1 .

Soit u = . et v= . . On note A,, ; la matrice dont toutes les colonnes valent u sauf la ¢ qui vaut v.
n 1

1. Ecrire une fonction prenant n et ¢ en parametres et qui renvoie A, ;.

2. Donner les valeurs propres de A,, ; pour n €[[3,7] et i €[1,n].

3. Déterminer une valeur propre & commune a toutes les A,, ; pour n > 3.
n(n+1)

4. Montrer que Sp(M) = Sp(*M) pour M € M,,(R) et en déduire que 5

A, ; pour n > 3.

est une valeur propre commune aux

nn+1)

n(n+1)
2 )

5. Montrer qu’il existe 3, ; tel que Sp(4,,;) = {0, 5

BnJ} et|ﬁn¢|<

6. A, ; est-elle diagonalisable ?

Exercice 26 (Centrale 2 PSI 2019) |/Solution/
Si € M,,(R) est symétrique, on dit que A vérifie la propriété (P) si VX € R™, X #0= ‘XAX > 0.
On dit également qu'une famille de vecteurs (Us,...,U,) de R"™ est A-conjuguée si V(i, j), ‘U; AU; = 6; ;

5 1 2
1.a) Montrer que A= |1 5 4 | vérifie (P).
2 4 6

o

Montrer que (X,Y) — ‘X AY est un produit scalaire sur R3.

Orthonormaliser la base canonique de R? pour ce produit scalaire.

Déterminer deux base (Uy, Us, Us) et (Vi, Va, V3) de R?® A-conjuguées distinctes.
Comparer Uy 'Uy + Uy tUs + Us U3, Vi Vi + Vo ' Vo + Vo 'V et A71

f) Calculer YU 4 tURUs + tUsU5 et TVAVE + TVaVs + T3V,

2. Justifier les constatations précédentes pour toute matrice A € M, (R) vérifiant (P).

o

[oW
NSNS N Y

e

n
3. Soit o > 0, existe-t-il une famille (x4, ...,z,) A-conjuguée telle que Z lzi]|2 = a?
i=1

Exercice 27 (Centrale 2 PSI 2019) [[Solution
+oo

Pour n € N, on introduit sa décomposition en base 2 : n = Z bi2" avec by € {0,1} (nuls & partir d'un certain rang).
k=0
Soit X une variable aléatoire discréte telle que 1 + X < ¢(p). On définit les variables aléatoires discretes (X;);en par

+oo
X, =bisi X = me.

k=0
1.a) Quel est le réle de la fonction suivante (n et @ sont des entiers naturels) ?

def f(n,i)
return (n//(2xx1))%2

b) Ecrire une fonction simulation(N,p,m) prenant en argument deux entiers N et m et un réel p et qui renvoie
la liste des moyennes des variables aléatoires discretes X;, pour i < m — 1, obtenues sur N expériences.

1 1 1 1
c) Tester pour N = 10000, m =15 et p € {5, 10° 100° m} Que constate-t-on ?
201 +o0 ‘
2.a) Montrer que P(X; =1) = Z ZP(X = j 4 2° +2771E) et en déduire la loi de X;.
=0 k=0

b) Déterminer la limite de P(X; = 1) si i — 400 et si p — 0 (pour i fixé)

q*

3. a) Soit B; des variables aléatoires discrétes mutuellement indépendantes telles que B; — % (1+2
q

) . Montrer

que P U n(BZ =0) | =1.
neNizn
n .
b) Justifier Uexistence de lim H(l +¢*') et que cette limite est strictement positive.
n—»ﬁwizo



¢) On pose X = ZQiBi. Montrer que 1+ X < ¢(p)
iE€N

Exercice 28 (Centrale 2 PSI 2019) [[Solution
1

1
Soit f(x) = 5 pour z € R\ {In(2)}; on pose a,, = —'f(")(()).
— et n!
1.a) Montrer que a, = CLT];%’C, pour n > 1; on pourra utiliser (2 — e”) f(z) =1

k=1
b) Calculer les 10 premiers termes de la suite (ay,).

2. On considére la série entiére E anpx”
k>0

2In(2)" ) ; que constate-t-on et que peut-on en déduire
n

1
a) Tracer les premiers termes des suites (a,,), (7) et (
sur le rayon de convergence R de la série entiere ?
b) Justifier que R > 0

3. a) Tracer le graphe des 6 premieres sommes partielles de la série entiere et celui de f sur [—0.6,0.6]. Que peut-on
conjecturer ?

b) Montrer que f est DSE et préciser la valeur du rayon de convergence.

Exercice 29 (Centrale 2 PSI 2019) |[/Solution

a b c
Pour u = (a,b,¢) €R®, onpose My, = [ ¢ a b
b ¢ a

1.a) Montrer que M, est combinaison linéaire de trois matrices indépendantes de u, dont I'une est le carré d’une
des deux autres.

b) Ecrire un programme qui renvoie M,, puis calculer M7 _141) X M(1,2,3) et M(123) X M7 _141)

¢) On définit I'ensemble M = {M,,u € R*}. Quelle est la structure de cet ensemble ? Est-il stable par x ? La loi
x est-elle commutative sur M ?

a+b+c 0 0
1
0 a—i(b—i-c) —?(b—c)

V3 1
T(b—c) a—§(b+c)

2.a) Montrer que M, est semblable a
0

b) M, est-elle diagonalisable ?
3. Pour m € R, on pose P, = X3 — X% + m.

3
a) Tracer les graphes de P, sur {—1, ﬂ pour m € {—0.1,0,0.1,0.2}

b) Déterminer une CNS sur m pour que P, ait trois racines réelles.
4. Soient S = {(a,b,c) € R*, a®* +b*+c* =1}, T = {(a,b,c) e R* a+b+c=1} et T' = {(a,b,c) € R*, a+b+c= —1}
a) Montrer que M, est orthogonale si et seulement si v € SN (T UT’)

b) Montrer que M, est une matrice de rotation si et seulement si a, b, ¢ sont les racines d’un polynoéme P,,.

Exercice 30 (Centrale 2 PSI 2019) |/Solution/

Pour a € R, on définit la suite (up)nen par ug(a) = a et u,11(a) = arctan ( n ()

1+ /1+uy(a)?

1.a) Ecrire une fonction suite (N,a) qui renvoie la liste des valeurs de u,, (a) pour n € [0, N]. Que donne suite(3,0)
et suite(10,2019) ?

b) Conjecturer la limite, quand n tend vers +oo, de uy(a); le vérifier pour a € {1,4,10,100}. On note C; cette
conjecture.

> pour n € N.

c) Tracer le graphe de 210010 sur [—30, 30] avec un pas de 0.01 et conjecturer la nature, quand n tend vers +oo
et a > 0, de 2"u,(a). On note Cy cette conjecture.

Montrer Vz € R, | arctan(z)| < |z
Démontrer Cs.
Déterminer la nature des séries Z un(a), Z un(a)? et Zln (M)
up(a)
En déduire un équivalent de u,(a) quand n tend vers +o0o (a l’aide d’une constante que ’on ne cherchera pas
a déterminer).



4.

Soit g(a) = Z un(a). Montrer que g est continue sur R.
n>=0

Exercice 31 (Centrale 2 PSI 2019) |/Solution/
1 1
Pour n € N*, on pose P, = X(1-X)(1— §X> (1— fX).

1.

n

Ecrire une fonction qui renvoie P,

)
b) Tracer le graphe de P, sur [0,1] et n €1, 10] ; commentez.
¢) Montrer que P,, admet sur [0, 1] un maximum atteint en un point unique x,,.
a) Ecrire une fonction qui renvoie la valeur de z,,.
b) Calculer x, In(n) pour n = 10k et k €[[1,10] ; commenter.
11 K1 1
¢) En considérant x — In(P,(z)), montrer Z Z < . < Z z + T
k=1 k=1
d) En déduire un équivalent de z,,.
1
.a) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que Yu € {07 5} In(1 — ) +u| < Cu.

b) Déterminer un équivalent de P, (xy,)

Exercice 32 (Centrale 2 PSI 2021) |/Solution/

Une élection se déroule entre A et B avec m > 2 votants. Initialement, a votants ont l'intention de voter pour A et
m — a pour B. Chaque jour, deux personnes (choisies aléatoirement) se rencontrent et, si elles ont des intentions de vote
différentes, la premieére convainc la seconde de voter comme elle.

On note X, le nombre d’intentions de votes pour A le jour n. On a donc Xy = a.

1.
2.

6.

Ecrire une fonction qui renvoie la valeur de X,,. La tester pour n assez grand. Que remarque-t-on ?
On note m, 1 = P(X,, = k).
Montrer que P(X,11 =k +1|X, =k) = P(Xp11 =k —1|X —k)—M uis
q n+l — n — - n+l — n — —m(m_l)p
k(m — k)

PX,p1=klXp=k)=1-2——%

( +1 | ) m(m — 1)

k(m — k) (k+1)(m—k-1) (k—1)(m—k+1)
. Montrer que P(X, 11 =k) = (1 — 2m(m—1)) Tk m(m —1) T k+1 + mim —1) T k—1

2 )>nsike[[1,m—1}]

Montrer que 7, 1 < (1 -
’ m(m —1

. On note Vy, 'événement « tout le monde vote pour A au bout d’un certain nombre de jours ». Montrer que

P(Vy) = ngr}rloo P(X, =m).

. Ecrire une fonction qui renvoie 1 si tout le monde vote pour A au bout d’un grand nombre de jours, 0 sinon puis

calculer la moyenne de cette fonction sur 100 itérations.

Déterminer P(Vy4) en fonction de a.

Exercice 33 (Centrale 2 PSI 2021) |/Solution/

1
On lance, les unes apres les autres, n boules sur une planche avec N trous; chaque boule a une probabilité N d’entrer

dans un des N trous (indépendamment les unes des autres). On note T;, la variable aléatoire discrete qui donne le nombre
de trous non vides.

1.
2.

Ecrire une fonction remplir(n,N) qui renvoie le nombre de boules dans chaque trou apres n lancers.

Ecrire une fonction nombre (n,N) qui renvoie le nombre de trous non vides. La tester avec N = 10 et n grand. Que
remarque-t-on 7

. Déterminer les valeurs possibles de T}, en fonction de n et N.

4. Donner les lois de T et T5.

. Avec la formule des probabilités totales, montrer que P(T,11 = k) = NP(T n=k)+

. On suppose n > 2. Calculer P(T,, = 1), P(T,, = 2) et P(T,, = n); on distinguera les cas n < N et n > N.

k N-k+1

P =k —1)

pour k €1, N].
N

.a) En déduire la relation G,,41(z) = 2Gn(x) + %x(l —x)G) (z), out Gy (z) = ZP(Tn = k)a".

k=0
b) En déduire E(T},)



c¢) Le vérifier numériquement.

Exercice 34 (Centrale 2 PSI 2021) [[Solution

h(2y) — 2
Soient f(z,y) = ch(2y) 2COS( ?) et g,(0) = f(rcosf,rsinf) pour r € RT.

1. Tracer le graphe de g, sur [—2m, 27 et © € {1,2, 5,10} ; conjecturer la périodicité, la parité de g,, ses variations et

. s
son maximum sur (0, —|.

2
2. Montrer que f admet un minimum en (0, 0).

3. Soient B, = {(J;,y) eR? /a2 +¢2 < r}, Q= {(m,y) eR? a2 492 < r} et Cp = B\ Q.
Préciser si ces trois ensembles sont ouverts ou fermés.

4. Montrer que f admet un maximum M, dans B,.

5. On définit F,(z,y) = { f(a,y) si(z,y) € B,
0 sinon
a) Montrer que M, est un maximum de F,. sur [—r, r]2.

b) Ecrire une fonction F(r,x,y) qui renvoie F,(z,y).

2
¢) Donner une estimation de M(r); on pourra prendre le maximum des F,(z;,y;) avec xp = yp =17 — Tog" 2vec
k €[0,100].
Tracer le graphe de r — M,. sur [1,4] par pas de 0.01

o,

Tracer sur le méme graphe 7 +— sh?(r).
Montrer sin(t) < ¢ <sh(t) sit >0

Justifier les conjectures précédentes.

Exercice 35 (Centrale 2 PSI 2021) |/Solution/

Soit (X; j)1<i,j<n une famille de n? variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli de
) X1 - Xin
parametre 3 On pose A = : : . On dit qu’une matrice carrée symétrique est définie positive si elle est

Xn,l o Xn,n
bien symétrique et si toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

o
» o

on
= 2L

1.a) Ecrire une fonction qui renvoie une matrice A aléatoire avec ces conditions.
b) Ecrire une fonction qui teste si une matrice carrée A est symétrique définie positive.

¢) Décrire une méthode pour avoir une premiere idée de la proportion des matrices symétriques définies positives
parmi toutes les matrices A construites comme dans 1’énoncé.

d) Programmer la méthode évoquée a la question précédente.
e) Pourquoi la méthode de la question c. donne une approximation de la proportion cherchée ?
2.a) Soit M € M, ({0,1}) symétrique définie positive, montrer que ¥X € M, 1(R), " XMX > 0 et que l'on a la
condition d’égalité *XMX =0= X =0.
b) Soit M € M, ({0,1}) symétrique définie positive, montrer que M = I,,.

¢) Déterminer la probabilité qu'une matrice introduite précédemment soit symétrique définie positive.

Exercice 36 (Centrale 2 PSI 2021) [[Solution

On note G un graphe non orienté (ensemble de sommets reliés par des arrétes), S 'ensemble de ses sommets (numérotés
de 1 & n). Chaque sommet peut étre relié aux autres, la probabilité d’une liaison est p €]0, 1].

On note S,, le nombre de sommets isolés, ie relié avec aucun autre.

On définit la variable aléatoire X; (pour ¢ €[[1,n]) qui vaut 1 si le sommet numéro i est isolé et 0 sinon.

1.a) Ecrire une fonction M(n,p) permettant d’illustrer cette situation & 1’aide d’une matrice dont le coefficient (i j)
vaut 1 si une arréte relie les sommets i et j, 0 sinon.

b) Ecrire une fonction NbIsoles(n,p) qui renvoie le nombre de sommets isolés.
¢) Ecrire une fonction Approx(n,p) qui approche E(S,) en effectuant 1000 expériences.
d) Tracer n — In (E(5")> pour p € {0.3,0.5,0.7} et n €]1,10].
e) Déterminer E(X;) pour ¢ € [1,n] et en déduire la valeur de E(S,,).
2.a) Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans N. Montrer que P(Z = 0) < ;/((ZZQ)) et que P(Z > 1) < E(2).

b) Calculer E(S?) et en déduire des majorations de P(S,, > 1) et P(S,, = 0).



3. On suppose dorénavant que p dépend de n et que p = ¢ avec ¢ > 0, ¢ # 1.

In(n)

Déterminer lirf P(S,, = 0) selon la valeur de c.
n—-+0oo

Exercice 37 (Centrale 2 PSI 2021) [[Solution

3 -2 2 0 1 2 0 4 -1
Soit A=(0 1 2 |,B=[3 1 -1],C=10 1 2 | et E = Vect(4,B,C).
0 4 -1 01 2 3 -2 2
1.a) Montrer que F est un espace vectoriel. Déterminer sa dimension.
a * x
b) Soit (a,b,c) € R?, montrer qu'il existe une unique matrice M = [ b * x | dans E.
c * *

Ecrire une fonction M(a,b,c) qui renvoie cette matrice. Afficher M (1,1,1).

o

o
NN NN

Donner une norme sur M3 (R). Ecrire une fonction Norme (M) qui calcule cette norme.

L
®

En déduire une fonction Test (M) qui renvoie True si et seulement si M € E.

@
®

Donner les éléments propres de quelques matrices M (a, b, ¢). Montrer qu’il existe un vecteur V € Mj 1(R) qui
soit vecteur propre commun a toutes les matrices M de F.

b) Donner la forme de xp si M € E et Tr(M) = 0.

¢) Pour M = M(a,b,c) € E prise au hasard, constater quelles sont les puissances de M qui sont dans E. Emettre
une conjecture.

d) Montrer la conjecture émise a la question précédente. Indication : commencer par le cas Tr(M) = 0.

e) Peut-on trouver M € E non nulle telle que, pour tout k& € N*, on ait M e E.

Exercice 38 (Centrale 2 PSI 2021) |/Solution/

1. On note A,, la matrice de M,,(R) de coefficients a; ; = max(s, j).

a) Ecrire une fonction qui renvoie A,, et la représenter pour n € {3,4,5}.

o

Montrer que A,, est inversible. Calculer A L avec Python pour n € {3,4,5}.

o

)
Montrer que A,, est diagonalisable.
q g
)

o

Donner la dimension des sous-espaces propres de A,, pour n € {3,4,5} puis conjecturer la dimension de ses
sous-espaces dans le cas général.

e) Prouver la conjecture émise & la question précédente.
2. On note M,, la matrice de M,,(R) de coefficients m; ; =i + j.

a) Ecrire une fonction qui renvoie M, et la représenter pour n € {3,4,5}.

o

ol 2o e

Donner le rang de M,, pour n € {3,4,5}, puis conjecturer son rang dans le cas général.

Prouver cette conjecture émise a la question précédente.

o

Donner, sans calcul, une valeur propre de M,, et prouver qu’elle en admet au plus deux autres.

Calculer des valeurs approchées de ces deux valeurs propres pour n € {3,4,5}.

@

f
g

Exercice 39 (Centrale 2 PSI 2021) |[/Solution|

Soit n € N* on lance une piéce n fois. On note p €]0, 1] la probabilité de tomber sur pile et ¢ = 1 — p celle de tomber sur
face.
On appelle série un intervalle [a,b]] C[1,n] tel que :

e tous les lancers du numéro a au numéro b inclus donnent le méme résultat.

e sia > 1, le lancer numéro a — 1 est différent du lancer numéro a.

e si b < n, le lancer numéro b + 1 est différent du lancer numéro b.
Pour k €[[1,n], on note les événements :

e P =« le lancer numéro k£ donne pile »

e Fj. =« le lancer numéro k£ donne face »
On définit la variable aléatoire IV,, égale au nombre de séries obtenues au cours des n lancers.
On note enfin G,, la fonction génératrice de N,,.

Déterminer exactement ces deux valeurs grace aux traces de M,, et M2

Déterminer exactement ces deux valeurs propres en considérant (ker(M,,))*.

1.a) Ecrire une fonction lancers (n,p) qui simule les n lancers. La fonction devra renvoyer une liste de 0 et 1.

b) Ecrire une fonction series(L) qui prend en argument une liste L de 1 et de 0 et qui renvoie le nombre de séries
dans cette liste.

¢) Ecrire une fonction moyenne (n,p) qui renvoie le nombre moyen de séries obtenu lors de 10° simulations.



o,

Tracer moyenne (n,p) en fonction de n pour n €[1,10] et p € {0.1,0.4,0.6,0.8}.
Donner la loi de probabilité et I’espérance de Ny, No et N3.

R
T ®
~— — ~— ~—

Quelles valeurs la variable N,, peut-elle prendre ? Déterminer P(N,, = 1) et P(N,, = n).

o

Montrer, pour n > 2 et k €[[2,n], que 'on a :
P((Ny = k)N Py) = p[P(Ny_1 = k) N Puy) + P(Ny_1 =k — 1) N F,_y)]
P((N, = k)N F,) = q[P(Ny_1 = k) N Fu_1) + P(Ny_y =k — 1) 1 Po_y)]

3. Dans les quatre questions suivantes, on prend p = 1/2.

a) Donner une expression de G,, en fonction de G,,_1.

=3

En déduire une expression de G, en fonction de n et la valeur de E(N,,).

o

)
) Calculer la fonction génératrice d’une variable aléatoire X suivant la loi binomiale Z(m, r).
) En déduire la loi de N,, —

o,

Exercice 40 (Centrale 2 PSI 2021) |[/Solution|

n
Soit n € N*, une matrice A = (a;;)1<i,j’n € Mn(R) est dite & diagonale propre si x4 = H(X — agx). On note E,

k=1
Pensemble des matrices réelles de M,,(R) & diagonale propre.

On note S, et A, les ensembles des matrices respectivement symétriques et antisymétriques de M., (R).
1. Soit A € E,,, montrer que A est trigonalisable.

n
2.a) Ecrire une fonction Polydiag(A) qui donne les coefficients du polynéme H(X — U k)-
k=1
b) En déduire une fonction estMDP(A) qui teste si une matrice A est & diagonale propre

¢) Les 6 matrices suivantes sont-elles & diagonale propre ?

-1 0 3 5 2 2 11
A= -3 2 3] 4= -8 4 0| A;= 111
0 0 2 1 1 4 -2 3 6
1 1 1 1 10 -1 4 7 1 2 3 4
0 1 1 1 -5 1 1 2 21 0 -1
Ay = 0 -1 1 1 A5 = 1 0 5 4 Ag = 00 3 2
0 -2 3 6 0 -2 3 6 0 0 -1

3. Décrire ’ensemble E5.

4.a) Soit M = (‘61 g) € M, (R) avec A et C carrées et & diagonales propres. Montrer que M € E,,.

b) Construire M € E, avec exactement 13 coefficients non nuls.
5. Soit pour les trois prochaines questions une matrice M € E, N A,,.
a) Calculer xps. Que vaut M™?
b) Montrer que M? est diagonalisable dans M,,(R). En déduire que M? = 0.
c¢) Calculer Tr(M?) en fonction des coefficients de M. En déduire que M = 0.

6. Soit un sous-espace F' de M,,(R) tel que F C E,,.
On cherche dans les deux prochaines questions a majorer de maniére optimale la dimension de F.
1
a) Que dire de dim(F + A,) ? En déduire que dim(F') < %

. . nn+1

b) Donner un sous-espace F' de E,, de dimension g

Exercice 41 (Centrale 2 PSI 2021) |/Solution/

On note &, 'ensemble des matrices symétriques a coefficients strictement positifs.

1. a) Faire un programme qui prend en argument un entier n et renvoie une matrice de &, avec des coefficients tirés
aléatoirement dans [1, 10].
b) Déterminer & l'aide de Python les valeurs propres de différentes matrices de &,.

Une matrice de &, peut-elle avoir une valeur propre strictement négative ? Toutes les valeurs propres strictement
négatives 7

2. On note A\; < Ag < -+- < A, les valeurs propres de A € &, et (X1,...,X,,) une base orthonormée de vecteurs
propres associée a Ay, ..., A,



a) Que peut-on conjecturer sur les coefficients de X, ?
b) Montrer que : VY € R™, 'Y AY <\, ||V

¢) Démontrer la conjecture (on considérera le vecteur Z,, dont les composantes sont les valeurs absolues des
composantes de X,,).

3. On note A, = (a;;l( a)o(”) pour tout a réel .
n
1 2 3
a) Onpose A=(2 1 3
3 3 0

Donner les valeurs propres de A. En déduire celles de A, pour certaines valeurs de a.
b) Donner les valeurs propres de A, dans le cas général .

¢) Construire une matrice symétrique de taille 4, & coefficients positifs et dont le polynéme caractéristique est
(X —9)(X +1)(X +3)?

Exercice 42 (Centrale 2 PSI 2022) [[Solution
1
Soit f :[0,1] — R de classe C* et, pour n € N, I,, = / (f(x))™dz. On pose a; = —f'(0) et ax = —f"(0).
0

1. Dans cette question, on prend a €]0,1[ et f: x +— 1 — asin(z).
a) Ecrire une fonction qui prend en argument n et qui revoie I,,.
Tracer, pour n € [1,1000], I'ensemble des points (In(n),In(7,)).

o

ajx

)
¢) En conjecturant que I,, ~ Kn®, trouver une valeur approchée de a.
) Montrer que 3¢ > 0,Vz € [0,£],0 < f(z) <e 7.

e) Montrer que /81 (f(x))n dz=o0 (%)

n
f) Soit, pour n € N*, g, : Ry — R définie par g,(x) = f (f) si 0 < z < ne et g,(z) = 0 sinon. Montrer que la
n

suite (gn)n>1 converge simplement sur Ry vers la fonction g : x — e~ %%,

1
g) Montrer que I,, ~ —.
ain

2. Dans cette prochaine question, on prend b € R** et f: z — 1 — ba?.
a) Ecrire une fonction qui prend en argument n et qui revoie I,,.

Tracer, pour n € [1,1000], I'ensemble des points (In(n),In(I,)).

a2w2

)
¢) Montrer que Je > 0,Vx € [0,¢],0 < f(x) <e 4
)

Soit, pour n € N*| h,, : Ry — R définie par h,(z) = f (fﬁ) si0 <z < +ne et h,(xr) =0 sinon. Montrer

a2x2

que la suite (hy,)n,>1 converge simplement sur Ry vers la fonction h : x +— e™ 2

+oo
e
e) Montrer que I,, ~ L Comment en déduire la valeur de I'intégrale de Gauss / e dt?
0

\/nas
Exercice 43 (Centrale 2 PSI 2022) |/Solution/

(_1)n—1 too (_1)77,—1
1. Soit « €] — 1, 4+o00[, montrer que Z ~———— converge. On pose f(z) = —_—
n+x n+x
n>1 n=1
100 n—1
(=1 TR X

2. Montrer que Z ~————— est une approximation & 0,01 pres de f(x).

—n +x

. 100 (71)71,1
3. Ecrire une fonction approximation(x) qui renvoie Z —_—
= n +x
4. Donner les valeurs de approximation(0) et approximation(2022). Tracer le graphe de f sur [—0,99; 10] avec un

pas de 0,01. Faire des conjectures.

5. T li t li .
rouver Iirfmf(x) et lim f(x)
6. Etablir que f est de classe C sur | — 1, +o0].

+oo n—1\ (k)
-1
On admet que f est de classe C™ sur | — 1, +o0o[ et que Vk € N*, Vo > —1, f#) (z) = E (L) )
n=1 ntx



7.

8.

Ecrire une fonction appelée derivee (k,x) qui calcule la dérivée k™ de fenx.
N (k) (0
fl@) = T O) k], Quen déduire?

k=0

Pour z €

{, calculer lim
N—+00

1
272

Exercice 44 (Centrale 2 PSI 2022) |/Solution/

Deux joueurs font une partie de fléchettes. Le joueur 1 (resp. 2) a une probabilité p; €]0, 1] (resp. p2 €]0, 1[) de toucher
la cible et il gagne alors la partie.

C’est le joueur 1 qui commence et ensuite ils lancent chacun leur tour (on remarquera que le joueur 1 a les lancers d’indices
impairs et le joueur 2 ceux d’indices pairs). Les lancers sont supposés indépendants. On note

oW N

5.

A, = «le joueur 1 touche la cible au 2n 4 1°™¢ ».

B,, = « le joueur 2 touche la cible au 2n + 2°™¢ lancer ».
E, = «le joueur 1 gagne la match au 2n + 1™ lancer ».
F, = «le joueur 2 gagne la match au 2n + 2°™¢ lancer ».
H,, = « le jeu ne s’arréte pas au 2n + 2°™¢ lancer ».

G1 = « le joueur 1 gagne le match ».

G2 = « le joueur 2 gagne le match ».

Ecrire une fonction jeu qui renvoie la durée moyenne d’un match (nombres de lancers avant la victoire d'un des
deux joueurs) en effectuant 5000 matchs. Donner la fréquence de gain du joueur 1, du joueur 2, tracer I’histogramme
des durées des matchs (avec plt.hist(liste)).

Exprimer H,, en fonction des Ag, -+, A,,Bo, -+, Bn.
Le jeu s’arréte-t-il presque stirement ?

Calculer P(E,,) et P(F,) en fonction de n € N*.
Calculer P(G1) et P(G2).

On pose X la variable aléatoire qui compte le nombre de lancers avant la victoire d’un des deux joueurs.

6.
7.
8.

Calculer P(X =2n+1) et P(X =2n+ 2) pour n € N.
Montrer que X admet une espérance et la calculer.

Ce dernier résultat est-il en accord avec la simulation numérique de la question 17

Exercice 45 (Centrale 2 PSI 2022) |/Solution/
n n
. - 1
On note d,, le nombre de diviseurs positifs de n, D,, = ]; dy et H, = ]; =

1.

Ecrire deux fonctions d’argument n donnant D,, et H,,.

2. En comptant les points & coordonnées entiéres sous la courbe H,, : zy = n (c’est une hyperbole) et dans (RT*)?2,

8.

9.

. Justifier la convergence simple de Z fosur ]| —1,1[si fr iz —

montrer que 'on a D, = nH, + O(n).

. En déduire un équivalent de D,, et vérifier cet équivalent avec Python.

+oo

+oo +oo
. Pour z €] — 1,1], calculer Z x—, Zan” et Zanx”
n
n=1 n=1

n=1
n

—pn’
n>1 1 r
+oo "
. Montrer que f : z — Z T est continue sur | — 1, 1].
n=1
n k n
Trouver la suite (by)gen- telle que ¥n € N Z T - Z brz® 4 o(z™). Vérifier ce développement limité en
=1 xzk o P

tragant les deux sommes partielles au voisinage de 0.
+oo
Trouver un équivalent de f(x) au voisinage de 1~ en admettant 1'égalité (E) :Vz €] — 1,1[, f(z) = Z dpz™.
n=1

Montrer 1’égalité (E).

Exercice 46 (Centrale 2 PSI 2022) [[Solution

On note B l'ensemble des fonctions bornées de R4 dans R.
Soit g : RT™ — R continue, on dit qu’une fonction y : Rt — R deux fois dérivable sur R™ vérifie le probléme P(q, a, b) si
vt e RY,y"(t) + (1 +q(t))y(t) = 0, y(0) = a et y'(0) =b.

1.

Si 0 < u, écrire une fonction trace(a,b,u,q) qui affiche le graphe d’une solution de P(q, a, b) sur 'intervalle [0, u].



2 1
2. Tester cette fonction avec q : t — ——, g : t — et ¢ : t — —— avec différentes valeurs de (a,b) et

1
1+t V1+t 14 ¢2
conjecturer 'appartenance de la solution tracée a B dans chacun des cas.
3. Soit f: R — R continue et z : z /I sin(z — t) f(t) dt. Calculer 2 + 2.
0
Soit ¢ : R — R continue et y une solution de P(q, a,b) sur R*
4. Montrer que VYo € RT, |y(z)| < |a| + |b] + /OI lg(t)||y(t)| de.

5. Qu’en déduire sur la fonction y si on suppose ¢ intégrable sur RT ?

Exercice 47 (Centrale 2 PSI 2022) |[/Solution
1

Toode
Soit (un)nen la suite définie par ug = 3 et Up41 = Uy +u’ In(uy,), pour n € N. On définit aussi F par F(z) = / (D)
172 U711

1.a) Calculer les 20 premiers termes de (u,); que peut-on conjecturer ?
b) Montrer que (u,) converge et préciser sa limite

2.a) Tracer le graphe de F' sur [0.05,0.95]
b) Justifier les variations de F' est ses limites en 0 et 1

3.a) Tracer les points M,, = (n, F'(u,)) pour n €[0,100]
b) Déterminer ll)r_,r_loo F(upt1) — F(uy)

n
n

Z o —— ¢. En déduire un
k=0

¢) On admet le théoreme de Cesaro : si (o) converge vers £ alors lim
n—+oon + 1

n—-+4o0o
équivalent de F(uy,).
4.a) Tracer le graphe de z — z In(z)F(z) sur [0.01,0.5]
b) Déterminer un équivalent de F en 07

c) Déterminer un équivalent de uy,.

Exercice 48 (Centrale 2 PSI 2022) |[/Solution

Soient ag = 0 et apy1 =1—¢e % pourn > 1
1.a) Tracery =x,y=1—e " et les points M,, = (an, an+1) pour n €0,10] et ag choisi dans [0, 5]

b) Faire des conjectures sur (a,) puis les démontrer.

n +o00
2. On note Sy, (z) = Zakxk et S(x) = Z anz” avec ag =1
k=0 n=0

a) Tracer le graphe de S, pour plusieurs valeurs de n puis faire des conjectures sur le rayon de convergence de
Z anx™ et les limites aux bornes de | — R, R[ de S

b) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére
¢) Déterminer une valeur de n pour laquelle S,,(1/2) est une valeur approchée de S(1/2) & 107> pres

d) Justifier que S(—1) existe et en déterminer une valeur approchée & 103 prés
1 1

anJrl (079

3. On pose u,, =

a) Montrer que (u,) converge
n

1
b) On admet que (u,) et ( Zuk> ont la méme limite ; en déduire un équivalent de a,

n+1k:0

c) S est-elle définie en 17

Exercice 49 (Centrale 2 PSI 2023) |/Solution

Une puce se déplace dans le plan : a I'instant initial elle est a l'origine puis 'instant n, elle se déplace, indépendamment
des déplacements précédents, d’une case, soit vers la gauche, soir vers la droite, soit vers le haut, soit vers le bas, de
fagon équiprobable. On note (X,,,Y,) la position de la puce & linstant n, (z,,y,) € {(-1,0),(1,0),(0,-1),(0,1)} le
déplacement a I'instant n. On note également u,, = T, + Yn, Un = Tp — Yn, Un = X + Y, et V,, = X,, — Y,,. Enfin, on
note O,, la variable aléatoire discréte qui vaut 1 si la puce est a l'origine a 'instant 2n et 0 sinon.

1.a) Ecrire une fonction pos(n) qui renvoie la position de la puce a 'instant n sous forme d’un tableau de 2 valeurs.

b) Ecrire une fonction permettant de calculer E(X,), E(|X,|), E(X2) et P(O, = 1) pour n € {50,51,100} en
faisant 10® expériences

2. a) Justifier que U, est & valeurs dans [—n, n]



1 1
b) Montrer que §(Un +n) et §(Vn + n) suivent des lois binomiales dont on déterminera les parameétres

c¢) En déduire E(X,,) et B(X?)
3. Montrer que u,, et v, sont indépendantes.
4. On note N la variable aléatoire discréte donnant le nombre de fois ou la puce repasse a ’origine.
a) Exprimer N en fonction de O,
b) Montrer que P(N >n) = P(X > 1)"
¢) N admet-elle une espérance finie ?
)

d) Quelle est la probabilité que la puce repasse une infinité de fois & ’origine ?

Exercice 50 (Centrale 2 PSI 2023) |/Solution/

Pour z €] — 1,1], on pose f(z) = 1=2¥(1—2?)

1. Montrer que f est DSE et déterminer une minoration de son rayon de convergence.
On notera f(x) = Z cna”
n>=0

2. a) Ecrire une fonction qui calcule la valeur de c,,.

T ®

) Calculer ¢, pour n €0,199] et ¢,+15 pour n €[[0,184]
) A laide de Python, vérifier que (1 — X'%)(1 — X) est divisible par (1 — X3)(1 — X°).
) Quel est le degré du quotient @ et que vaut Q(1)?

e
o o®

4.a) Montrer que la fonction z — (1 — ) f(x) — T est polyndémiale
-z

b) En déduire une relation entre ¢, et ¢,415
5. On note d,, = Card{(u,v) € N* 3u + 50 = n}
a) Ecrire une fonction qui calcule d,, puis comparer d,, et ¢,

b) Prouver la constatation précédente

Exercice 51 (Centrale 2 PSI 2023) [[Solution]

. “+o0
. . 1 sined n . . . ] .
Soit A une partie de N, on pose a,, = { 0 sinon et fa(z) = z_%anm . On pose alors &7 ’ensemble des parties A de
N pour lesquelles lim (1 — ) fa(x) existe (et est finie). Pour A € &, on pose alors P(A) = lim (1 —x)fa(x)
r—1— r—1—

1. Donner une minoration du rayon de convergence R4 de f4.

2.a) Montrer que @ et N sont dans & et calculer P(()) et P(N)

) Soient A, B dans &/ tels que A C B, montrer que P(A) < P(B)

) Montrer, pour A € &, que P(A) € [0,1]

3.a) Soient A, B € & tels que AN B = (), montrer que AU B € & et calculer P(AU B)
) Pour A € &, montrer que A € &/ et calculer P(A)

) Calculer P(2N) et P(3N +5)

b) Montrer qu’il existe (A, )nen € ™ tels que P (U An> # Z P(A,)
neN neN
¢) Que peut-on en déduire sur P?

5. Dans cette question on suppose A = {nz, n € N}, Pensemble des carrés.
a) Ecrire une fonction qui calcule f4
b) En déduire une conjecture sur la valeur de P(A)
c) Démontrer cette conjecture

6.7

Exercice 52 (Centrale 2 PSI 2023) |/Solution/

1. Rappeler le développement en séries entieres de x — et déterminer un équivalent de ses coefficients a,,

(1)
quand n tend vers +oo.
On considere 'expérience aléatoire suivante : a 'instant n = 0, une urne contient une boule blanche et une boule noire;
on effectue des tirages dans cette urne de la fagon suivante :
— on tire une boule, on examine sa couleur et on la remet dans 'urne



— si la boule tirée était blanche, on rajoute une boule blanche et une boule noire dans I'urne

— si la boule tirée était noire, on rajoute deux boules noires dans 'urne
On note X,, le nombre de boules blanches dans 1'urne & Iissue du n®™° tirage et Dn,r,s la probabilité qu’il y ait r boules
blanches et s boules noires dans 'urne & l'issue du n®™ tirage. Enfin , on pose

_ n, r. s
H(xz,u,v) = E Pt UV
(n,r,s)EN3

1
et on admet que H est définie et continue sur un ouvert U de R? tel que (z,1,1) € U pour |z| < 5 et que les dérivées

partielles de H par rapport a une de ses variables se calculent par dérivation terme a terme de la séries par rapport a
cette méme variable.

2.a) Ecrire une fonction £(n) qui renvoie une liste L de longueur n + 1 de sorte que L[i] soit le nombre de boules
blanches dans I'urne a lissue du n®™° tirage. Tester cette fonction avec n = 30

b) Tracer le graphe du nombre moyen, pour 100 répétitions, de boules blanches dans 1'urne en fonction de n
(n €]0,30]) puis du carré du nombre moyen de boules blanches et émettre une conjecture.

3. Que valent p,ssir+s#2n+2et HO,u,v)?

H
4. Montrer que a— (z,1,1) = Z E(X

n=0
5.a) Mont 0, i L 52
. a O (S e, po n r.s — n,r—1,s— n,r,s—
ntrer que, pour n = 0, ppy1, 2n+2p 1,5—1 m +2p” 2
OH 1 OH O0H
b) En déduire que a—x(x,u,v) =3 (uzv%(u’c,u,v) + v3%(m,u,v)>

6. 7
Exercice 53 (Centrale 2 PSI 2023) [[Solution
1 1 1 1
Pour z € R\ Z, on pose f(z) = Zm = ﬁ+z ((n+x)2 + (n—x)Q)

nez n>1
Vérifier que f est définie sur D =R\ Z
Montrer que f est 1-périodique

1.a

=3

Montrer que f est continue sur D
Tracer le graphe de f sur [10.1,10.9]

2
— f(x)
bln T

Tracer le graphe de g et commenter

o

o
NN NG

2. On pose, pour = € D, g(x) =

T ®

Montrer que g se prolonge en une fonction continue sur R

c) Justifier que g est bornée sur R

@
m

1
Tracer le graphe de = — f (g) + f ( e ) et de 4f sur le méme graphique. Commenter

b) Prouver la conjecture précédente

)
)
)
)
)
)

En déduire le résultat conjecturé en 2.a

1
4. Calculer la valeur de Z 3

n>1

n 2
5. Montrer que sin(7rz) = liT x (1 - ﬁ) pour z € R
n—-+0oo

Exercice 54 (Centrale 2 PSI 2023) [[Solution
rnz(j»)j{l Pour T,y S M’I’LJrl,l(R); on définit
Yj !
le produit scalaire < z,y >, = —__ et pour P € R,[X] et € R, on pose u(P) : x — x4+ )" P(t)dt
P y ;ZOHJJJ P [x] pose u(P) @+t P

Pour n € N, on définit A(n) = (a;,;)o<i,j<n € Mnt1(R) telle que a; ; =

1.a) Ecrire une fonction mat(n) qui renvoie la matrice A(n).

On pourra utiliser scipy.special.binom(n,p) qui renvoie ( )
p

b) Afficher les matrices A(n) pour n € {2,3,...,8}; sont-elles diagonalisables ?

2.a) Ecrire une fonction prod_scal(x,y,n) qui renvoie < z,y >,



b) Les vecteurs propres des matrices A(1) sont-ils orthogonaux pour le produit scalaire <, > ? Méme question
pour A(2) avec le produit scalaire <, >

3.a) Montrer que u est un endomorphisme de R, [X]

b) Montrer que A(n) est la matrice de u dans la base canonique de R,,[X]

1
4. Montrer que u est un endomorphisme autoadjoint de R,,[X] pour le produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t)dt
0

En déduire une justification des constatations des questions 1.b et 2.b
5.7

Exercice 55 (Centrale 2 PSI 2023) [[Solution

On dispose de n boules dont p sont blanches et n — p sont rouges. On les répartit aléatoirement dans n boites, numérotées
de 1 & n, alignées. On dit qu’il y a un changement de couleur & U'indice ¢ € [[0,n — 1] si les boites numéros ¢ et i + 1
contiennent des boules de couleurs différentes. On note N le nombre de changements de couleurs et X, la variable aléatoire
discrete qui vaut 1 s’il y a un changement de couleur a l'indice ¢ et 0 sinon.

1.a) Ecrire une fonction N(n,p) qui renvoie le nombre de changement de couleur
on pourra utiliser la fonction rd.permutation (L) qui permute aléatoirement les éléments d’une liste L.

=

Donner une approximation de E(N) pour n = 24 et différentes valeurs de p

[
®

Déterminer la loi de X

o T
_ LD DO

N suit-elle une loi binomiale ?

En déduire E(N) et comparer avec les approximation précédentes.

w
®

Déterminer la loi de X;X; pour ¢ # j
En déduire V(N)
Vérifier ce résultat a I'aide de Python

4. On note Am,k = {(al,...,ak) € (N*)k,al +as+ -+ ag :m} et Bm,k = {(bl,...,bk_l) E[[l,mf 1]],b1 < bg <
< bk71}~

b

C

a) Montrer que A,, ; et By, sont en bijection
b) Déterminer Card(A, k)
c) ?



Solutions

Exercice 1 |[sujet/| 1. Python

2.

3.

1 1 1
(up,) décroit car x — arctan(z+1)—arctan(z) décroit, limu,, = T T (et U, = arctan (7> —arctan (7 X —————
2 2 n n 14+1/n
donc u,, ~ 3
a) 0<epuy <up et Zun CV (télescopage)
T i
b) En sommant, on a 0 < S(g) < Zun = 5 puis S(0)=0et S(1) = Zun =5
n>=0 n>0
+oo n T
c) S(e) = Z Ugk+1 donc 0 < S(e) — Z Usgt1 < Z uk = 5 —arctan(2n+ 3) ; on a donc une valeur approchée
k=0 k=0 k>2n+3
4 107° pres dés que g — arctan(2n + 3) < 107°. Suite cf Python
d) Python : la suite semble converger vers x.
e) On vérifie S,(e) < =z < Su(e) + r, avec r, = Z ug. On a S,(e) < x par construction de la suite (¢);

k>2n+1

Pautre coté se prouve par récurrence sur n : si ug < x alors So(g) + 79 = ug + 79 = = > x et si ug > x alors

SR

x < wug= — =rp. Sion suppose x < Sy, () + 1, et si Sy (e) +upp1 <z alors Syp1(e) +rpr1 = Sp(e)+r, > x;
si Sp(€) + upt1 > x alors Sp41(e) + rrg1 = Sp(€) + rup1 > & — Upg1 + Tny1 puis on vérifie 7,41 — Upp1 =
5 2arctan(n + 2) + arctan(n + 1) > 0 en vérifiant que x — 2arctan(z + 1) — arctan(z) est croissante sur

(2, +00[. Comme limr,, =0, on a bien lim S, (¢) =

Exercice 2 1. Python

2.

3.
4.

1
On a ||C;]|* = n donc A € H,(R) < %A € On(R).
Python
On a Tr(A) €[—4,4] et A* = 414 donc Sp(A) C 42 puis Tr(A) = 2ma(A) —2m_5(A) ce qui laisse trois possibilités
(tester les cas pour mg et m_s) : Tr(A4) C {—4,0,4}. On trouve 'inclusion inverse avec A = diag(1,1,—1,—1) pour
1 1 1 1
1 1 -1 -1 , -
Tr(A) =0, A= 1 1 1 _p | pow Tr(A) = 4 et son opposé pour Tr(A) = —4 (on peut utiliser Python
1 -1 -1 1
pour trouver cette matrice)

. On raisonne de méme : Tr(A) €[—8,8] et A% = 813 donc Sp(A) C {£2v/2}; on a alors Tr(A) = 2\/§(m2\/§(A) -

m_y /5(A)) et comme V2 ¢ Q, cela impose my 5(A) = m_, 5(A) donc Tr(A) = 0. Réciproquement, on a bien
Tr(A) = 0 avec A = diag(1,1,1,1,-1,—-1,—-1,-1).

) 9 ) ) )

1
Exercice 3 |/sujet/| 1. Si|z| <1, fu(z) =0 <—2) donc AC et DVG si |z| > 1
n

2. Python
1 NS O S T | 1
3. 0<f (5) - Z (5) <2 Z ok = a1 car k? > k: il suffit donc que on—T < 1075, Suite Python
k=—n k=n-+1
4. Python
5. A partir de f(z) = 1+ 22:1:"2 et par comparaison intégrale (¢ — 2’ est décroissante sur R™T), on trouve
n=1
™ P
/(@) e} \/fln:c = \/1 -z
6. Python
7. Comme n? = 02 +n? on a 75(n?) > 1 et (ro(n)) ne tend pas vers 0 puis R < 1; par contre si n = k% + h? alors
|h| <n et |k| < ndoncra(n) < (2n+1)% et R > 1 donc R = 1.
8. On écrit f(z) = Zana:" avec ag = 1, ap, = 2 si m > 1 est un carré et a,, = 0 sinon. Par produit de Cauchy,

n=0
n
f(z)? = g cpx™ avec g = 1 et ¢, = E Akp_k; apan_r = 0 sauf si n et n — k sont des carrés donc si n est

n>0 k=0
T

somme de 2 carrés. On trouve donc f(z)? = h(x) puis h(z) ~ 1
z— —z

)



Exercice 4 |[sujet]| 1.a) Python

b) Python; semble converger vers I

) cf cas génaral apres

) Si A2X =0 alors |[AX|* = (AX|AX) = ‘X 'AAX = —'XA’X =0

b) Ona (A%X|X) = ‘XA?X = —||AX||* donc Sp(A?) C R~ et si A € Sp(A) alors A\? € Sp(A?) donc X € iR
)

1 n
Aet A = —A commutent donc N,, = (In — —QAQ) : A% est symétrique réelle donc diagonalisable (A% =
n

1 " 1 \" A A 1
PDP™!) puis N,, = Pdiag (1 — —2)\2-) P~!. Deplus (1 — —2)\) =expnln (1 — —2) =expn (——2 +o (—2>) —
n n n n n
1 donc par continuité de M PMP 'non N, — I,.
d) On montre que A est diagonalisable dans C : A% est diagonalisable (dans R donc dans C) donc H(X — ;) est
i=1

annulteur SARS de A2 Ai les vp distinctes de A2 HESEDVIES u2 possible dans C) alors X — i) (X +
7
i=1

est annulateur de A; il est SARS sauf s’il existe i tel que \; = 0. Si c’est le cas, on suppose A\; = 0 et
on a A? H(A — ;i l)(A 4+ piI,) = 0 donc Im H(A — wily)(A + uil,) C ker(A?) = ker(A). On en déduit
i=2 i=2

A H(A — piln)(+pil,) = 0 donc on a encore un polynéme annulateur SARS et A est DZ dans C.
i=2

by,

n ; 2
On en déduit M, = Qdiag <1 + ?> Q™" (les vp sont dans iR); 1 + o b

— =1+ ¢ arctan & done (passer
n
, ib\" ib . : . ) : ,
par 'exp) | 1+ — ] — €'. On en déduit que (M,,) converge vers une matrice qui est réelle puisque M,, l'est
n

et comme N,, converge vers I, la limite de (M,,) est une matrice orthogonale.

Exercice 5 |[sujet/| 1.a) Python

b) Python
¢) La probabilité de faire un seul pile & un tirage est (binomiale) 2% donc qu’il y ait un vainqueur a une partie
n n n—1 1—pp
Dp = 227 = ot X, est le temps d’attente donc X,, — 4 (p,), E(X,) = et V(X,) = o
d) Python

2n71
2.a) Y, — AB(N,p,) donc on veut Np, < 1 donc N = { J
n

b) Avec N = U,, P(Y, < 2) =P, =0+ PY, = 1)+ PY, =2) = (1 —p)" + Npo(1 —p)V ' +
N(N -1
Qpi(l —pn)V 72 comme Np,, — Let (1—p,)V "2 =exp(N —2)In(1—p,) — e}, on trouve (factoriser)
PY, <2) - >
2e

Exercice 6 [[sujet] 1.a) Python

b) Python
¢) Python et il semble que a,, = b,.

- - e . Tan] liqué & Lol el — "L (—1)k ‘1(—1—tyltd

n = Z(— ) T est entier et avec Taylor appliqué & exp sur [—1,0], e™* = Z A + Te t

k=0 k=0 0
1 ’ 1 1 1
donc |nle™ —b,| < / (1+t)*dt = 1 < 3 donc b,, est Ientier le plus proche de nle™, ie a,, = b,,.
—1 n

2.a) Python

b) Python : il semble que J,, = (—1)"+ledn. Par IPP, on a J,, = ¢ — nJ,_1, méme relation pour (—1)"+ledn et
méme valeur pour n = 0 donc elles sont égales.

3. Python
! 1 1/n 1 1 1/n .
4. On pose u = z" dans J, : nJ, = / u/me " du —+> edu = e par TCD avec |u /ne | < e quiest
n——+0oo
0 C_l)n+1 0
intégrable sur [0,1]. On en déduit d,, ~
n

Exercice 7 1.a) Python



3.

=3

Python ; elle semble converger

=

, 1
La série converge en 1 donc R >

o

=

Python

Par récurrence (forte) |b,| < a

R>R>0

On pose by = 0 pour pouvoir appliquer le cours sur les produits de Cauchy) : on a, si |z| < R, f(z)? =

+ZOO (i bkbn_k> i = f <"Zl brby,— k) = JFZOO Mbnx" ; reste a dériver terme a terme pour trouver
n

n=0 \k=0 n=2 n=2
léquation différentielle (on peut faire commencer cette somme & n = 1 aussi)

1l semble que g(z) = B(z)eP?® = z; on vérifie par ¢'(z) = B'(2)(1 + B(z))eP?® donc z¢'(z) = B(x)eP?® = g(z)
puis g(x) = ax et comme ¢'(0) = B'(0) =1, on a g(x) = x.

¢

=9 =
RN N N N N

Exercice 8 m 1. Python

2.

Python

3. Python
4.
5

On a |¢'| <9 donc (TAF) ¢ est 9-lipschitzienne.

. réccurence sur n en vérifiant sin(x) = ¢ (sm g) (linéariser sin®#).

3
x x .
Avec un DL du sin, on trouve 3 sin (3n) e G 3 donc (f,,) CS vers sin sur R.
3
Comme 0 < z — sin(z) < % (étude de fonctions), on a |f(z) — sin(z)| < 5 i gn qui prouve aussi la CU sur

tout segment de R.
Il n’y a pas CU sur R car f, est un polynéme donc sin — f,, n’est pas bornée sur R.

Exercice 9 M 1. Python

2.

S koW

Python; det(M,,) =1

Python

Python M,, = tr. T,

On commence par M, = ‘T, T, (produit matriciel) puis det(M,,) = det(T,)* = 1.

M, est symétrique réelle et M,, = 'T, T, avec T, inversible donc Sp(M,,) C R** (fait en cours)

Zk Z/\ < nhy.

n—1 n—1

. On vérifie T,, = ZN’€ et comme N" = 0, on a (I, — N)T,, = I, ('idée vient de la valeur de qu) donc

k=0 k=0
T, =1, - N puis M, ' = (I, = N)(I,, — 'N) et (M, 'X|X) = ||(I, — "N)X||*> < (| X|| + || *NX]|))* et comme

IENX]|2 = Zx | X|?, on trouve (M1 X|X) < 4| X||> donc Sp(M, 1) €]0,4] ; dans RT* car inversible.

Exercice 10 1. z(t) = a sin(wt)
w

2.
3.

4.

Python
1
a) Omnpose f(t) = ; f est continue sur R donc F est la primitive de f nulle en 0 donc F' = f > 0;
1 — r2sin?(wt)
F est impaire car f est paire (poser v = —u) et comme f > 1, on a F(t) > t donc EmF = +4oo. Le théoréme
o0
de bijection donne le reste.
1
b) F' = f est C*™ et comme F’ = f ne s’annule pas F~! est C* aussi et (F~!)" = oI
(]
¢) Python
a) Python
b) Faire les calculs avec la valeur de (F~!)" précédente (et en simplifiant ¢’ avant de redériver)

Exercice 11 |[sujet] 1. Si on tire une boule blanche on passe a I’état n — 1, si elle est noire a 'état n + 1

2.
3.

Python
Python



.a) Si A est « tirer une boule blanche au premier tirage » alors e; = Pa(E;)P(A) + P5(E;)P(A); P(A) =

J
2j + 2

et P4(E;) = ej_1 puisque cela revient & commencer le jeu avec un état j — 1 (idem pour lautre).

b) On vérifie que e; 41 —e; et e; —e;j_1 sont de méme signe donc (rec) (e;) est monotone, bornée (dans [0, 1]) donc
converge.

c) A= (_01 ;)

d) X4 = (X —1)? et dim(E;(A)) = 1 donc A n’est pas DZ. Avec P = G (1)) on a la TZ souhaitée. On calcule

; . aj + - a0
A’ et on termine sur e; = _j+ 15 — « et on peut vérifier que o # 0 (les 2 constantes ne sont pas faciles &
J
trouver car ep = 1 mais c’est la seule valeur de e;, donc de u;, facile & calculer)

Exercice 12 W 1. Python

2.

3.

Python : la premiére converge vers 0, la seconde semble diverger assez vite

Si uy < 1 alors (rec) u, < 1 pour n > N donc u est bornée a partir du rang N donc u,+; tend vers 0.
Les deux autres implications sont évidentes

. Wy = 0(%) donc an CV

—+o0 —+o0
1 k n+1
0<o0—-5, = Z wkgz Z Py Si |z| < 1 alors Z ka1 = f'(z) avec f(x Z z® d’ofl
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

la majoration utilisée dans le code.

T

n 1 ?
ca) Upg1(z) —v(x) = —% donc v, — vg = —iSn et u, = (—) .

Sn

Si x < € alors < k <1 (& partir d’un certain rang au moins) donc 0 < u, < k%" donc (u,) tend vers 0

Si x> e’ alors > k' > 1 a partir d’un certain rang et, par minoration cette fois, (u,) tend vers +oo.

RS

Exercice 13 W 1. Python

2.

3.
4.

7.

Par récurrence : on trouve Py =1 et P,y1 = (1 — 2nX)P, + X2P7’L
Python
1
Ona lim f™(z)=0= fg(")(O) donc f est C* mais pas DSE car sinon on aurait f(z) = Z — M (0)z™ = 0 sur
z—0+ n

n>0
| — R, R, ce qui est faux a droite de 0.

1
.g(x) = ¢~ % T% est croissante sur {0, 5} et son graphe est symétrique par rapport a x = 3 on peut donc encadrer

k k+1 k
a par la méthode des rectangles (selon que 1'on construit le rectangle de base {2—, 72—'_ } avec la hauteur g (2—)
n n n

k+1
ou g (%)) puis cf Python

On remarque que h est C*°, nulle sur R™ et constante égale & 1 sur [1,+oo[. Il suffit donc de prendre p(z) =
h(2x 4+ 2) x h(2 —2x)

©(™ est nulle hors de [—1,1] et est continue donc bornée sur ce segment.

Exercice 14 |[sujet] 1. Python

2.
3.

Python
Python; (S,) semble converger si et seulement si Z a, DV

. Par récurrence puis In(uy,) ZZln(l + ay) avec limay = 0 (car Zan CV) donc In(1 + a,) ~ a, (positif) et

k=1

1"
Z In(1 + a,) CV donc In(u,) puis (u,) sont majorée, ce qui donne la DVG de Z (=1)

UnpUp—1

e Up—1(Up — Up_2) = apu?_; donc SATP; de plus (ug,) et (ugny1) sont croissantes donc (u,) est minorée (par

C > 0), on a alors u,_1(uy — up—2) = Ca, donc Zun,1(un — tp—2) DVG donc (SATP) la somme partielle tend
vers +o0o. Enfin u,—1(un — Up—2)) = UpUn—1 — Up—1Un—o donc par télescopage, upt,—1 — +00 et croit; on en

déduit la CV de Z u(*l) par CSSA

nUn—1




Exercice 15 1 SiA—(O a) alors M — 1 (a2—1 —2a>
: ' S \-a 0 T 14a2\ 22 a*-—1

2. M est orthogonale et det(M) = +1

0 -4 12
3.4; = 4 0 -3
-12 3 0

4. Python : on vérifie que N est une rotation. f,(a) = 0 donc a + f,(a) = a ce qui donne r(a) = a, a dirige l'axe;
pour l'angle on utilise Tr(N) =1+ 2cosf et sind du signe de [a,e2,7(e2)] ...

5. Python; encore une matrice de rotation

6. Si A€ M, (R) est antisymétrique alors M = (I, — A)~*(I,, + A) est une rotation.

7. Si AX = X alors || X[|* = ‘XX = {(AX)X = ~'XAX = —'XX = || X||? donc ker(A — I,,) = {0} et M existe
bien. Ensuite, avec A = —A, ona ‘M = (I,, — A)(I, + A)~" puis (I, — A) et (I,, + A) commutent donc on vérifie
‘MM = I,. Reste le signe de det(M) : on vérifie que MX = —X donne X = 0 donc la seule valeur propre réelle

est +1, les valeurs propres complexes non réelles étant conjuguées deux a deux avec le méme ordre de multiplicité
(et comme 2% = |z|? > 0), on a bien det(M) > 0.

Exercice 16 M 1. Python
2. Python puis Ay = X?(X — 1) avec rg(U1) = 1 donc U est DZ alors que Xy; = X3 et rg(V1) = 1 donc V n’est
pas DZ
3. Xy (o) = det(A5 — (Ul +aV1)) = X*(X — 1) donc W (a) est DZ si et seulement si rg(U1 + aV1) = 1 donc si et
seulement si a = 0
Elles sont symétriques réelles
Fait en cours
Fait en cours puis dim (ker( ‘M M)) = dim(ker(M)) = n—rg(M) = n—rg(*M) = dim(ker(*M)) = dim(ker(M *M))

1 1 1 1
La réciproque est X — — 'MX et |[fr(X)]? = X(MX|MX) = XtXtMMX = XtX(/\X) = ||X|* donc

VA
isomeétrie.

8. On en déduit que si By est une bon de F alors f)(By) est une bon de G. Comme dim(ker( ‘M M)) = dim(ker(M *M)),
on peut aussi trouver une isométrie qui envoie une bon de Fy sur une bon de Gy. En recollant ces bases, on construit

donc une isométrie de E qui envoie une bon de vecteurs propres de ‘MM sur une bon de vecteurs propres de
M'M.

NS ok

Exercice 17 |[sujet] 1. Python

2. Paire (évident avec des exposants pairs car k > 1), décroissante sur [0,1] (évident car z + 2 est croissante sur

[0,1]) et semble CVS
3. 0,11(2) = 0,(2) (1 - x2"+1) < 0,(2); (0n(x)) est décroissante et minorée par 0 donc CV. Comme 6, ( ) = (1 -

x2)9n_1(m2) on a I’équation fonctionnelle en faisant tendre n vers oo. Reste la continuité de 6 : In 6(z Z Un (T
n>1

avec ||t ||oo,(—a,a] = —In(1 —a®") on a donc CN sur tout segment de ] — 1,1[ donc Inof puis 6 est continue sur

] - 17 1[

4. Par récurrence, on a f(z) = 6,(z)f (xan) et par continuité de f en 0, on a f (xQnH) —— f(0) donc

n—-+oo
f=70)0;1la réciproque a été faite juste avant.

5.0naay=60)=1et Zan =(1- m2) Zanx4" = Zanm4" — Zanm4"+2, on en déduit as, = a, et
n>=0 n>=0 n=0 n=0
Gon+1 = —ay par unicité des coeflicients d’'un DSE
6. Python
2t 1
7. Avec la suite (a,) définie par les relations précédentes, on vérifie que |a,| = 1 et 0,(z) = apz® P
n—-+0oo
k=0
Z apx® puisque cette série est ACV sur | — 1,1 (avec |an,z"| < |z|™)
k>0
Exercice 18 |/sujet/ 1. Python
2. Python

3. Au vue de ce qui est demandé ensuite, on peut juste voir que la probabilité de ne garder qu’'une seule blanche
(donc de ne tirer que des rouges) tend vers 0



. On a au plus n + 1 boules rouges (ou noires) aprés le n®™° tirage (et n + 2 boules dans 'urne) donc (probas

totales) P(Xpi1 = 6,Ye41 = j) = > P(Xpp1 =4,V = j|X, = kY, = h)P(X, = kY, = h) puis
1<h,k<n41
j—1
fH sik=ieth=7j—1
P(Xpi1=4,Y,1 =j| X =kY, =h) = i—1 sik—i—leth=j On en déduit la relation demandée :
n+2
0 sinon
PXpy1=4,Y1=7) = p—y 2((z -H)PX,=i—-1Y, =)+ -1)PX,=4Y,=j-1))
P, est une somme finie donc u2aP" (u,v) +v 20Fn " (u,v) = Z iP(X, =1,Y, = j)u™vl + Z JjP(X, =14,Y, =
. n u ) av P4 n Y n P4 n ) n
ij>1 521
Huiv’tt = 3" (k= 1)P(Xp =k —1,Y, = j)uv? + Y (h— )P(X, = i,Y, = h — 1) (les termes k = h = 1
k,j>1 i,h>1

rajoutés dans chaque somme sont nuls). On en déduit la relation avec la question précédente.

. Une récurrence sur n (avec des changements d’indices)

1 —untt 1 2
ul =) pix, = k)= etE(Xn):n;_

On remarque que Gy, (u) = P,(u,1) donc Gx, (u) = CES 1
n —u n

. (X, = n+ 1) est « ne tirer que des boules rouges jusqu’au n®™me tirage » donc pas continuité décroissante la

probabilité de ne tirer que des boules rouges est lir_sr_l P(X,=n+1)=0
n—-+oo

Exercice 19 1. Python

2.
3.

4.

Python : P(A) =0 et P = X4 (& comprendre en lisant la suite)
En trigonalisant A

On fait un DL (n est fixé) :
J

coeff d’'un DL) le coeff de X? dans n + Z(n — k) = (14 Z bra®)(n 4+ Siz + Sex? + -+ + S,a™ + o(2™)), on
k=1 k=1
trouve (n — p)b, = nb, +bp_151 + -+ 6151+ Sp

=n+ 81z + Sox? + -+ S,z™ + o(x™) puis on identifie (par unicité des

- 1
— 1—/\j$

1

. Onab =—-5 =—Tr(A) puis b, = 1 Tr(AP + by AP+ 4+ b, 1 A) = 1 Tr(Ap) si on pose A, = A(Ap_1 +
p p

bp—lln)
. On vient de le faire
LX) 0 ST S :
. Partir de = Z valable pour x ¢ Sp(A) et utiliser cette égalité en — qui ne sera plus dans Sp(A) si
'A(x) e Aj x

x est suffisamment petit.

Exercice 20 1. Python

2.
3.
4.

Python
Python

Il faut au moins N duel pour voir un vainqueur. Ex est « ni Ag ni A; ne gagne N duels » ; la probabilité que Ag
gagne N duels est pg™ ! (Ao gagne le premier duel avec la probabilité p, les suivant avec la probabilité ¢), pour
Ay cest ¢Y done P(Ey) =1—pgV 1 — ¢V =1-¢N"1.

. E,CEFE,donc P(E,_1)— P(E,) = P(E,—1\ E,) puis E,,_1 \ E,_1 est « un joueur gagne au duel n », ce ne

peut donc étre que A, _n, qui gagnera s'il joue puis gagne N duels (la probabilité qu’il gagne le premier est p, les
suivant ¢) donc P(E,_1 \ E,) = p¢" 'P(E,_n)

. (P(E )) est décroissante et minorée par 0 donc CV puis par télescopage (avec la question précédente), Z P(E,)

Z P(E,) CV donc lim P(E,) = 0 puis en sommant la relation de la question précédente, on trouve pg™ ~* Z P(E,) =

n>1
1 _ qN 1
n>=1
. E, = (Tnp > n+1) donc T, admet une espérance et E(Ty,p) = ZP(TNP =1+ ZP ) car
n>1 n>1
P(TNm > 1) =

Exercice 21 1.a) Python



b) Python
c) g:(z,y) — P(x) — Q(y) est continue donc I' est fermée. Pour |z| > 3, on a P(x) > 0 et il existe C > 0 tel que
ly] > C = Q(y) <0, on a donc ' C [-3,3] x [-C,C] (bornée)

d) Elles sont horizontales car P = X?(X — 2)(X + 3) donc P(0) = 0 et Q(y) = 0 admet deux solutions réelles;
on a donc deux points d’intersection avec x = 0. Comme 0 est racine double de P, en ces points, on a
Vg(0,y) = (P'(0),—Q'(y)) = (0,—Q'(y)) est un vecteur vertical (car Q'(y) # 0 lorsque Q(y) = 0, les racines
de @ sont simples)

2.a) f est continue sur I', fermée bornée non vide
b) On décrit T par (z,y) = (z(t),y(t)), t € I;onaalors p(t) = f(x(t),y(t)) = z(t)*+y(t)? donc f est maximale sur
I lorsque ¢ est maximale sur I donc ¢’ (t) = 22 (t)x(t)+2y'(t)y(t) s’annule en tq tel que (xq,yo) = (z(to), y(to))-

!/ /
On a donc (x (to)) 4 (xo). Comme le paramétrage est régulier, (m (t0)> dirige la tangente & T en (xq, yo),

y'(to) Yo y'(to)
elle est donc normale & (5;0).
0

-1
Exercice 22 |[sujet] 1. t — g(z,t) = 128 est CM° sur [0,1] si z € [=1,1[ et CM® sur [0,1] si z = 1 avec

-z

1-1¢ 1 1

-8 17152 o7 3 puis Python

1-t¢ 1
2. )| = g(x,t) < _
9@, =9(@.t) S T = T e

3. Python, semble converger (vers F'); par TITT avec g(z,t) = (1 —¢t) Zx”tgn pour z € [—1,1] et ¢t € [0,1]; on

donne la domination

n=0
! 1 1 a” 1
t . H4 1—+¢ nt?m dt = n( _ >: < —
ermine avec (F4) /O (=0l dt ="\ S — 503 ) T Ga s Bt D) S o2
4. Dégalité précédente était valable avec x € [—1, 1] donc il suffit de prendre = %1 et de calculer les intégrales F'(1)

et F'(—1)
dg 321 —t)  3t*(1—1t)
a;n(x’t>' S U—82 S U -B)

5. Utiliser, pour z € [a,b] C [-1,1], qui est CM? sur [0, 1] car b < 1.

Exercice 23 |/sujet] 1. Python
2. Python et loi faible des grands nombres
3. Python

1
4. Ti(—>£¢<§>

n k n n
1 1
5. (N, <k)= U(Ti < k) donc (les T; sont mutuellement indépendantes) P(N,, < k) = (Z 21) = (1 - —)
i=1
1
ook
. C’est la preuve de la prop IV.2 du cours variables aléatoires discretes

=)

. P(N,>k)=1-P(N,<k)=1- <1 ) ~ (positif) donc la série CV
k—+oo 2K

J

Qo

1\" < 1
.Onal- (1 - 27) = E <n> (—l)Hlﬁ (somme finie) donc, en échangeant les sommes sur 4 et k, on obtient
/3 3
i=1

n n . +oo 1 n n ) 2i
e =Y (D)0 S g =3 (50t
i=1 k=0 i=1

Exercice 24 1. Python

. )
2.a) Ona Zyy 1 =isiona Z, =1etsilak+ 19" carte n’est pas nouvelle (proba —) ou si Zr =i — 1 et si la

. —i+1 ) —i+1
k 4+ 19 carte est nouvelle (proba noitl ) donc P(Zy41 = i) = iP(Zk = i)+ up(zk =i—1)si
n n
i1 .
i > 1. On adonc Pyyy = P(Zgy1 =0) + (iP(Zk =1)+ up(zk =1i- 1)) X"t = Z 3P(Zk =
i n i=0 "
n—1 . n . n .

N\ yn—i n—J N yn—j—1 (Z_n)+n N\ yn—i n—J N yn—j—1

X P(Z, = X777 = —P(Z;, = )X P(Z, = HX"77 =
i) +gn (Ze = J) ; ———P(Z), = i) +gn (Zk = J)

B0+ P + LR,



b) F(1) =) (n—)P(Z = i) =n— E(Z)

1
c) En dérivant I'égalité trouvée en 2.a puis en X = 1, on obtient P, (1) = P, (1) — —P;(1) donc Pj(1) =
n

1 h / n—1 (’I’L— 1)k
l—ﬁ P{(1) et P, = X" donc E(Zk):n—W

3.a) Python

-k
b) Tiy1 —Tp — ¥ <L) (temps d’attente d’une nouvelle carte quand on en a déja k)
n

k—1 k—1
c) Tx = Z(n_i'_l —T;) (avec Ty = 0) et par linéarité de espérance, E(Ty) = Z n

. ce—'n —q
=0 1=0

Exercice 25 1. Python
2. Python

3. rg(An,;) =2 # n donc 0 € Sp(A,;) et mo(An,;) = dim(Ep(A, ;) =n —2

. cours puis, si X = . |,ona tAn,iX =

1
Tr(An = (n-2) %04 "D e (a0 =
. A, est DZsi ,; # 0 car on a alors 2 vp simples et mg(Ay;) = n — 2 = dim(Ey(A, ;). Par contre si §,,; =0,

1

1 1
MX et X # 0 donc % € Sp(A4,,)
1

1
%H—Hn—wldoncﬂn,i:n—ziﬂe[[l—n,n—l]]

donc n impair et ¢ =

1
,ona B,; =0 donc mo(A,,;) =n—1>dim(Ey(A,,;)) donc A, ; n’est pas DZ

Exercice 26 [/sujet] 1l.a) 'XAX =522 45y +622 4+ 2xy +4x2+8yz = (x+y+2)° +42° + 222 +4y° + 6yz + 522 =

(x+y+2)?+(z+2)2+322+3(y+2)> +y*> +22 > 05si (2,5, 2) # (0,0,0) par ex (ou alors vérifier Sp(A) C RT*
et les ex du cours)

Python

Python

Python c’est bien A1

Python; c’est Tr(A™1) cette fois

Q. o T
— N N

e

n n
. On suppose ‘U;AU; = §; ; et on pose B = ZUitUiA; on a BU; = Zéi,jUi = U; donc B et I, coincident

i=1 =1
sur la base (U;)1<i<n donc B = I, et ZUitUi = A™'. On applique alors la trace : Tr(A™!) = ZTr(UitUi) =
i=1 :

Z Tr(tUl-Ui) = Z U,U; (ce sont déja des scalaires)

. On vient de voir que ¢a ne peut existe que si a = Tr(A™!). Dans ce cas, par th spectral, il existe P € O,,(R) telle

1

que A~ = Pdiag()\;) *P. 11 suffit alors de prendre U; =
vy

——=PE; si (E;)1<i<n st la base canonique de R™.

Exercice 27 M

1.

2.
3.

(g To(op T opE e S

Renvoyer le i™¢ chiffre de n en base 2
Python
Python
i—1
. Il faut décrire les entiers n dont le i chiffre en base 2 est 1 : un tel nombre est de la forme n = Z bj2j +20 4+
§=0
Z bj2j puis Z bj2j =2k avec k € Net 0 < Z b; 27 < 22] = ﬁ = 2" — 1 donc les entiers cherchés
jzit+l jzitl o 4
sont de la forme n = j + 2° +"7! k avec j € [O, 2" — 1] et ke N (et cette écriture est unique).
+oo +oo 211 iy ot
. . . - i o o 1 p(l — p)JJr
Ona " P(XI4+242%1k) = 3 p(1—pp 2 +2 % p1op® L done P(x =1 = Y LU
_ _ 2i+1 ? _ — 2it+1
per i = | 1-(1-p) —1-0-p)
p-p)* 1-(1-p*  (1-p* pit1



2. lim P(X;=1)=0et lim P(X; =1) = =
p—0

i—+00

1. On a U ﬂ (B;=0) = ﬂ U ) donc on va prouver P ﬂ U (B; =1) | =0 : par continuité décrois-
neNizn neNiz>n neNi>n
27;
. q -
= = ;= < . ’
sante, P ﬂ U(BZ 1) ngr—iI—looP n(Bl 1) ] < 2 T P 0 car c’est un reste de série CV,
neNizn izn izn
qzi 21
car <let ——— ~
4| e

n
2. In(1+ ¢*) ~ ¢* (positif) donc In H(l + ¢%) est la somme partielle d’'une série CV donc tend vers ¢ € R et

=0
n

Ia +¢¥) —— e >0
=0 n——+oo
3. La question 3.a signifie qu’il existe n € N tel que, presque surement, B; = 0 pour tout ¢ > n (les B; sont nuls &
partir d’un certain rang, presque surement) donc la somme définissant X est presque surement finie (donc X est
a valeurs dans N presque surement).
Sin € N, on écrit la décomposition de n en base 2 sous la forme n = Z b;2" avec I = {i € N,b; = 1} (qui est fini)
i€N

et J=N\T;onaalors (X =n)= ﬂ(Bl =b;) = (m(Bl = 1)) N ﬂ (Bj =0) |. Par continuité décroissante,
ieN iel jeJ

PX=n)= lim P ﬂ (B; = b;) |. I étant fini (donc majoré), si k est grand, on a, par indépendance mutuelle

k—+oco i<k
q 1 qéai=o
des B;, P| (\(B:=b) | =[[PBi=1)x [[ P(B x| === — =
i<k iel jegi<k e 14 jedi<k l+q [Tico(1+¢*)

n

q
Hf:o(l +4¢?)
+oo

Reste donc a vérifier que e™* = (1 — q) ce qui est obligatoire pour que ZP(X =n) =1 (car P(X € N) =
n=0

. On a donc P(X =n) =e ‘g™

comme expliqué avant, avec 3.a).

Exercice 28 1.a) On dérive n > 1 fois Pégalité 2f(x) — 1 = ® f(z) avec la formule de Leibniz : 2f (z) =
Z <n> F*)(2)e® qui donne la relation avec 2 = 0.

k
k=0
b) Python
1 1
2.a) Python et on conjecture W <a, < NOR ce qui donnerait R = In(2) par encadrement
1 1

b) On prouve a,, < par récurrence (forte) : ap = 1 < = 1 et si on suppose ai < -, pour k < n—1,

b
In(2)" In(2)

onaa Zn: ! (car k > 1 dans la somme) donc In(2)"a,, < Zn: In(2)* < Jf In(2)* _ e _1=1
" k'an) - n\kﬂ E! \kil K -

, 1
Comme, par récurrence évidente, on a a,, > 0, on a |a,| < donc R > In(2)

In(2)"
3. a) Python, ¢a semble converger vers f (donc f semble DSE)

+o00
b) On pose S(z Z arz® et on vérifie par produit de Cauchy que (2 —e®)f(x) =1si|z| < R:ona?2—e” =
k=0
+oo 1 +o0
Zbkxk pour tout = € R avec by = 1 et by, = m si k > 1; on a alors, pour |z| < R, (2 —¢%)f(z) = chl'k
k=0 ’ k=0
. = Ap—k s
avec cg = aghg = let,sin > 1, ¢, = Zbkan_k = a, — o 0. On a donc bien (2 —e*)f(z) =1
k=0 k=1
pour |z| < R donc, comme R > In(2) et que 2 —e” # 0 sur | — In(2),1n(2)[, on en déduit f(x Z anx™ sur

| —In(2),1n(2)[; f est donc DSE sur cet intervalle.



Exercice

Exercice

1
b) On a |u,41(a u,, donc |un(a)] < —|u — 0
_ _ 2 _ 2
3.a) up(a) e ( ) donc Zun ) CV. Puis, comme limu,(a) = 0, u,(a) e o(un(a)) donc Zun(a)
1 1 22 2Up11(a) 1 2up41(a)
CV aussi. Enfin ———M = — <1 — — +o(z? > donc In (L) ~ ——up(a)” (négatif) donc In <7
Tvis o a2\ o) un(a) 3@ (nég 2 (T
CV aussi (si a # 0 car u,(0) = 0 pour tout n).
n—1
b) Sion note ¢ la somme de la série précédente, on a £ = ngmoo kz(:) In 2k+1uk+1( ))—In (2kuk(a)) = nEIJIrloo In (2"u,(a))—
e£+a
In(a). Par continuité de exp, on a ll)IJ'I_l 2"u, (a) = € > 0 donc u,(a) ~ TR
4. |up(a)] < % si a € [—a,a] donc CVNTS de R.
Exercice 31 |/sujet] 1.a) Python
b) Python
¢) P, est continu sur le segment [0,1] donc y admet un maximum ; pour l'unicité, on utilise le th de Rolle :
P,(0) = P,(1) = --- = P,(n) donc P!, s’annule au moins une fois sur chaque intervalle |0, 1[,..., Jn —1,n[, on a

Reste a justifier R = In(2) : si on avait R > In(2), S serait continue sur le segment [— In(2), In(2 )] donc bornée,
de méme que f qui coincide avec S sur | — In(2),1n(2)[, ce qui absurde puisque 1111{1) flx) =

z—In(2)~
29 1.a) M, =als+bA+ cA® avec A= M)

Python

M = Vect{I3, A, A%} est un sev de Mj3(R), stable par x car A*> = I3; la loi x est commutative sur M
(polynoémes en A)

2
On vérifie que A est la matrice d’une rotation d’angle % (autour de (1,1,1)) donc il existe P € O3(R) telle

1 0 0 1 0 0
1 V3 1 V3
qeA=pP| 0 3 T 5 | 'Pdonc A’=P 0 =5 5 | “P ce qui donne le résultat pour M,
3 1 1
o V3 1 0 V3 1
2 2 2 2

1 3
a—§(b+c) —g(b—c)
3 1
%(b—c) a—§(b+c)
a2+ +c—ab—ac—be, A = —-3(b— 0)2 donc si b # ¢, N, n’est pas DZ et si b = ¢ alors N, est déja diagonale
(et M, est symétrique réelle)

Python

On dessine le tableau de variations de Py, ; P, a 3 racines réelles (éventuellement confondues) si P(0) > 0 <

9 4
>0 th<f)<O<:> <——
m=uve 3 S T7

M, est orthogonale si et seulement si a® +b? 4 ¢* = 1 (norme des colonnes) et ab+bc+ac = 0 (produit scalaire

M, est DZ si et seulement si N,, = est DZ;ona Xy, = X2 - (2a—b—c)X +

1
de 2 colonnes) et comme ab + bc 4 ac = 3 [(a +b4c)? - (a2 + b+ 02)], on obtient I’équivalence annoncée

M, € SO3(R) si et seulement si M, est orthogonale et det(M,) = +1; comme det(N,) = Xn,(0) = 1, on
a det(M,) = a + b+ ¢ donc la CNS cherchée est u € SNT. Ona (X —a)(X —b)(X —¢) = X® — (a + b+
¢)X? + (ab + ac + be)X — abe. M, est donc une rotation si et seulement si a, b et ¢ sont racines de P, avec

8
S
m abc € o7 0
30 1.a) Python
lim wu,(a) =0

n—-+oo
semble converger

11 suffit de prouver arctan(z) < x sur R, par étude de fonction
|un(a )l <L

donc au moins n racines distinctes pour P. Comme deg(P}) = n, on a toutes ses racines (et elles sont simples)
donc P, admet une seule racine dans ]0, 1], c’est donc z,.

Python

)



b) Python, semble converger vers 1

n
1
c) siz €0,1], In(P,(x)) = In(z) + Zln (1 — Em), en dérivant cette égalité et avec P, (z,) = 0, on a 0 =
=t n 1 n
donc — — ca 0et —
xn Zk—mn " Ty, Zk_xn/k,lk r i 2 Ty, Zk—xn 1—xn —
1 1
17In+zk71 car r, < 1.
PN . . 1 .
d) On prouve Z — ~In(n) et on en déduit — ~ In(n) : par minoration on a lim — = +oo donc limz, = 0 et
Tn In
k=1
1
= o(In(n
= olla(n)
. ut+In(l—w) . , . .
.a) On peut trouver une constante explicite en tragant le graphe de ¢ : © — ———5— puis étudier la fonction
u
1
u +— Cu? —u — In(1 — u) ou théoriquement : 116114,0 =-3 donc ¢ se prolonge en une fonction continue sur le

1
segment {0, ﬂ donc elle est bornée.

b) Ona‘ln(l—%) l”kn <C ncar%e {0,%

P, (xp, ) T
14;%+;k

1
pour k > 1 et n assez grand (de sorte que z, < 5) On

<C’ZZ—;.OnvériﬁeZﬁ<

k=1 k=1

en déduit (comparaison

S|

Pp(zy . 1 L P,(x, . Pz,
série/intégrale) donc In ( @ )) =In +0 (7) puis lim In (7@ )) =1 donc lim 7@ ) =e
In el ln(n) n——4oo Tn Ty
e
e (zp) ~ ex ()

Exercice 32 1. Python

2.

k
Si X,, =k, on aura X,,11 = k+1 si la premiére personne vote pour A (proba —) et la seconde vote pour B (proba
m

m—k . .
1 m — 1 car c’est une autre personne); idem pour X, 11 = k — 1. On aura X,,11 = k si les deux personnes
votent pour le méme candidat.

. (Xn =19)ogigm est un SCE et P(X,,11 =k|X, =) =0si|k—1i| >2

Par récurrence sur n (pour tout k € [1,m — 1]).

. Va= U (Xn =m) et (X, =m) C (Xp41 =m) d’ou le résultat par continuité croissante. On dédit de la question

précé(izei(‘]ce que A ou B remporte tous les votes presque surement.
. Python
B _a(m—a) (m—a)a B ~a(m—a)
. Onnote V(a) = P(V4) alors P(V(a)) = mm—1) 1)P(V(a—i—l))—i—7771(771 Y P(V(a—1))+(2 mm—1) P(V(a))
donc 2P(V(g)) = P(V(a—1))+ P(V(a+1)) puis P(V(a)) = aa + 3 avec P(V(0)) = 0 et P(V(m)) = 1 donc
P(V(a)) = o

Exercice 33 1. Python

2.
3.

4.

L P(T, = 1) =

Python

T,(Q)=[1,N]sin> N et T,(Q2) =[1,N —n]sin< N
1 1
Ty = 1. Puis P(T, = 1) = N (N choix pour le trou et Nz chances que les 2 boules tombent dans ce trou) et
al ~1 1 _N-1
P(Ty =2) = Z;P(TQ =2|X; =19)P( Z: =~ si X7 est le numéro du trou dans lequel la

premiere boule est tombée.
N(N —-1)™" 1\"
% = (1 - N) : N choix pour le trou restant vide, (N — 1)" fagon de répartir les n

boules dans les N — 1 trous restants et N™ fagon de les répartir dans les N trous.
N\ (N —-2)» R . N .. .
P(T,=2)= o | T m  pow les mémes raisons, 9 facon de choisir les 2 trous vides.

N(N—-1)...(N — 1
P(T,=n)=0sin>Net,sin<N, P(T, =n) = ( ) 75 n

trou différent : IV choix pour la premiere, N — 1 pour la deuxiéme,. ..

car chaque boule doit occuper un



6.

7.

(T = 4)ign,ny est un SCE; P(Tyy1 = k[T, = i) = 0sii ¢ {k—1,k} donc P(Ty,y1 = k) = P(Tn+1 = k|T,, =
E)P(T, = k) + P(Tpy1 = kT, =k — 1)P(T,,_1 = k — 1) puis P(Tp1 = k|T,, = k) = % (la n + 1°™° boule doit
tomber dans un des k trous déja pleins) et P(Ty,+1 = k[T, =k —1) = W (la n + 1°™¢ boule doit tomber
dans un des N — (k — 1) trous vides)
N N N
2) Gn+1(x)_;{§P(Tn—k)+WP( n_kfl} ]fsz_: 1+%;(Nﬂ)p@n:
iz’ G n(z )+*(NG (z) — 2G,, (7))

b) Apres dérivation, en z = 1, on trouve G, (1) = 1+ (1 — —) G, (1) et E(T,) = G’ (1) donc (suite arithmético-

1 n—1
géométrique) E(T,) =N — (N —1) (1 - N) car E(Th) =1

c) Python

™ ™
Exercice 34 |/sujet/ 1. Python; w-périodique et paire, croissante sur [0, 5} donc maximale en 5"

2.
3.
4.

5

f(0,0) =0et f(xz,y) >0 car cos<1letch>

B, et C, sont fermés (boule fermée et Sphere); Q,. est ouvert (boule ouverte)

f est continue sur B, partie fermée bornée non vide
.a) B, C [-r,r] donc Fy(z,y) < M, sur B, et comme M, > f(0,0) = 0, on a aussi Fr(z,y) < M, si (zy) €
[—7, 7%\ B,.
b) Python
¢) Python
d) Python
e) Python
a) Etudier t — t — sin(t) et ¢ — sh(t) —
b) Si M, est atteint sur €, (ouvert), c’est un point critique de f (car C'). Les points critiques sont (k%, 0) en

lesquels f vaut 0 ou 1 (si r > g) Sinon M, est atteint sur C,., donc un point de la forme (r cos @, rsin ) avec
S [07 g] vues les propriétés de périodicité/parité de g,. On a g,.(0) = r cos @ sh(2sin @) — r sin 6 cos(2 cos 0) >
2rsinfcosf — 2rsinfcosf = 0 donc g, est croissante et atteint son max en g Enfin, g, (g) = f(0,r) =

h(2r) — 1
ch(2r) —1 = sh?(r) et comme sh? (g) > 1, on a M, = sh(r) atteint en (0,r)

=

2
Exercice 35 1.a) Python
b) Python
c) Faire la moyenne d’un grand nombre d’expériences
d) Python
e) Cest la loi faible des grands nombres
a) Cours
)

Sim;,; = 0 alors on a ‘e;Me; = 0 et e; # 0 (base canonique); si m; ; = 1 avec i # j (et donc m;; = m;,; =
m;; = 1) alors “(e; — e;)M(e; —ej) = 0 alors que e; —e; # 0

1
5z par indépendance mutuelle des X;; ;

¢) Clest donc P ﬂ(Xm‘ =X;;,=0)N ﬂ(Xi)i =1) | = 5
i=1

i#]

Exercice 36 1.a) Python

b) Python

¢) Python

d) Python

e) X; — ,@( ") car X; =1 si et seulement si aucune des n — 1 autres sommets n’est lié au sommet 4 puis
Sp = Z X, donc E(S Z E(X;) =ng" ! (cohérent avec le tracé)

k=1



2.a) P(Z > 1) < E(Z) par Markov et, par C-Sch, E(Z S VP(Z=k)(/PIZ=k) < Y KP(Z =
k>1 k>1
ZP E(Z*)P(Z > 1) qui donne le résultat avec P(Z =0) =1— P(Z > 1)
k>1

n
b) S2 = ZXi + ZXin car X? = X; puis E(X;X,) = ¢ 3 car (X;X; =1)=(X; = X; =1) qui ne se
i=1 i£]
produit que s’il n’y a pas d’arréte entre i et j (proba q) ni entre i et les n — 2 autres sommets (proba q”*2) ni
entre j et les n — 2 autres sommets (probas ¢" ) On en déduit F(S?) =ng" '[1+ (n — 1)¢"?

1 ng" !
Ce qui donne P(S, > 1) < ~ng" et P(S, = 0 Ton—1a—2
e qui donne P(S, > 1) g7 € (Sn=0) < 1+ (n—1)gn2

3. Onang™ = exp (ln(n) +nln <1 - c@)) = exp ((1 —¢)ln(n)+o (M>) donc ¢ e let ng" ——

n n—-4o0o
{ 0 sie>1
+o00 sic<1

1
Sic>1, par P(S, > 1) < —ng" T 0, on trouve lim P(S,=0)=1
q

n—+ n— 400
n—1
Sic< 1, par P(S,=0)<1— T (Zq_ g2 noros 0, on trouve ngrfoo P(S,=0)=0

Exercice 37 1.a) (A, B,C) est libre donc dim(E) = 3

1
b) M= g(aA—i—bB—i-cC)

¢) Python
2.a) ||M]| = | max |al _j| par exemple puis Python
i,j<
b) Python
1
3.a) Python puis V= [ 1 | est un vecteur propre de A, B et C associé & la valeur propre 3 = Tr(A) = Tr(B) =
1

Tr(C) donc V est vecteur propre de toute M € E pour la valeur propre Tr(M).

b) Ona Xy = X3 — (Tr M)X? 4+ aX — det(M) s’annule en Tr(M) donc Xy = X2 — (Tr M)X? + aX — a Tr(M)
donc Xy = X3 +aX si Tr(M) =0

c) Python; les puissances impaires sont dans E

d) SiTr(M) =0 alors (C-Ham) M?® = —aM permet de prouver M?**1 ¢ E par récurrence.

Si Tr(M) # 0, on a M® = —aM + (Tr M)(M? + al3) donc il suffit de vérifier que M? 4 al3 € E pour que
M? € E : un calcul (atroce) donne, avec M = M(a,b,c), a = (¢ — a)(a — 2b + ¢) et on vérifie M? + alz € E
(colinéaire & M(1,1,1)) donc M? € E. On a ensuite M® = —aM?> — (Tr M)(M* + aM?) € E car M* +aM? =
Tr(M)(M? 4+ aM) € E et M***1 par récurrence aussi.

e) On peut vérifier que B convient par exemple avec Python. De facon plus générale, si M? € E alors comme
M? + al3 € E, on doit aussi avoir al, in E et comme I3 ¢ E, il faut a = 0 donc (a — ¢)(a — 2b+ ¢) = 0 (donc
M(1,1,1) et M(1,2,3) conviennent aussi). Dans ce cas, on a bien M? € Vect{M(1,1,1)} C E puis M* ¢ E
pour tout k£ par récurrence.

Exercice 38 1.a) Python

b) Avec L; < Li — L;iy1, on prouve det(A,) = 1 (triangulaire) puis Python

o

th spectral
Python

Avec les mémes manipulations sur la matrice A,, — AL, on trouve rg(4, — AI,) > n
colonnes sont libres) donc dim(ker(A, — AI,)) < 1 et comme A,, est DZ, my(A,) =

@

oL
NN N

les n — 1 premieéres

=1
dim(Ex(A4,)) =1

2.a) Python
b) Python
¢) Avec L; < L — Ly, on trouve rg(M,) = 2 pour n > 2 (les lignes sont 2 a 2 colinéaires a partir de la 2nde)
d) M, n’est pas inversible donc 0 € Sp(M,,), M,, est DZ (sym réelle) donc mo(M,) =n —rg(M,) =n—2;ily a

donc au plus deux autres vp distinctes
e) Python
n?(n+1)(7Tn +5)
6
et \; sont les 2 racines de X? —n(n+1)X — —

f) En DZ M, on trouve Tr(M,) = A\; + Ao = n(n + 1) et Tr(M?) =\ + )3 =
n%(n? —1)
6

; on en déduit
n%(n? —1)

2210 = Tr(M,,)? — Tr(M?) = — -



g) Comme M, est sym réelle, on a ker(M,)* = Im(M,) = Vect{C},C,}. Les deux vp restantes sont les vp de
Pendomorphisme induit par M,, sur Im(M,,) donc calculer M,,Cy et M,,Cs pour écrire la matrice 2 x 2 de cet
endomorphisme induit. . .

Exercice 39 1.a) Python
b) Python
) Python
d) Python
2.a) Ny =1donc E(N;) =1

C

P(Ny =1) =p? 4+ ¢*; P(Ny = 2) = 2pq donc E(Ny) =1+ 2p — 2p?
P(N3 = 1) = p° +¢°; P(N3 = 2) = pg® + qp” + ¢°p + p°q = 2pq; P(N3 = 3) = pgp + qpq = pq donc
E(N3) =1+ 4p(1—p)

b) N,(Q) =[1,n] puis P(N, = 1) = p*¢" et selon la parité de n, P(Nog = 2k) = 2p¢" et P(Nopyy = 2k +1) =
PP 4 PR = phgh

¢) (Pn-1,Fn—1) est un SCE donc P((N, =k)NP,)=P(N,=k)NP,_1NP,)+P(N,=k)NF,_1NP,) puis
P(N,=k)NP,_1NP,)=P(Np-1=k)NP,_1NP, ) = pP((Np—1 = k)N P,,_1) par indep des lancers et,
deméme,P((ank)ﬂFn 1ﬂP) (( n— 1—]?71)an 1ﬂp) pp((Nn_likf].)ﬂFn_l)

1 1
3. a) En ajoutant les deux relations précédentes avec p = ¢ = 3 ona P(N, =k) = §(P(Nn_1 =k)+ P(Ny_1 =

k —1)) pour k > 2. On en déduit (le dernier terme de la premiére somme apres partage est nul)

1n
Gn(t) = P(N, 2}; 1 =k)+ P(Ny_y =k — 1))t

t 1 1 t 1 t t
=— + =N (P(Nao1 =k)F+ =S P(N,,_y = B)thtt = —— f(n_ - ) ~Gy

2n_1+2k§(( 1= k)t +2hz::1 (Nuoy = W' = e = (Gt (8) = 55 ) + 5 G (1)
B 1+t) B (1+t)"_1
*( 5 ) Gl =1

, n+1

b) (1—r)+rt)™
1 1
¢) Comme Gy, (t) = E(t"™1) = an(t), on en déduit N,, — 1 — A <n -1, 7)
Exercice 40 1. X4 est scindé

2.a) Python
b) Python

3. Si A= (i Z) alors X4 = X? — (a+d)X +ad —bcet (X —a)(X —d) = X?—(a+d)X +ad donc A € Ey si et

seulement si bc = 0 donc si et seulement si A est triangulaire

4.a) Chiy = XaXc
A 7
b) Prendre M = (O 1) avec A € E3 sans coeff nul (As par ex)
5.a) Les coeff diag de M sont nuls car M € A,, donc Xp; = X", car M € E,,; par C-Ham, on a M" = 0.
b) M? est symétrique réelle, X™ annule M donc aussi M?, on a Sp(M?) C {0} et M? est DZ donc semblable 2 la
matrice nulle et M? = 0.
c) Tr(M?)=— Z m?’j est une somme de nombre négatifs nulle donc m; ; = 0 pour tout 7, j

1<i,j<n
6.2) dim(F + A,) < dim(M,(R)) = n?. On vient de prouver F N A4, C E, N A, = {0} donc dim(F + 4,) =

dim(F) + dim(4,) = dim(F) + 2 =D one dim(F) < w

2
b) Les matrices triangulaires supérieures conviennent par ex
Exercice 41 |/sujet] 1.a) Python
b) Python puis Tr(A4) > 0 donc les vp ne peuvent pas étre toutes < 0; une oui (cf Python))
2.a) Il semblent du méme signe (Python)



n n n
b) OnayY = Zini puis 'YAY = Z)\ny < g ny = M|V ||? car (X;) est une bon de vecteurs propres de
i=1 i=1 i=1

A.

aj ;=0
c¢) Avec (z1,...,2,) les coordonnées de X,,,ona 'X,AX, = Z a; ;%5 < Z a; ;225 < Z a; jlzix;| =
1<i,j<n 1<ij<n 1<i,j<n

Y Z,AZy et X, AX, = M| Xnll? = Aul|Za]?; toutes les inégalités précédentes sont donc des égalités. On en

déduit (égalité dans inégalité triangulaire) a; jz;x; est de signe fixe donc tous les x; sont de méme signe (car

a; ; > 0) (donc on peut les supposer positives, en le multipliant par 1 si besoin)

3.a) Python

b) AY;=\NYisii<n—-letY;= ()éz) ; les deux derniers vecteurs propres sont & chercher dans Vect{Y;,i < n}J‘
ab—Ac=0
A= A)b+ac=0
(b,c) non nulle si et seulement si det(S) = 0 et det(S) = a® + A\, — A%. On a donc deux nouvelles valeurs

A £ VA )\Xn)
2 1

¢) Les vp de A sont 6, —1,—3 donc A3 = 6; on cherche a de sorte que les deux nouvelles vp de A, soient 9 et —3;

A? —\3
on doit donc avoir VA =9 — (—=3) = 12 donc a® = T?’ = 27 donc a = 3V/3 (car a > 0)

th spectral) donc de la forme Y = bXn LAY = )Y & Ce systéme admet une solution
c

propres : A = car A = /\f,, +4a? > 0; elles sont associées aux vecteurs propres Y = (

Exercice 42 |/sujet] 1.a) Python
b) Python

In(1,
c) Python car o = lim n(Zn)
n—+oo In(n)

d) Vérifier, par DL, e f(z) — 1 v —ag <0

! 1
e) Sur [a,l],OSf(x)é1—asin€:k<1donc0§/ f(x)”dxéek”:o(ﬁ)

1
f) Pour n grand, g,(x) = exp [n In (1 — asin f)} = exp {nln (1 — aE +o0 (7))} —_— e "
n n n n——+oo

n—-+o0o

€ +oo +oo
=nz _ 1 t _
g) Par TCD, n/ (f(x)" dz = / gn(t) dt ——— e dt = — avec |gn(t)| < exp {fnasin f} <e
0 0 a n

0
< 1 ! 1 1
intégrable sur R*. On a donc / fl@)"de ~ — et / f@)"dz =0 <7> ; par somme [, ~ —
0 an . n an
2.a) Python
b) Python

732 2
c¢) Veérifier, par DL, eb'Tf(x) -1 ¥ —b% <0

2 "
d) pour n grand h,(x) = exp {nln <1 - bx—)} — e tT

n n—-+oo

t 1 [ I A
e) On pose z = C(ij(g) etonal, = \/5/0 sin?"*! ¢ dt (Wallis) donc I,, ~ 7 X Jj ~ 2inb

1 1 [ t=ar/m +oo
On choisitb =1letona0 < / f)dt <e(1-be*)" = o (\f> et \/ﬁ/ flx)tde = / hy(t) dt ———
€ n 0 0

n—-+oo
+oo
I
/ e dt=1 par TCD avec |h,(t)| < et intégrable. On a donc I,, ~ — et I = lim v/nl, = ﬁ
O n

N 2

Exercice 43 1. CSSA

1 1

2. P A <— < —=0,01

ar CSS y |R100(£L’)‘ 10l + = 100 0,0
3. Python
4. Python

1 1
‘ < _ < . . 1
5. |f(2)] li"x = 0 et f(x) T+ 2 + Ry(z) et |Ry(x)] P est borné au voisinage de donc
/(@) e 1+2

6. Siz € [a,b] C] — 1, +o0o[ alors |u),(z)] < 5 donc CVNTS de | — 1, +o0]

(n +a)



8.

(x4 n)k+t
N
f(k)(o) k |95|)N+1 N
Par Taylor-Lagrange, — < (N1 ot par CSSA appliqué a u(N'H)
y grange, |f(z) ;;:1 i (N+1)[1/21/2]\f | et p ppliq > (z),
N +1)! (N +1)! N ®(0) 1]z \V
(N+1) ()« (N A (1) o (VA D! _ Ko L1zl
ona | @) < G iyaee done _max Ul S S et /(@) k§:1 ot <5 (5% S

11
0 donc f est DSE sur }—5, 5{

Exercice 44 |[sujet] 1. Python (ne pas chercher a la faire en une seule fois et expliquer vos choix) ; chercher 'aide

2.

8.

. Par indépendance, P(H,,) =

de la fct hist pour la syntaxe

Pour faire la différence entre A,, et E,, il faut comprendre que pour que les lancers soient indépendants, on effectue
toujours une infinité de lancers, ie on continue les lancers méme apres la victoire d’un joueur. H,, est donc plutot
« pas de vainqueur avant le 2n + 2°™° lancer »

n+1
H, = ﬂ (4;N'B;)

i=1

n+1 1 )n+1

D2 et par continuité décroissante, la probabilité que le jeu ne

s’arréte pas est P lim P(H,)=0.

n—>+oo

. E, = H,_1 N A, donc, par coalitions, P(E,) = (1 — p;)"(1 — p2)"p1 et F,, = H,_1 N A, N B,, donc P(F,) =

(1—p)" (1 = p2)"p2

“+o0
U E,, donc par incompatibilité des E,,, P(G1) = Z P(E P1 et comme le jeu se termine
o L1 =p1)(1 —p2)
presque surement, P(G2) =1 — P(Gy)
. X=2n+1)=F,et (X =2n+2)=E,
400 400
E(X) = (2n+1)P(F,) + (2n + 2)P(Ep41) (ACV car [(1 —p1)(1 = p2)| < 1). Pour [z| <1, Y (2n+ 1)2" =
n=0 n=0

2x 2
(2 2)x
=27 7Ietz n + (1 SE donc .

Vérifier avec Python (et loi faible des grands nombres pour différentes valeurs de py et ps)

Exercice 45 M 1. Python

2.

d,, est le nombre de points entiers sur H,, donc D,, est le nombre de points entiers sur une des Hj pour 1 < k < n
donc le nombre de points entiers sous H,. On compte les solutions entiéres de xy = n en fonction de la valeur

k
de x : pour x = 1, n solutions; pour = = 2, LBJ € [ﬁ — 1,ﬁ} solutions, ..., pour x = k, LEJ € {E -1, f}
2 2 2 k k n
solutions,. . .En sommant, on trouve nH, —n < D, < nH,
. H, ~1In(n) donc D,, ~ nln(n)
400 s
On vérifie R = 1 pour les trois séries puis Z — = —In(1—x); (H,) est le produit de Cauchy des suites 1 et (a,)
n
n=1
0 sin=0 too —In(1 —x) too
avec a, = q 1 sin>1 donc z:l H,z" = . - g(z). En dérivant, zjlanx" = zg'(x)
n n= n—
cfolz) ~ ztcarl—z" ——0
n——+oo n——+0o
. pour [—a,a] C] —1,1[, on a | f,(z)| < T a — donc CVNTS
k n
T Z 2% + 0(z™) donc en sommant (somme finie de DL), on a Z Z Z 27% 4-0(2™) ; le nombre

1—zF o
j=1 k=1 k=1j=1

de fois ot 2" apparait est le nombre de couples (4, k) tels que jk = h donc dj, fois. On a donc by, = dj, ; a vérifier
avec Python

. Sion pose dg = 0 alors (D)) est le produit de Cauchy des suites (d,,) et 1 donc (1 —z)f(x) = Z D,a"™ = h(z) et,

comme d’apres 2, | D, — nH,| < Cn,on a |(1—z)f(z) —z¢'(z)] < C—— < o(g'(z)) donc f(x) Y



+o0 00 —+oo

9. La famille (27%); yen- est sommable pour |z| < 1 car ZZ |z = Z ild f(Jz]). On en déduit f(z) =

j=1k=1 J=1 |x|j

Z 27 que P’on somme par paquets avec J,, = {(j,k) € (N*)2,jk = n} (qui est une partition de (N*)?) et on
Jik21

+oo

trouve f(x Z Z 2k = Zdnx” car d,, = Card(J,)

n=1 (]7k)€~]n n=1

Exercice 46 1. Python
2. Python

3. z(z)

= sin(x)/ f cos — cos(x) / fsin donne 2" + 2 = f
0 0

xr
4. y est solution de y” +y = qy dont une solution particuliere est = / sin(z — t)q(t)y(t) dt donc y(z) =

acos(x) + fsin(z) +/ sin(x — t)q(t)y(t)dt; y(0) = a donne o = a et y'(0) = b donne B = b. On a alors
0

x

ly(2)| < lal +[b] +/0 | sin(z —#)[lq(t)y(¢)] dt

Q4

5. On pose g(z) = la| + [b] + /OxlfJ(t)lly(t)ldt et on a g'(z) = [g(x)y(z)| < lg(z)lg(x). On en déduit g(z) <

Exercice
b)
2.a)

b)

3.a)

Exercice

b)

x —+oo
0)] exp/ lg(®)| dt < |g(0)] exp/ lg(t)| dt donc g est bornée (car g > 0) puis y est bornée avec 4
0 0

47 1.a) Python
On vérifie u,, € [0,1] donc u, 11 — u, < 0 donc (u,,) CV vers £ € [0,1/2] tel que £ = £+ £*In(¢) donc £ =0
Python

1
t — ——— est continue sur ]0,1[ donc F'(z) =

1
t2 ln<t) m < 0, t — m est négative, non intégrable sur
1 1 1 . L, 1 1
0,=| car — = 0| —=—— ) donc lim F' = 400 et non intégrable sur |-, 1 —— donc hmF = —00
2 t t21nt 0 2 tzlnt 1 t—1
Python
Un dt Up — Upt1 u?
(Unt1) (tn) /u,+1 Pt S Sl muy | al,, o car Upi1 = Up(l +upnu,) ~ u e
tn dt n — Un 1 n
méme, / 5 > “ 3 Unt1 _ 1O 1 donc lim F(up41) — F(u,) =1
wmar U Int = —uZlnupyr Inupy; notoe
1 1 1
on a donc 1 = lim — Z F(ugy1) — F(ug) = lim —(F(uy,) — F(ug)) = lim — F(u,) donc F(u,) ~n
n n n
k=0
Python

wp 1 2 v dt 1 <1) /m dt /0 dt
O T 1n2+/1/2 o2 " @z 5 °\V) %, e 0 g (o (O FO 3

rlnz
-1
F(zx) Y Tna et limu,, = 0 donc F(u,) oo w e ce qui donne avec I’équivalent de F'(uy), n ~ o lna.
1
donc —u, Inwu, ~ = puis Inwu, +In|lnu,| = —In(n) + o(1) ; on vérifie enfin In | Inu,| = o(lnu,) car limlnu,, =
n

-1 1
nlnu, nln(n)

—o0o donc on a Inwu, ~ —1In(n) et u, ~

48 1.a) Python
f:x—1—e " croit sur R qui est stable donc (u,,) est monotone et positive, f(z) — 2 < 0 donc (u,,) décroit
donc CV vers £ tel que £ = f(¢) donc £ =0
Python
n 1—e 9
fntl _ ¢ ldonc R=1

an Qn n—+oo

onal<a, <1doncO< ( > Z 27k = — — donc il suffit que 2" > 10° puis Python
k=n-+1



d) Par CSSA, S(—1) existe et |R,,(—1)| < a,41 donc il suffit de choisir n de sorte que a, 1 < 107°

n - 1 Tan 1
an te ~ ”/ donc limu,, = =
an (1 —e—an)

3.a) Par DL, on trouve u, =
’I’L

1 11 1 1 2
b) —Zuk:—(—f— —— — donc a, ~ —
n = n- a, ay n—+too 2 n

c) Par équivalent de SATP, Z an, DV

Exercice 49 1.a) Python
b) Python

2.a) U, —Zuketuk ) ={-1,41}

1 1 1 1
b) i(Un +n) = Z il Sk Y @(n, 5) puisque les ug sont indépendantes et uk; ~ B (7) De méme

2 2
k=1
”vk+1 < 1)
V = -
+n ; n,2

indép

¢) On en déduit E(U,) = E(V,) = 0 donc E(X,) = 0. On a donc E(X2) = V(X,), puis V(U,) = n
V(X0) + V(Ya) V(Va) =0 "5 V(X,) = V() et B(X2) = 5
1

3. P(up, =1l,v, =1)= Pz, = 1,y, =0) = P(xp, =1)P(y, =0) = 1 et P(up, =1) = P(zp, = 1,9, =0) + P(z, =

1 1
0,y =1) = 3 de méme P(v, =1) = 3 et étudier les autres cas de la méme fagon

+oo
4.a) N= ZO” est & valeurs dans N U {400}
k=1
b) Si on note T1 linstant ol on repasse pour la premiére fois en O (avec T = 400 si on n’y repasse pas), on a

ZP > n|Ty = k)P(Ty = k) + P(N = n|Ty = +00)P(T} ZP >n—1)P(T) =

k) = P(N2n—1)P(N 2 1) car P(N > 1) = P(Ty € N') et P(N > n|T} = k:) = P(N =2 n—1) par
indépendance des déplacements (comme si on recommencait 'expérience apres Uinstant k)

c) On ~ PB(pn) avec p, = P(U, =V, =0) = ((2:> L

1
— | ~ — dong, par linéarité de l'espérance (dans
4n nmw

R U {+o0}), Z E(O

d) La série ZP ) est DV donc P(N > 1) = 1 puis P(N > n) = 1 et par continuité décroissante,
P(N=+400)=1 donc la puce repassera presque surement une infinité de fois en O.

1
Exercice 50 [/sujet] 1. 15— Zx3" et Z x°" sont DSE sur | — 1,1 donc f aussi par produit de
—x

1- x5
n>0 n>0

Cauchy et R > 1
2.a) Python

b) Python
3.a) Python

(1-X5%)(1-X) I+ X+ + XM
b) d =8et Q(X) = = d 1) =
) deg(Q)=8et QW) = i w3 T Gr X0 F X o x) cone @)
15 1 Qz) —1 A , . ,
4.a) 1—22)f(z)— 2= 1.2 est polyndmiale (de degré 7) puisque @ s’annule en 1
1 14

b) (1 —a')f(x) - [ Z cnx” + Z(cn+15 — cp)a" T — Z 2" donc cette fonction étant polyndmiale de
n=0 n=0 n=0

degré 7 < 15, 0n a ¢py15 — ¢y =1
5.a) Python



1 1
b) On reprend =5 = Zanx” et T anx” avec a, =
n=0 n=0

{1 sin € 3N ‘b _{1 sin € bN
0 sinon €0 =10 sinon '

Par produit, ¢, = i akbn—1 = dy, car agb,—, = 1 si et seulement si il existe (u, v) tel que k = 3u et n—k = 5v
donc n = 3u + 5v =
Exercice 51 1. (ay) est bornée donc R4 > 1
2.a) fy(xz) =0donc P(0) =0 et fn(z) = ﬁ donc P(N)1

on a s, < by, donc, pour z € [0,1[, 1 — ) fa(z) < (1 — z)fp(z) puis P(A) < P(B)
) Cc ACNdonc0=P(0) < P(A)<P(N)=1

si on note ¢, ’ensemble associé & AU B, on a ¢,, = a,, + b,, donc (sommation par paquets d’une série a termes
positifs), pour = € [0,1[, faur(z) = fa(z) + f(z) donc P(AU B) = P(A) + P(B)

b) On prouve de méme fx(x) = fn(x) — fa(x) pour z € [0,1] donc P(A) =1 — P(A)

5
4.a) pourz €] —1,1], f2N:Zx2n: 1—a3
n=0

=
~

w
N
~— —

1 1
donc P(2N) = 3 et fanys(x) = donc P(3N +5) = 3

1— 22

#

| =

b) 2N = U {2n}, frony(z) = 2?™ donc P({2n}) = 0 (comme pour toute partie finie) alors que P(2N) =
neN

+oo
> P({2n})
n=0

c) P n’est donc pas une probabilité sur (N, «7) (ou & n’est pas une tribu)
5.a) Python
PA)=0

o

o
= = Z

. N . Hoeo 21nzx u=ty/—Inz 1 Feo —u?
Par comparaison & une intégrale, on prouve fa(x) ~ e dt = e du ~
0 0

z—1 vV—Inzx

1 o e
— e du donc P(A) = 0.
vV1i—=x /0

6. 7
2n\ 2 1
Exercice 52 1. a, = < n) n4+ ~ 21/ﬁ
n " ™
2.a) Python
b)

3. Il y a toujours 2n + 2 boules dans 1'urne apres le n®™° tirage donc Dnrs =08l 745 # 2n 4+ 2 puis, si n =0 alors
r=s=1donc H(0,u,v) = uv

oH 400 /2n+2 2n+2
4. %(x, 1,1) = Z (72_0 rpnmgn_,_Q_r) z" puis pp ront2—r = P(X, =) donc ;0 TPnrnt2—r = E(Xy)

5.a) On a toujours r > 1, puis s > 2 a partir n = 1. On note A, , , 'événement « I'urne contient r blanches et
s noires apres le tirage 1 »; (Anint2-i)ogi<ente est un SCE (méme si en fait r < n 4 1) donc pyqq s =

n=0

r—1 .

2n+2 . DY) sit=r—1

Z P(Ani1rslAnionto—i)P(Anionio—i puis P(Anit sl Anionia—i) = 20—T -

i=0 2n + 2

0 sinon

aH n, r_r 1 n,r..s 1 n,r..s

b) %(xaua U) = Z (n+1)p7l+1,r,sx us = 5 Z (T_l)pn,r—l,s—lx u v +§ Z (5_2)p7z,r,s—237 u v =
n>0,r,s n,r>2,s n,r,s>3
u?v aH( )+ v3 OH )
———(z,u,v) + ——z,u,v
2 Ou 2 0(77 7
. - 1 1 2
Exercice 53 |/sujet] 1. a) + — (SATP)

(n+x)?2  (n—ax)? n—stoo N2
1 1 1 heni1 1 1 1
b) flet+l)=——+ ( + )z + Y —— = f=
¢c) Siz€fa,1—a] Cl0,1[etn>Talors0O<n+zx<n+l-aet0<n—a<n—adonce|fuloai—a <
1 1
(n+1—a)2+(n—a)2
1-périodicité

2
~ — donc CVNTS de | — 1,1[ puis f est continue sur | — 1,1[ puis que D par
n



d) Python

2.a) Python; il semble que g =0
72 1 ( 1 1 ) ( 1 1 )
b = - = - . On vérifi 1.
) g(z) gD ngl CESE + a2 n vérifie comme en 1.c que ,; CETE + =2

2 1 n22? —sin?rx  2trt/3

CVNTS de ] — 1, 1] donc est continue en 0 et on vérifie donc g est

sin?rr 22 0 w2t T it
prolongeable en 0 puis en tout point entier par 1-périodicité (sin2 est w-périodique)
c) Par 1-périodicité, g(R) = g([0,1]) est un segment puisque g est continue sur le segment [0, 1]

3. a) Elles ont l'air égales

4 1 4
b) f (g) - Z m et f (%) - Z m (la famille est sommable donc ce calcul est licite,

nez neZ
sinon passer par les sommes partielle de la série avec n > 1). En ajoutant, on retrouve les termes pairs/impairs
de f
: x 1+z o
c) On a aussi 4g(z) = ¢ (5) +yg — donc avec zg tel que |g(zo)] = ||g]leo (qui existe par th des bornes
1 1 1
atteintes), on a ||g]|c < 17 (%) +g( —;%) < Z(2||g||oo) donc ||g]|ec < 0 et g est nulle
4. Par CVN sur | — 1,1[ de la série Y f 221 lim ! 7T2( DL)
. Par sur | — e la série on a — = lim — — = — (par
’ " n? ~ is0smiae 22 3 ¥
n>1 n>1
w2 1 1 1
5. On en déduit, si z €]0,1], —5— — — = Z( + > avec CVN sur [0,z] C] — 1,1[ donc, en
sinfrz 2? < \(n+x)?  (n—2)?
1 1 1
intégrant terme a terme sur [0, z], on obtient M ——= - et cette série CVNTS de | — 1,1]
Sin T n—r n+x

2
sin 7z x
a nouveau donc on peut réintégrer sur [0,z], ce qui donne ln( ) = Z In (1 — —2) d’ou le résultat par
x n
n>1
continuité de exp. Le résultat est prouvé si z € [0,1] puis s’obtient sur R par 1-périodicité de sin(rz) et de
2?\  (k—a)(k+x)
K2/ k2

400 2
x H (1 - %) (avec des chgt d’indice, méme méthode que pour f au début avec (1 — et
k=1

en E)assant par le produit partiel)

Exercice 54 [[sujet] 1.a) Python
b) Python; on dirait que oui
2.a) Python
b) Python; ils sembles orthogonaux
1 n 1
3.a) Linéarité facile et u(X?)(z) = / (z+t)"t dt = Z (n> :L”/ t" " dt donc u(X?) € R, [X]
0 0

2
=0

1
" 1

b) Vu au dessus car/ At ——————

0 n—t+j7+1

4. (u(P)|Q) = /0 < <7Z)x /0 t"’P(t)dt) Q(z)dz = (?) ( /O i P(t) dt) ( /0 xiQ(t)dt) Comme (n_z_
=0 =0

(7;), on trouve, par le méme calcul, (u(P)|Q) = (u(Q)|P) = (Plu(Q)).

A(n) n’est pas symétrique car la base canonique de R, [X] n’est pas une bon pour ce produit scalaire. Par contre
u, donc A(n), est diagonalisable dans une bon pour le produit scalaire introduit sur R;X] & la question 4. De plus

n
les vecteur propres de u, qui sont des polynémes, sont orthogonaux pour ce produit scalaire. Si P = inX et
" ) - =0
= X7 alors (P = zizitH dt = — _ —< g,y >, donc les vecteurs propres de
Q=2 u (PIQ) /O > w > e Y >n prop
Jj=0 0<i,j<n 0<i,j<n

A(n) qui sont les colonnes des coordonnées des vecteurs propres de u dans B, sont bien orthogonaux pour <, >,
5.7

Exercice 55 [/sujet] 1.a) Python

b) Python (par symétrie sur les couleurs, on peut se contenter de p <

|3

)



Ilya (n) fagon de choisir la position des boules blanches et pour que X; = 1, on doit avoir B, R au rang
p
-2
(G-1)
G)
P

-2
(ou Vinverse) et il reste <n 1) fagons de placer les p — 1 autres boules blanches donc P(X; =1) =2

p(n —p)
n(n—1)
non car 0 ¢ N(f2) (les X; ne sont pas indépendantes)

2 et X; suit une loi de Bernoulli

n—1
N = ZXi donc E(N) = QM puis Python
i=1 n
Loi de Bernoulli, reste & trouver le parameétre. Si i = j + 1 on a BRB (ou RBR) aux rang 4, i + 1, i + 2 et

G2+ (o)) Gt) _ pn—p)
blanches restantes donc P(X;X;11 = 1) et P(XiX; 4,1 =1) = -2 — =L =
( +1 ) ( +1 ) (p) (p) TL(TL _ 1)

Par contre si j > ¢+ 1 on a 4 possibilités pour les changements de couleurs aux rang i et j (BR puis BR ou
n—4
(p72) o

()

-3 3
(Z - 2) fagon de placer les p — 2 blanches restantes. Dans le cas RBR, il y a (Z 1) fagon de placer les p—1

BR puis RB ou ...) et (n
p—2
pp=D(mn=p)n—p-1)
n(n—1)(n —2)(n —3)

) facon de placer les p — 2 blanches restantes donc P(X;X; =1) =4

n—1 n—2
V(N) = E(N*) = E(N)* et E(N*) = Y E(XX;) =Y E(X)+2> E(XiXi)+ » EXX))
1<i,j<n—1 i=1 i=1 li—j|>2

(car X? = X; pour la premiére somme). On trouve E(N?) = 2@ +2(n — 2)2((2:11))) +4(n —2)(n —

3)p(p —Dn-—p)n—p-1)
n(n—1)(n —2)(n —3)
Python
@:Ap g — By avec by =a1 + -+ b; et @t avec a; = by puis a; = b; — b1 et ap = m — byp_1
Obtenir une telle décomposition de m peut s’obtenir de la fagon suivante : on place m fois le chiffre 1 et on
chercher a regrouper ces chiffres en k paquets non vides ; ce qui revient a placer k — 1 séparations dans les m —1

-1
espaces entre deux 1 consécutifs. On en déduit Card(A, ;) = (TZ 1)

?



