Exercices d’oraux 2022

| Mines-Ponts|

Exercice 1 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Indication]|/Solution)
1. Soient (a,b) € R? et (E) : 9" — 9y = 3alz| + b
a) Résoudre (EF) sur R.

b) Montrer qu’il existe une unique solution admettant des asymptotes en +oc.
2. Soient (A, B) € M,,(R)? telles que ABAB = 0. A-t-on BABA =07

Exercice 2 (Mines-Ponts PSI 2022) |[Indication)||/Solution)

1. Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et f : E — R continue sur FE telle que | Hlim f(z) = 400,
z||——+o0

ie VA€ RT, IR >0,|z] > R= f(z) > A.

a) Soit A = f(0) et R le réel correspondant dans la définition précédente. Montrer que inf{f(z),z € E} =
inf{f(z), ||z]| < R}

b) Montrer que f admet un minimum sur F

¢) Soit g € C%([a,b], R). Montrer qu'il existe un polynéme P, de degré < n tel que [|g— Py ||co = min{||g—P||oo, P €
Rn[XT}

4 7
2.a) Soit Q € C,[X], montrer qu’il existe une matrice M € M,,(C) telle que Q(M) =0
b) Soit P € R[X]| de degré 2; montrer qu’il existe N € Ms(R) telle que P(N) =0

Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2022) |[Indication)||/Solution)
1. Soient A, B € M3s(R), B = (E1,1, E12, E21, E22) la base canonique de My(R) et ¢ : M € My(R) — AM — MB
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ms(R)

=

Ecrire la matrice de ¢ dans B.

o o

)
) Déterminer une CNS sur A et B pour que ¢ soit nul
) Peut-on avoir rg(p) =17

1
t
2. Soient z € R et f(z) :/ cos (L) dt
0 T+t

a) Montrer que f est continue sur R et C' sur R™
b) Calculer f(0) et Emf

T
¢) En utilisant les deux changements de variable v = x + t puis v = —, montrer que f est dérivable en 0
u

Exercice 4 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Indication||/Solution)

n +oo
1 H,
1. Soient H,, = E 7> pour n >1let f(z)= E — "

!
k=1 n=1 n'
a) Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére
e’ —1
b) Montrer que f'(z) — f(z) =
x

¢) En déduire une autre expression de f

+oo —+o0
Hn (_1)n+1
d) Montrer ngil W =€ nE:1 m

2. soit £ I'ensemble des matrices symétriques réelles définies positives de M, (R)
a) Soit A € M, (R) non nulle, montrer que Tr(AAT) > 0
b) Soit S € £. Montrer qu'il existe A € GL,(R) telle que S = AT A
c¢) Soit (S,S5’) € £2. Montrer Tr(SS’) > 0

Exercice 5 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Indication||/Solution)

~ 1
1. Soit H, = ]; e pour n > 1.
a) Montrer qu'il existe v € R telle que H,, = In(n) + v+ o(1)



b) Déterminer la limite de (Ha, — Hy)nens

n
1
¢) On pose a,, = E k2. Justifier la convergence et calculer la somme de E —
2%
k=1 n>1

2. Soit (A;)ig,ny une famille d’événement d'un espace probabilisé (2, <7, P)

a) Monter que P (ﬂ Ai> > ZP(Ai) —n+1
i=1

i=1

b) 7

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Indication||/Solution)

. 1 —
1. Soient F = RN et<p:(un)EE»—>(vn)€Eavecvn:fg uy,
n
k=1

a) Montrer que ¢ est un automorphisme

b) Déterminer les éléments propres de ¢

. +oo (_1)k
2. Soit u,, = Z 2
k=n

a) Montrer que u,, existe

b) Montrer que Z Uy converge

—+oo
c¢) Calculer Z Up

n=1

Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Indication)|/Solution
1. Soit F un ensemble et I(E) ={g: F — E,gog=1idg}
a) On pose tg =1 et t, = Card(I([1,n])). Calculer ¢, ta et t3
“+o0
b) Montrer que le rayon de convergence de f(z) = Z —n|x” est > 1.
n

n=0

¢) Montrer que t,42 = tp41 + (n+ 1)L,
d) Déterminer f(x)
2. Soit G une partie de G£,,(C) stable par produit et telle que VA € G, A2 = I,, et V(A, B) € G*, AB = BA
a) Montrer qu’il existe P € GL£,(C) telle que VA € G, P~' AP soit diagonale
b) En déduire que G est fini et Card(G) < 2.

Exercice 8 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Indication)|/Solution |

1. Soit (tn)nen définie par ug # —1 et uy11 = 2u, +n pour n > 0
a) Déterminer (a,d) tel que up41 +a(n+1) +b=2(u, + an +b) et en déduire la valeur de uy,.

+oo
b) Déterminer le rayon de convergence R et la valeur de f(z) = Z Upz"
n=0

c) La série entiere précédente converge-t-elle pour = Ret x = —R?

o mwar o [t 00
2. Soient £ = C°([-1,1],R) t(b(f,g)—-/lmdt

a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

b) Calculer || arcsin ||

1 . 2
) (arcsint — at — b)
Calcul f dt
c) Calculer (a’%)r)lERz /1 it

| Centrale maths 1|

Exercice 9 (Centrale PSI 2022) |/Indication]|/Solution)

Si (e, B,7,6) € (C*)*, pour M = <: ?), on pose M = <g g) et M* =D .

On pose A ={M € My(C),M* =—-M et Tr(M) =0} et B={M € My(C), MM* =1, et det(M) =1}



1.a) A est-il un R espace vectoriel ? De quelle dimension ?
b) A est-il un C espace vectoriel ?
2. Déterminer AN B.

3. Les matrices de B sont-elles diagonalisables ?

Exercice 10 (Centrale PSI 2022) |/Indicationf|/Solution)

1. Montrer que f : C — C est R-linéaire si et seulement si il existe (a,b) € C? tel que f(z) = az + bz.
Exprimer |a|? — [b|* en fonction de det(f) et en déduire une CNS pour que f soit un automorphisme.

2. Soit H = {(#1,...,2p) € CP, 21+ -4z, = 0}. Montrer que H est un sous-espace vectoriel et donner sa dimension.
3.7

Exercice 11 (Centrale PSI 2022) |/Indication|/Solution)

1
Soit a €]0,1[ et 2 = C\ {7} Pour w € , on pose T'(w) =
a

a—w

I . Enfin, on pose D = {z € C,|2| < 1}, 0D = {2z €
— aw

C,lz| =1}, D={z€C,|z| <1} et D°=Q\ D
1.a) Montrer que T o T est bien définie sur Q et calculer T'o T'(w)
b) Déterminer les images de 9D, D et D¢ par T.
2. Soit P € C[X] de degré n ayant m racines distinctes z1,...,z, telles que z; = a est racine simple. On pose
P(z) = (1 —ax)"P(T(z)) pour z € .
~ ~/1
a) Vérifier que P est la restriction & @ d’un polyndéme de degré n et calculer P (7)
a
b) ?

Exercice 12 (Centrale PSI 2022) |/Indication/|/Solution)
Soient X}, des variables aléatoires discrétes indépendantes qui suivent une loi uniforme sur {1, N}. On pose S,, = max X}

1<k<n
et T,, = min X
1<k<n

1.a

) S, et T,, sont-elles indépendantes ?
b) Calculer E(T,) sous forme d’une somme puis calculer lim FE(T},).
)

n—-+oo

c) Calculer E(S,,) sous forme d’une somme puis calculer lim FE(S,).

n—-+o0o

2.7

Exercice 13 (Centrale PSI 2022) |/Indicationf|/Solution)
Soient E un R-espace vectoriel de dimension n > 2 et f € L(E) tel que f2 + 2f + aid = 0 avec o € R

1. On suppose n =2 et @ = 1. Que dire de f7?

2. Dans toute la suite, on suppose a > 1. Montrer que n est pair
. . 1
3. On suppose n = 2. Montrer qu’il existe une base B de E dans la quelle Matg(f) = (_Oa _2>

4. Dans le cas général, montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle Matg(f) = diag(Mj, ..., M,), ou My est
la matrice 2 x 2 de la question précédente.

Exercice 14 (Centrale PSI 2022) |/Indication|/Solution)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et f € L(E)

1. Montrer qu’il existe au moins deux sous espaces de E stables par f.
Donner un exemple d’endomorphisme de R? n’ayant que 2 sous espaces stables.

2. On suppose f # 0 et non injectif. Montrer qu’il existe au moins 3 sous espaces de E stables par f.
Dans le cas ou n est impair, montrer qu’il existe 4 sous espaces de E stables par f.
Donner un exemple d’endomorphisme de R? n’ayant que 3 sous espaces stables.

3. On suppose f diagonalisable. Montrer que f admet un nombre fini de sous espaces stables si et seulement si f
admet n valeurs propres distinctes.

Exercice 15 (Centrale PSI 2022) |[Indication||/Solution)
Soient a € R, v € [-1,1]\ {0} et S, = {f € C*(R,R),Vz € R, f'(x) = f(yz) et f(0) = a}
1. Déterminer S, pour v =1 puis v = —1.
+oo n
2. Soit f(z) =« Z A=)/ QI—'. Vérifier que le rayon de convergence de cette série entiere est 400 et montrer que
n!

n=0
f € Sa




3. Déterminer S,

Exercice 16 (Centrale PSI 2022) |/Indication/|/Solution)

1 —cos"x
Pour n > 1, on pose u,, = — —dz
O :I;

1. Justifier l'existence de u, pour n > 1

+o00 1 — cos™ <\/2>
n
2. Montrer que u, = ivn avec v, = / SR . A 1Y
0

2v/2 tVt

3. Montrer qu'il existe o > 0 tel que si ¢ € [0, a] alors In(cost) > —2t2

400
4. Déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers +oo; on donne / ——dz = /7.
0

Exercice 17 (Centrale PSI 2022) |/Indication/|/Solution)
k-1
Soient Py =1 et P, = H(X — 1) pour k €[1,n].
i=0
1. Montrer que (Py, Py, ..., P,) est une base de R, [X]

n
2. Soient ai,...,a, des réels et by,...,b, des entiers naturels deux & deux distincts. On pose Q(X) = ZaiXbi et
i=1
on suppose qu’il existe P € R[X] tel que Q = (X — 1)"P.

n
Calculer ZaiPk(bi) pour k €[0,n].
i=1

1
b; n
3. On pose B; = . et S, = Z a;B;. Calculer S,, en fonction de n!P(1).
: i=1
by

4. En considérant le déterminant de (S,, B1, ..., By), calculer P(1).

Exercice 18 (Centrale PSI 2022) |[Indication||/Solution)
Soient a > 0 et (&) : 2y’ + ay — 2y° =

1. Montrer que (£) admet une unique solution ¢ développable en série entiere sur | — 1, 1]

1
2. Montrer que ¢(x) = 0 (1 )
-z

3. Soit f € C*([0,1],R) telle que f(1) = 0.

2

1
a) Montrer la convergence de / L () + @) f(1)]” dt

0

1 1
b) En déduire a/ t“’lf(t)zdtg/ t*f'(t)? dt
0 0

Exercice 19 (Centrale PSI 2022) |/Indicationf|/Solution)
: 2 _ n k _ n—=k i _ k _ n—=k _ T
Soit f € C<(]0,1],R). On pose B,(f)(z) = g:of <n> (k>x (1—2)"7% et Spr(x) E <k>x (1—2)""%(k — nx)",

pour x € [0, 1].

1. Citer la formule de Taylor avec reste intégral
2. Montrer que S, o(z) =1 et S, 1(x) =0
On admet Sy, 2(z) = nz(1 — z)

Mz(1 -
3. Montrer qu'il existe M > 0 tel que |B,(f)(z) — f(x)] < M pour z € [0, 1].
n

En déduire que (B,,(f))nen+ converge uniformément sur [0, 1]

Exercice 20 (Centrale PSI 2022) |/Indication|/Solution)
T

Soient A > —%, ea(t) = (1— tQ)A_% et In(x) :/ o (t) cos(xt) dt
0

1. @) est-elle intégrable sur [0, 1[?
2. Montrer que I est définie et de classe C? sur R puis exprimer I Y en fonction de I11 et Iyi2

3. Montrer que I est développable en série entiere.



Exercice 21 (Centrale PSI 2022) |[/Indicationf|/Solution)

1.
2.

Soit M € M,,(R) telle que I,, + M est inversible. Montrer qu'il existe P € R[X] tel que (M — I,,)"* = P(M)

Soient A,,(R) I'ensemble des matrices antisymétriques réelles et M € A, (R). Montrer que I,, + M et I,, — M sont
inversibles.

. Pour M € A,(R), on pose f(M) = (I, +M)(I, — M)~'. Montrer que f est une bijection de A, (R) sur I’ensemble

{N € SOn(R)7_1 ¢ Sp(N)}
?

Exercice 22 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution |

1.

Soit X ~ Z2()\)
1 [+
a) Montrer, pour n € N, P(X < n) = —'/ e Tx"dx.
n! Jy
“+oo
b) Trouver un équivalent, quand n tend vers +oo de / e Tx"dx.
A
c) Déterminer Gy, la fonction génératrice de X et calculer Gx (1) et Gx(—1).
)\2k
d) En déduire la valeur de Z k)
k>0
e) Soit Y une variable aléatoire discrete indépendante de X suivant une loi uniforme sur {1,2}. Déterminer la
probabilité que XY soit pair.
n
. Soit (eq,...,e,) une famille libre de E, espace préhilbertien, telle que Vz € E, ||z|* = Z(ei|m)2
i=1
a) Montrer que, pour 1 <7< n, |le] < 1.
b) Soit z un vecteur unitaire et orthogonal & Vect{es,...,e, 1 }. Calculer (x|e,)?* et en déduire |,

¢) Montrer que (aq,...,e,) est une base orthonormale de E.

Exercice 23 (CCINP PSI 2022) |/Indication)|/Solution

1.

o0 arctan(zt)
Soit = ——=dt
oit () /0 t(1+ )

a) Montrer que g est définie sur R et impaire
b) Montrer que g est dérivable sur R
1 1 ( 1 z?

Vérifi 1 = —~
¢) Vérifier, pour x # P12 1-a2 \1+2 14222

z > 0.

) et en déduire la valeur de ¢'(x) pour

d) Montrer que g(x) = gln(l + ) pour x > 0.

+o0 2
e) Calculer / <M> dt.
0

t

. Soit ¢ lapplication qui & tout polynéme P de R3[X] associe le reste de la division euclidienne de X 2P par X* —1.

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X]
b) Montrer que ¢ est diagonalisable et donner ses éléments propres
c) Calculer Tr(¢p) et det(yp).

Exercice 24 (CCINP PSI 2022) |[Indication)|/Solution

1.

Soit (£) : xy’ + Ay = avec A > 0

1
1+z
a) Résoudre I'équation homogene sur R™*

b) Donner la forme générale des solutions de (£) sur R™* & I'aide d'une intégrale

¢) Montrer qu’il existe une unique solution de (€) sur R*™* bornée au voisinage de 0.

. Soient A € M,,(R) antisymétrique et f ’endomorphisme de R", canoniquement euclidien, canoniquement associé

a A
a) Montrer que ¥(z,y) € (R")?, (f(2)ly) = —(2[f(y))



Montrer que det(f) = (—1)" det(f). Que peut-on en déduire ?
Montrer que f induit sur Im(f) un endomorphisme antisymétrique injectif. Que peut-on en déduire sur rg(f)?

On suppose n = 3.

0 0 O
i. Montrer qu'il existe une base B de R? telle que Matz(f) =10 0 a
0 —a O

ii. A est-elle diagonalisable 7

Exercice 25 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution |

1. Soient F un espace vectoriel de dimension n, u € L(F) ayant n valeurs propres distinctes et Z,, = {v € L(E),uov =
vou}

a)
b)
c)
d)

Montrer que Z,, est un espace vectoriel
Montrer que si v € Z,, alors Ey(u) est stable par v
Donner dim(E)(u)) et en déduire que les vecteurs propres de u sont aussi des vecteurs propres de v

Montrer qu’il existe une base de F dans laquelle les matrices de u et v sont diagonales puis déterminer dim(Z,,)

2. Soit f(t) = €' In(¢)

a)

b)

Montrer que f est intégrable sur |0, 1]
oo

1
Mountrer que / f)dt =— Z
0

n xn!

Exercice 26 (CCINP PSI 2022) |/Indication)||/Solution

1.a)

b)
c)

1
Justifier ’existence de R,, = Z R
k>n+1

On admet lim (n+ 1)!R, = 1; déterminer la nature de Z sin(2nlme).

n—-+oo

Montrer lim (n+1)!R, =1.
n—-+oo

2. Soient (A, B) € M, (R)? tel que A= AB— BAet f: X € M,(R) — XB — BX

a)

=3

o

)
)
)

(oN

Montrer que f est un endomorphisme
Calculer Tr(A) et Tr(A*) pour k € N*
Montrer que f(A*) = kA* pour k € N*
En déduire que A est nilpotente

Exercice 27 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution|

1. Soit I =

a)

b)

+00\/E

o et—1

S

+oo
dt. On donne / et dr = Y1
0 2

Montrer que I existe

400
VT 1
Montrer que I = — E —
2 —nyn

1o

2. Soient A= 5 4% 1 Jety:X e M3(C)— AXA

)
b)

c)

1

Donner les valeurs propres de A, A est-elle diagonalisable 7
Donner les valeurs propres de ¢, ¢ est-il diagonalisable ?

Déterminer Im(yp).

Exercice 28 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution |

1. Soient f(x) = — et fp(z) =

x
shx sh? nx
f est-elle prolongeable par continuité en 0. Montrer que f est bornée sur R

+oo
Montrer que Z fn CVS sur R*; on pose S(z) = Z fn(2).
n=1

n>1
Montrer que S est C* sur RT*

Exprimer f, a l’aide de f et en déduire un équivalent simple de S en 0



e) Montrer que f est C*° sur R.
2. Soit A € M, (R) telle que A> — A2+ A1, =0
a) Montrer que les valeurs propres de A sont racines de X S_X?24+X-1
b) Calculer det(A)
¢) Que dire de Tr(A)?

Exercice 29 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution|
1. Soient X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes suivant &2(A) et Z(u). On pose Z = X + Y.

a) Déterminer la loi de Z.
b) Déterminer la loi de X sachant (Z = n).

2. Soit f € £(R®) non nul tel que f3 4 f = 0.
a) Montrer que R?® = ker(f) @ ker(f? + id) et ker(f? +id) # {0}
b) Soit = € ker(f? + id) non nul, montrer que (z, f(x)) est libre
c¢) Déterminer les dimensions de ker(f? + id) et ker(f).

0 0 O
d) Montrer qu’il existe une base B de R? dans laquelle la matrice de fest [ 0 0 —1
01 0
e) Trouver les u € L(R?) tel que f = u*?
Exercice 30 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution|
1. Soient a € R et n € N*. On considére une variable aléatoire discréte X sur [0, n] telle que P(X = k) = Z i 1 <Z)

k—1
b) En déduire la valeur de a pour laquelle on peut définir une telle variable aléatoire discrete X.
c) Calculer E(X) et V(X).
2. Soit u € L(C™) avec n > 1

a) Montrer que si u est diagonalisable alors u? est diagonalisable

-1
a) Trouver a, dépendant de k et n, tel que (Z) = a(n >

o

) Montrer que la réciproque est fausse
) Pour A € C*, montrer ker(u? — Aid) = ker(u — Nid) @ ker(u + \id)
)

Montrer que la réciproque de a) est vraie si u est bijectif ou si ker(u) = ker(u?).

o o

Exercice 31 (CCINP PSI 2022) |/Indication)||/Solution
2,2
~ In(14+n’z )) et S(z) = Zun(x)

1. Soient u,(r) = —5———~
n?ln(l +n
n>=1

a) Trouver le domaine de définition D de S.

o

Montrer que S est continue sur D.

o

) A laide d’une comparaison série-intégrale, montrer que E ul, (z) converge uniformément sur D.

Montrer que S est C! sur D.

o,

n
2. Soient ag, ..., a, des réels et p(P,Q) = ZP(ak)Q(ak) pour P, Q € R,[X].
k=0

a) Donner une CNS pour que ¢ soit un produit scalaire sur R, [X]; on suppose cette condition réalisée par la
suite.
b) Trouver F* ott F = {PERn[XLZP(ak):O}
k=0
c¢) Calculer la distance de X™ a F'.

Exercice 32 (CCINP PSI 2022) |/Indication)||/Solution

1. Soit u, = ————, c’est-a-dire ug = 1 et up41 =
o 14+ up
a) Montrer que (un)nen est bien définie puis converge et déterminer sa limite
Dn

b) Justifier qu'il existe (pn,¢n) € N? tels que u, = —

n



c) Déterminer p, et ¢, puis la valeur de w,.

2. Soit (uy)nen définie par 0 < ug < g et Upt1 = sin(uy,).
a) Etudier la suite (u,)nen et déterminer sa limite.
b) En calculant u,+1 — u,, montrer que Z ui converge.

¢) Etudier la série de terme général u?.

Exercice 33 (CCINP PSI 2022) |/Indication)||/Solution

1. Soient ag,...,a, des réels et p(P, Q) = ZP(ak)Q(ak) pour P,Q € R, [X].
k=0

a) Donner une CNS pour que ¢ soit un produit scalaire sur R, [X]; on suppose cette condition réalisée par la
suite.

b) Trouver F* ot F = {P € RR[X],ZP(ak) = 0}
k=0
¢) Calculer la distance de X™ & F.
1 [* .
2. Soient £ = C°([0,1],R) et ¢ définie sur E par o(f) : z € [0,1] — 37/0 ft)dt siz€]0,1]
f(0) sizx=0

52

Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
Montrer que 0 ¢ Sp(y)
Montrer que 1 € Sp(y) et déterminer E1(¢p).

2 o o
— N N N

Déterminer les autres valeurs propres et sous-espaces propres de .

Exercice 34 (CCINP PSI 2022) |[Indication)|/Solution

1. Soient E un espace vectoriel de dimension n > 2 et f € L(E) tel que fP~! #0 et f? = 0 pour un entier p > 1.
a) Existe-t-il k < p tel que f* =07
b) Montrer qu’il existe un vecteur z € E tel que (zo, f(x0),. .., fP~(zo)) soit libre. En déduire p < n.
¢) On suppose qu’il existe g € L(E) tel que f = g2, montrer que 2p — 1 < n
2. Soit g € C'(R?) telle que Y(z,y) € R? d1g(z,y) + dag(x,y) = 0. On pose h(uv) = flau + Bv, Bu — av) avec
(a, 8) # (0,0).
a) Calculer 01h(u,v)
b) Trouver (o, 3) tels que h(u,v) = p(v) avec ¢ € C*(R)

¢) Déterminer g

Exercice 35 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution|

1. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N et p €]0, 1] tels que

1 [n N
P(X =kY =n)= 2n<k>p(1—p) sik<n

0 sinon

a) Déterminer la loi de Y.
1 =X (n k
s = E i 2"~ pour |z| < 1 et en déduire la loi de X
-z

n=~k

b) Montrer que

c) X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Soient n € N*, A € M,(C) et B = (21 I(;l)

a) Déterminer le rang de B en fonction du rang de A.

o

jol
= = T L

Déterminer X' en fonction de X4. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de A et B?

o

Montrer que si A est inversible et admet n valeurs propres distinctes alors B est diagonalisable.

B est-elle diagonalisable si A n’est plus supposée inversible ?

@

Si B est diagonalisable, montrer que A l’est aussi.

-

Si A est diagonalisable, montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est inversible.



Exercice 36 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution|

0 1 3
1. Soit A= 2 1 -3
-2 1 5

a) Déterminer les valeurs propres de A.
b) A est-elle diagonalisable ?

c) Trigonaliser A.

+oo
2. Pour z # 0, on pose f,(x) ] et f(x) = Z fn(x) lorsque la série converge.
n=1

= S0
a) Déterminer le domaine de définition D de f.

b) Montrer que f est continue sur D

¢) Etudier les variations de f

e—(n—1z 1

e et en déduire f(x) ot

d) Mont ysix >0, fo(z) <
) Montrer que, si fn(x) oo shz

Exercice 37 (CCINP PSI 2022) |/Indication)||/Solution
+oo
1

1. On note a, = Z —5-
k:n+11+k

a) Prouver lexistence de a,,.

1
b) Montrer que a, ~ —.
n

¢) Déterminer le domaine de convergence de E anx”.

n=0
0 -5 —4 1 1 -1

2. Soient A= -1 0 2 ),B=[0 2 0 |et&={MecMsR),BM=MA
1 2 0 -1 1 1

a) Montrer que £ est un espace vectoriel
b) Déterminer les espaces propres de B. B est-elle diagonalisable ?
¢) i. Montrer que B et AT ont une valeur propre commune
ii. En déduire M # 0 dans £
iii. Montrer que dim(€) > 2
d) Calculer dim(€).

Exercice 38 (CCINP PSI 2022) |/Indication)||/Solution

1. Soient a € R et n € N*. On considére une variable aléatoire discréte X sur [0, n] telle que P(X = k) = a <n)

-1
a) Trouver a, dépendant de k et n, tel que (Z) = O‘(Z 1)'

b) En déduire la valeur de a pour laquelle on peut définir une telle variable aléatoire discrete X.
c) Calculer E(X) et V(X).

2. On considére R, [X] muni du produit scalaire (P|Q) = Zakbk si P = Zaka et Q = Z b X"
k=0 k=0 k=0

a) Domnner un vecteur normal a Hy = {P € R, [X], P(1) =0}
b) Calculer Pinfl |P|| ou Hy = {P € R,[X],P(1) =1}
€Hy

Exercice 39 (CCINP PSI 2022) |/Indication)||/Solution

1. Soient (€) : (1 — x)y” — 2(1 4+ z)y’ +y = 0 et f une solution de (£) DSE sur | — r, 7| telle que f(z) = Z anx"”
n=0

si|z] <.

a) Justifier que f est C? sur | — r,7[ et écrire f’ et f” sous forme de séries entiéres.

b) Montrer qu’il existe (b,),>1 telle que 2%(1 — x) f”(z) — z(1 + x) f'(z) + f(x) = ap + Z bp(an — an_1)x™.
n=1

¢) Déterminer ag et une relation entre a,, et a,_1.



d) En déduire une expression simple de f.

1 2 ... n

2
2. Soit A =
(0)

n
Déterminer rg(A) et dim(ker(A))
Justifier que A est DZ
Montrer que A posseéde 3 valeurs propres : 0, A et 1 — X avec A > 1.

T o

¢

o
NN N

Déterminer un polynéme annulateur de A de degré 3.

Exercice 40 (CCINP PSI 2022) |[Indication)|/Solution

1. Dans une urne avec N boules numérotées de 1 & IV, on effectue n tirages avec remise. On note X; le numéro de la

1°™€ boule tirée et M,, = max X;
1<ign

a) Calculer P(M, < k) et en déduire la loi de M,,.

N-1
b) i. En utilisant P(M,, = k) = P(M,, > k — 1) — P(M,, > k), montrer que E(M,) = Z P(M, > k).
k=0
ii. Calculer liIJIrl E(M,,) et interprétez.
n—r+00
N-1
¢) i. Montrer que E(M,(M, —1)) =2 Z kP(M, > k) et calculer V(M,,).
k=1
ii. Calculer lirf V(M,,) et interprétez.
n—-+00

2. Soient A, B € M, (R) telles que X4 = X
a) On suppose que X4 possede n racines distinctes ; montrer que A et B sont semblables

b) Donner deux matrices ayant le méme polynoéme caractéristique qui ne sont pas semblables

Exercice 41 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution |
1. Soient X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes suivant &2(A) et Z(u). On pose Z = X + Y.

a) Déterminer la loi de Z.
b) Déterminer la loi de X sachant (Z = n).

2. Pour f,g € E =C°0,1],R), on pose (f|g) = /1 f)g(t)de
a) Montrer que (|) est un produit scalaire surOE.
b) Justifier existence et calculer /1 t" In(t) dt pour n € N
c) Soit F={f:2€l0,1]— azx+ b(j (a,b) € R?*}. Déterminer le projeté orthogonal de g : z ~— z In(x) sur F.

1
d) Calculer inf / (tInt —at — b)*dt
(a,b)eR? 0

Exercice 42 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution|

1. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N et p €]0, 1] tels que

1 [(n
- _0)" sk <
P(X=kY=n)={ 20 (k)p(l )t stksn
sinon
a) Déterminer la loi de Y.
1 =X /n k
b) Montrer que m = ; f 2" 7% pour |z| < 1 et en déduire la loi de X
c) X etY sont-elles indépendantes ?
1 1 -1
2. Soient A= | —1 3 —3 | et f 'endomorphisme de R canoniquement associé.
-2 2 =2

a) Montrer que R?® = ker(f?) @ ker(f — 2id).



b) Déterminer un vecteur de ker(f?) qui n’appartient pas a ker(f).

0 10
c¢) Montrer que A est semblablea B=10 0 0
0 0 2

d) Soit g tel que g> = f. Montrer que ker(f?) est stable par g. Que peut-on en déduire ?

Exercice 43 (CCINP PSI 2022) |/Indication)|/Solution

“+oo
T
1.a) Montrer l'existence de I = / —dx
o shx
+00 2

b) Montrer que I = S

) K nz:% (2n+1)2
2. Soit A € M, (R). On note u et v les endomorphismes de R", canoniquement euclidien, canoniquement associés a

Aet AT

a) Montrer que ¥(z,y) € (R")?, (u(z)ly) = (z[v(y))

b) Si F est un sous espace de R™ stable par u, montrer que F' L est stable par v.

1 -1 1
c) SoitA=(0 1 0
0 -1 1

i. Aet AT sont-elles diagonalisables ?

ii. Déterminer les sous espaces stables de R? stables par u.

Exercice 44 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution |

1. La secrétaire d’une société appelle les n clients de cette société. Elle joint chaque client, indépendamment les uns
des autres avec une probabilité p €]0,1[. On note X le nombre de clients joints lors de ce premier appel. Elle
rappelle alors les n — X clients qu’elle n’a pas pu joindre. Elle joint chacun d’entre eux avec la probabilité p et on
note Y le nombre de clients joints lors de ce deuxiéme appel. On note Z le nombre de clients joints au cours des
deux appels et ¢ =1 —p.

a) Quelle est la loi de X ? Donner E(X) et V(X)

=)

) Quelles sont les valeurs prises par Z 7
) Déterminer P(Z = 0) et montrer que P(Z = 1) = np(1 + ¢q)¢*" >
) Calculer P(Y = h|X =k)

e) Montrer que <Z) (7; : :) = (?) (i) puis P(Z =j) = <?) q2n—2j(1 — q2)j.

Quelle est la loi de Z 7?7

[oF NS

1 2 =2
2. Soit A=14 5 -2
4 3 0
a) A est-elle diagonalisable ?
x(t)
b) Résoudre le systéme différentiel X'(t) = AX(t) on X (t) = | y(¢)
2(t)

Exercice 45 (CCINP PSI 2022) |/Indication)|/Solution)
1. Soit (&) : 2%y” —2y =0

a) Trouver une solution polynémiale u, non nulle, de (&)

b) En posant y(z) = u(x)z(z), trouver les solutions de (&) sur R**

¢) En déduire les solutions sur R™ puis sur R de (€) : #%y” — 2y = 23
2 2 -1
2. Soient A= | —1 5 —1 | et a ’endomorphisme de R® canoniquement associé a A.
0 1 2

a) A est-elle diagonalisable ?

b) Déterminer les droites stables par a

c) Soient P un plan stable par a et a’ ’endomorphisme de P induit par a
i. Montrer que X, divise X,
ii. En déduire P C ker(a — 3id)?



iii. Trouver les sous espaces de R? stables par a

Exercice 46 (CCINP PSI 2022) |[Indication)|/Solution)

a 0 c
1. Pour (a,b,c) € R, on pose M(a,b,c)=|0 b 0
c 0 a

a) Déterminer les valeur propres de M (a, b, c).

o

) Déterminer le noyau de M(a,0,a) et M(a,b,a) (pour a et b non nuls)

) Calculer det(M(a,b,c)) et déterminer le noyau et 'image de M(a, b, ¢) lorsqu’elle n’est pas inversible.

o

d) Justifier que M (a,b,c) est diagonalisable et la diagonaliser (trouver P et P~!)

2. Soient I = [—a,a] et ¢ continue sur I pour laquelle il existe C' > 0 tel que Va € I,|¢(z)| < C|z|. On chercher les
x
fonctions f, définies sur I, continues en 0 et telles que { f@) = f <§) =¢(z) powzel
f(0)=0
z sp .
a) Montrer que S : z — Z %) (27) est définie et continue sur I.

n>0
b) Montrer que S est solution du probléme posé

¢) Montrer que la différence de 2 solutions du probléme est nulle; que peut on en déduire sur I’ensemble des
solutions ?

d) On suppose ¢ de classe C! sur I, montrer que f est aussi C! sur I.

Exercice 47 (CCINP PSI 2022) |/Indication/||/Solution |
+oo —t
1. Soit p(z) = / eT sin(xt) dt
0
a) Montrer que ¢ est définie sur R

b) Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R
c) Calculer ¢ puis ¢ a I'aide de fonctions usuelles.

2. Une urne contient 3 jetons numérotés 1, 2 et 3 que ’on tire avec remise. On note Y le nombre de tirages nécessaires
pour obtenir 2 jetons différents et Z celui pour tirer les 3 jetons.

a) Déterminer la loi de Y.

) Reconnaitre Y — 1 et en déduire E(Y) et V(Y)
) Déterminer la loi du couple (Y, Z).
)

o o

(oW

Déterminer la loi et I'espérance de Z

Exercice 48 (CCINP PSI 2022) |/Indication)|/Solution)
1.a) Montrer que (X|Y) = XY est un produit scalaire sur R™.
b) Montrer que (Im A)+ = ker(AT)
c) Pour Y € R", on pose f(X) = ||[AX — Y| avec Y € R" fixé. Montrer que f(Xy) = Xlgngn f(X) si et seulement
si "A(AXo —Y) = 0 et l'existence d'un tel Xj.

1
. e
2. Soient u,, = /0 T e dt et S(z) = g Upz"”
n=0

a) Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére et déterminer celui de E Upz".

1 at+b c
b) Trouver a,b, ¢ tels que (ESDIEED) =1z + T Powr t€10,1] et |z| < R.

c) Déterminer S(z)
d) Montrer que S est définie en —1 et calculer S(—1)

Exercice 49 (CCINP PSI 2022) |/Indication)|/Solution)
400
1. Soit f(z) = Zx"2
n=1

a) Donner le domaine de définition D de f

b) Montrer que f est dérivable sur D

¢) Déterminer un équivalent de f(z) quand z tend vers 1; on pourra faire une comparaison série/intégrale et

+oo
utiliser / e*t2 dt = ﬁ
0 2



2. Soient A € M, (R) et fu: M € M,(R) — AM
a) Montrer que f4 est un endomorphisme de M, (R)

o o
S— N N N

On suppose A% = A; montrer que f4 est un projecteur

Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 est diagonalisable

o,

Construire une vecteur propre de f4 a partir d’'un vecteur propre de A.

@

Montrer que A et f4 ont les mémes valeurs propres

| Mines-Télécom |

Exercice 50 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Indication)||/Solution)

1. Soient A € M, (C) et B = <61 é) € My, (C).

a) Montrer que, pour P € C[X], P(B) = (P(OA) P(OA)) + P(0) (8 _Ii”)

=)

) Déterminer rg(B) en fonction de rg(A).
¢) On suppose A diagonalisable. Montrer que B est diagonalisable.
d) Etudier la réciproque.

2. Soit f(x) = (arcsinz)?.
a) Montrer que f est DSE sur | — 1, 1]
b) Montrer que f’ est solution sur | — 1,1[ de (1 — 2?)y’ —ay =1
¢) Déterminer les coefficients du DSE de f

Exercice 51 (Mines-Télécom PSI 2022) |[Indication/||/Solution|
1. Soit @ € R.

g dz 3 dz ) 4
a) Montrer que — 5 =2 —— 5 Dbuis montrer que
o l+a?sin“zx o l+4+a?sin“z 0

dz

——————— converge.
1+ 23sin?x

(n+1)m
b) Montrer que le série de terme général u,, = /
nm

c) T+ est-elle intégrable sur RY ?

1+ a3sin’x
2. Soit A € M, (R) telle que A*> — A% —4A +4I, =0
a) Montrer que Sp(4) C {1,-2,2}
b) Justifier que A est inversible
c¢) Calculer A™*

Exercice 52 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Indication/||/Solution|

1. Soit f(z) :/+°0 e

e " —e
0 t

a) Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est C' sur D
b) Calculer f’ puis f

cos(xt) dt

1+ a?sin®z

V14 a?

2. Soient ag, ..., a, des réels deux a deux distincts et ¢(P, Q) = Z P(ar)Q(ar) pour P,Q € R, [X].

k=0
a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R,,[X]

b) Trouver F* ot F = {P € Rn[XLZP(ak) = 0}
k=0

c) Calculer la distance de X™ a F.

Exercice 53 (Mines-Télécom PSI 2022) |/[ndication]|/Solution

1. Soit A = (@i j)1<ij<n € Mn(R); on dit que A vérifie (P) si X4 = H(X — Qi)
i=1
a) Donner des exemples de matrices vérifiant (P)



b) Xi,Xs, X3 sont trois variables aléatoires discrétes indépendantes suivant ¢ (p).
0 X1—X» Xy—Xs

Soit A= | X7 — X» 0 0 . Quelle est la probabilité que A vérifie (P)?
X9 — X3 0 0
Ve o qt
2. Po > 0, on pose = _
e np f(x) ,/0 x +sin?t

a) Montrer que f est définie sur R™*
b) Etudier la monotonie de f

¢) Déterminer les limites de f en +o00 et 0.

Exercice 54 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Indication]|/Solution

1. Soient X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes et S = X +Y
a) Donner la fonction génératrice Gg de S en fonction de Gx et Gy
b) SiX ~ B(n,p) et Y ~ ZA(m,p), donner la loi de S
¢) Méme question avec X ~Y ~ ¥ (p)
—+oo
2. On pose, pour n € N, [, = / tme~t dt
0
a) Justifier I'existence de I,, et déterminer sa valeur

+oo
b) Mountrer que (P|Q) = / P(t)Q(t)e* dt définit un produit scalaire sur R[X]
0
et dn (=™

— (e*"”z"). Montrer que L,, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant
n! dz” n!

d) Montrer que (L, )nen est une famille orthonormale

¢) On pose L, =

e) Montrer que L, est scindé & racines simples dans R™.

Exercice 55 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Indication]|/Solution

1. On lance une piece qui donne pile avec la probabilité p €]0, 1. On fait deux lancers : si on fait PP, on a gagné; si
on fait F'F', on a perdu; sinon on recommence.

a) Quelle est la probabilité de gagner ?
b) Est-on presque stir que le jeu se termine ?
) +o0 efzt
2. Soit f(x) :/0 mdt
a) Montrer que f est définie et de classe C* sur ]0, +o0].

1
b) Montrer que f est solution sur R™* de y"" +y = "

c) Montrer que f est I'unique solution sur R™ de cette équation différentielle, telle que Emy =0
o0

Exercice 56 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Indication)||/Solution)
1. Soit M € M, (R) telle que M? + M +1,, =0
a) Existe-t-il un polynéme de degré 2 dont les valeurs propres de M sont racines ?
b) M est-elle diagonalisable dans M,,(R) ? Dans M, (C)?
¢) Montrer que n est pair. Calculer Tr(M) et det(M)

Up

n
2. Soient « > 0, (uy,)nen une suite de réels strictement positifs, .S,, = Z uy et w, = Sa
k=1 n

a) On suppose que Zun converge. Quelle est la nature de Z wy 7

b) On suppose u, = n. Nature de Z wy, 7

1
¢) On suppose u, = " Nature de Z wy, 7

Exercice 57 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Indication)|/Solution

1. Soit (An)nen une suite de réels positifs croissante qui tend vers +oc.
+o00
a) Montrer que S(z) = Z(fl)”e*)‘"z est continue et intégrable sur R™*

n=0



+o0 too (=1)"
b) Montrer que S(z)dx = Z y
0 n=0 n

2. On considére R? canoniquement euclidien. Soient x,y, z trois vecteurs unitaires de R. Montrer qu’un des angles

2
(z,9), (y,2) ou (z,z) a une mesure < ?ﬂ (en valeur absolue).

Exercice 58 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Indication}|/Solution
1. Soit A € M, (R) telle que A> = A+ 1,,.
a) Montrer que A est inversible
b) Montrer que det(A) > 0

2. Soient (X;)1<i<n une famille de variables aléatoires discretes indépendantes telle que X;(Q) = {—1,1}, P(X; =

—1)=pet P(X; =1)=1—p avec p €]0,1[. On pose Z, = HXi
i=1

a) Calculer E(Z,,)
b) En déduire la loi de Z,

c) A quelle condition sur p, Z; et Z, sont-elles indépendantes ?

Exercice 59 (Navale PSI 2022) |[Indication|/Solution)

1. Soit (a,) définie par ap = a1 =1 et ap+1 = an + anp_1 pour n > 1.

n+1

a) Montrer que 1 < a, < n?.

b) Quel est le rayon de convergence de Z anz™? On note f(x) la somme.
n=0
¢) Trouver une équation différentielle vérifiée par f et en déduire f(x).
2. Trouver les matrices M € M, (R) telles que M® = M? et Tr(M) =n

Exercice 60 (Mines-Télécom série 2 PSI 2022) |/Indication)|/Solution)

1.a) Donner la définition d’une valeur propre et du polynéme caractéristique, le lien entre les deux . Existe-t-il
toujours une valeur propre ?

b) Soit A € M, (R) et P € R[X] tel que P(A) = 0. Montrer que les valeurs propres de A sont racines de P
¢) On suppose A € M, (R) telle que A% + A+ I,, = 0. Que dire de Spg(A) et Spc(A) ?

. T 1—t

2. Soit F("I}') = /0 m

a) Montrer que F est C* sur R et calculer F'(x)

dt

b) Exprimer F' a l'aide de fonctions usuelles

c) Déterminer le développement en série entiere de F'.
~— ="
d) Justifier Pexistence et calculer Z Gnt)2n+2)

n=0




Indications
Exercice 1 2. Calculer (BA)3 puis distinguer n < 2 et n > 3.
Exercice 2
Exercice 3 2.¢c) c'est sur f/(z) qu'il faut faire ces chgt de variable
Exercice 4
Exercice 5

1 1
Exercice 6 [/sujet] 2. ¢) on peut utiliser = /0 t*~11Intdt par exemple

Exercice 7 1. ¢) Distinguersi g(n+2)=n+2o0u g(n+2)€[l,n+1]

2. a) raisonner par récurrence sur n

Exercice 8 |[/sujet]

ol ™

Exercice 9 |/sujet/| 3. Commencer par M € B si et seulement si M = ( > avec |af? +8)? = 1.

af
—B
Exercice 10

Exercice 11 |[sujet] 1.b) Calculer |T(w)|?

Exercice 12 |/sujet/

Exercice 13 |[sujet] 1. construire les vecteurs de la base par récurrence

Exercice 14 |/sujet] 2. penser au théoréme du rang

3. Montrer qu’un sev est stable si et seulement si il est engendré par des vecteurs propres de f
Exercice 15 [/sujet] 3. montrer que si f € S, alors f est DSE en trouvant la valeur de f(™ en fonction de f

Exercice 16 [/sujet]

Exercice 17 |/sujet] 2. distinguer k<n—1letk=mn
3. utiliser 1)

Exercice 18 |[/sujet]
Exercice 19 [/sujet]

Exercice 20

Exercice 21 1. Utiliser C-Ham appliqué & B = M + I,,.
3. résoudre N = f(M) et calculer M en fct de N

Exercice 22 2. Posez vous la question de l'utilité de I’hypothese de liberté
b) Cauchy-Schwarz

Exercice 23 |/sujet/
Exercice 24 |/sujet/
Exercice 25 [/sujet]

Exercice 26 [/sujet] 1.b) Ecrire e avec une série dont R,, est le reste et comparer sin(2n!me) et sin(2wn!R,,)
c) Réécrire (n+ 1)!R, en isolant les deux premiers termes de R,

2.d) Raisonner par absurde et s’intéresser & Sp(f)

Exercice 27 |/sujet] 2.b) on peut remarquer rg(A) =1
c) écrire A = CC”T avec C une colonne

Exercice 28 |/sujet] 1. ¢) étudier la monotonie de f;,



e) Montrer que 1/f est DSE sur R
Exercice 29 |[/sujet]

Exercice 30 [/sujet]
Exercice 31 |/sujet]

Exercice 32 1.b) on peut trouver A € M3 (R) telle que (ZZE) =A (Z:)
2.b) utiliser Z(unﬂ — Up,)
c) utiliser Z(ln(unﬂ) — In(uy))
Exercice 33 2. ¢) montrer qu'un vecteur propre est nécessairement de classe C' sur |0, 1]

Exercice 34 |/sujet]

Exercice 35 |/sujet] 1.a) calculer Xp(\) en supposant A # 0 pour commencer et faire des manipulations par blocs
sur le déterminant

Exercice 36
Exercice 37 2.d) Montrer P(B)M = MP(A) pour P € R[X]
Exercice 38
Exercice 39
Exercice 40

Exercice 41

Exercice 42 |/sujet] 2.d) Montrer que I'endomorphisme induit par g sur ker(f?) est nilpotent; il faut conclure
qu’un tel g ne peut pas exister.

—

Exercice 43 |/sujet

Exercice 44 |/sujet

Exercice 45 |/suje

Exercice 46 |/sujet

Exercice 47 |/sujet 2.c¢) Calculer P(Z =h|Y =k)

Exercice 48 |/suje

Exercice 49 |/suje

Exercice 50 |/sujet 2. ¢) Pour simplifier les calculs, remarquer que f’ est impaire

Exercice 51 |/sujet 1.a) Poser u = tan(z) pour la valeur finale

Exercice 52 |[suje 1.b) Pour trouver la constante d’intégration, on peut faire une IPP (en primitivant cos(xt))

Exercice 53 |/sujet

1 ~ O~ O O~ MO MM 1
e [ M) B M B M [ M S M B M N M B M N M N M B

Exercice 54 |/sujet 2.d) Calculer (L;|L;) avec ¢ < j par IPP

e) Introduire les points ou L,, change de signe sur R et raisonner par I'absurde en introduisant un polyndme
simple qui change de signe en méme temps que L,, sur R™.

Exercice 55 [/sujet]
Exercice 56

L

Exercice 57 |[sujet] 1.b) Utiliser le TCD et les restes de la série
2. Calculer ||z +y + z|?

Exercice 58 |/sujet/
Exercice 59 |[/sujet]
Exercice 60 [/sujet]



Exercice 1 |[sujet]| 1.a) Tous calculs faits, on trouve y(z) = { (

b)

Solutions

e’ + Be 3% — 3ax —b siz>0
a—a)e®™ + (B+a)e™™ +3ax —b siz <0
Si y admet une asymptote en +oo alors on a un des deux cas suivants :
— soit y tend vers une limite finie en +00, ce qui n’arrive que si @ = 0 et a = 0. Dans ce cas, on vérifie que
y = b est asymptote en +oo.
y(z)

— soit y tend en 400 vers +0o et == tend vers une limite non nulle en +00, ce qui n’arrive cette fois que si

a =0 (et a #0). La droite d’équgtion y = 3ax + b est alors asymptote en +o0.
En faisant de méme en —oo, on obtient dans le cas a = 0 la fonction avec a = = 0 avec y = b asymptote
horizontale en +o0. Et dans le cas a # 0, = 0 et 5 = —a qui donne la droite y = 3a + b asymptote en +o00o et
y = —3ax + b en —oo.

2. On a (BA)® = 0 donc Spe(BA) = {0} (car non vide) donc X4 = X". Si n > 2, on a (C-Ham) (BA)? = 0.
Par contre, si n > 3, on prend A = Ey 2+ Ea3 et B = E1 1 + Eq2, on vérifie (AB)2 = E1272 = 0 alors que
(BA)? = (E12 4 E23)> = E13 # 0.

Exercice 2 |/sujet] 1.a) m = min{f(z), ||| < R} existe par le th des bornes atteintes et si ||z|| > R, on a

b)
)

)

f(z) > A= f(0) > m donc m est le min de f sur E entier
déja fait
On pose F = R,[X] et f: E — R telle que f(P) = ||g — Plloo; f est continue (car 1 lipsch par inégalité

triangulaire) et f(P) = | Plloo — lglloo W +o0o donc avec la question précédente, f admet un minimum
oo —>+00

sur E' (qui est de dimension finie)
?

2. Exercice pas trés intéressant si on connait les matrices compagnons !

a)

b)

r

On peut factoriser @ sur C (et le rendre unitaire en divisant par son coeff dominant) : Q = H(X — Ak) on

k=1
Ai (1)
prend alors M = diag(Mi, ..., M,) avec M; = | o .. € M,, (C) (triangulaire supérieure)
(0) Ai
0 (0) ap
n—1 .
De fagon générale, si P = X" — Zaka alors P = &)y pour M = 1 ' “@ (matrice
k=0
(O) 1 Ap—1

compagnon de P)

. - _fa b _(d b’)
Exercice 3 1. On pose A = (c d) et B = (c’ d

a)

b)

c)
d)

2. a)

b)

c)

Exercice 4 l.a) 0<

facile
a—a = b 0
-V a-d 0 b
M = Matp(p) = c 0 d—d _
0 c - d-d

M =0 si et seulement si A = B € Vect{I>}

Si A ¢ Vect{I} alors (Cs,Cs5) libres; si A, B € Vect{I2}, A # B alors (C1,Cy) est libre donc rg(M) =1 est
dg mt wt
7 | =
)| =

impossible
()
— |sin
x +1)2 r+t/| " (a+1)?

f(0)=—1et Emf =1 pat TCDPC (méme domination que pour C%)
e}

lg(z,t)] < 1 puis six € [a,b] C R

T

Tous calculs faits, on trouve f'(z) = / v sin(v) dv et v sin(v) i donc v s =Y sin(v) est
ox U v v— v
x+1

intégrable sur |0, 7] donc lim f/(x) :/ -
z—0 0

. Y sin(v) dv donc (cons. du TAF), f est C! sur R™.
H, 1
<

F\menCR:‘i‘OO



Exercice

b)

c)

2.a)

b)

Exercice

b)

Exercice

= " e’ —1

On résout 1'éq diff et on trouve (avec f(0) =0) f(z) = ez/
0

Tl1—et

dt (Iintégrale ne pose pas de pb car la

fct est prolongeable par continuité en 0)

1— €7t +o00o (71)71, " N +o0o (71),”4 szrl '
; :Z (n—i—l)!t donc f(z) =e Z mEDinT1 pour tout x € R puis prendre = = 1.
= n=0

Tr(AAT) = |AT|2 > 0si A#£0

S = PDPT = PA?PT (avec A = diag(y/A1,...,/An)) et prendre A = APT qui est inversible car \; > 0 et
P inversible.

Tr(SS") = Tr(ATAS") = Tr(AS’AT) > 0 car AS’AT € ST (R) car (AS’ATX|X) = (S’ATX|ATX) > 0 si
X # 0 car AT est inversible. (on a méme Sp(SS’) C R*)

5 |[sujet] 1.a) cours

cours : lim(Hy,, — H,) =1n2

1 6 6 6 24 =~ 1 1 1

- = 2 - = . = Hpp — —H, — 1, on t —

a  nntD)@ntl) n Tntl g1l N 22k +1 Ty on rouve;ak

6 24 =1
24(H, — H. — 1 =18 —-241n2
( g 2n) n+1 2TL+1+ SdOnanjl 8 n

n—1

Par récurrence sur n : si on pose B, = ﬂ A;,ona P(A,NB,)=P(A,) + P(B,) — P(A, UB,,) > P(A,) +
i=1

P(B,,) — 1 puis HR pour minorer P(B,,)

?

6 |[sujet] 1.a) linéaire : facile. Si (v,) = 0 alors comme u,+; = (n + 1)v,11 — nvy,, on a (u,) = 0 donc
injectif. Si (v,) € E, il suffit de définir (u,) par u; = v et upy1 = (n + 1)vye1 — nu, pour trouver (uy,) telle
que ¢(u) = v donc surjectif

Si v, = Au, alors on a v1 = u; = Aug donc w3 = 0 si A # 1 puis upy1 = (n + 1)v,41 — nv, donne

1
[1 = A(n+ 1)]ups1 = nAuy,. Si A ¢ {—,n € N*}, on a u; = 0 puis par récurrence u,, = 0 donc A ¢ Sp(yp). Par
n

1
contre, si A = T alors uy est gleque, ug—1 = 0,...u3 = 0 donc E% () est la droite engendrée par (u,) définie

k
paru1:-~-:uk_1:O,uk:1etun+1=Munpourn>k
—1)k
Z(k‘) est ACV
par CSSA, |u,| <
(n+ )
t"1int Y int
Up = / th=tIntdt TITT/( 1)”“711dtpuis,avecleTITTet (pourH4)/ - dt <
o 1+t o | 1+t
+oo 1 1
1 Int Int
— t"illntdt:—,ontrouve u":/ ——— dt qu’on calcule par IPP sur [z, 1] C]0, 1 :/ ——dt =
/o w 2= ) TrE P S AR
Inz L1 1 rlnzx =3
$+1+/z (E 1+t> dt=—-In2+In(zx+1)— porar doncZan— In2.

7 1.a) I({1}) ={id} donc t; =1; I({1,2}) = {id, (12)} ((12) est l’appl qui échange 1 et 2) donc
to =2 et I({1,2,3}) = {id, (12), (13),(23)} donc t3 = 4

I([1,n])) C S, (ensemble des permutations de [1,n]) donc ¢, < n!

Sig(n+2) =n+2alors g, . € I([1,n])doncily at, applications de ce type. Sinon g(n+2) =k €[1,n + 1]
(il y a m 41 choix pour k) puis g(k) = n+2et g, € I(E), ) ot Ey =[1,n+1]\ {k} doncily a (n+ 1)t,
applications de ce type

siap, = on a antg = (@n+1 + apn) donc f est solution de f'(z) = (1+ z)f(z) avec f(0) =tg =1

' )
donc f(z) = emte? /2

(n+2)!



2.a) on suppose le résultat vrai pour tout G C GLi(C) avec k < n et on choisit G C GL,41(C). Pour A € G,
on a Sp(A) C {-1,1} et A est DZ; si pour tout A € G, on a Card(Sp(A)) = 1 alors tous les éléments
de G sont des homothéties (donc déja diagonales). Sinon, on choisit A € G avec Sp(A) = {—1,+1}, on a
C" = E1(A) @ E_1(A). Par commutativité, E1(A) et E_1(A) sont stables par B € G donc si B est une base
de vp de A, pour tout B € G, on a Q' BQ = diag(B1, B,) (diag par blocs et Q@ = P(B. — B)). On vérifie
que G; = {B1,B € G} et Gy = {BQ,B € G} satisfont les mémes hypothéses que G (avec k < n) donc par
HR, il existe P;, P, telles que P_ B P = D1 et P_ By P, = Dy sont diag pour tout (By, Bz). On pose alors
P = diag(Py, ), on vérifie P~ ! = diag(P; ', Py )etP Q' BQP = diag(Dy, D)

b) Ona A= P 'DP avec D = diag(\1,...,\,) et \; € {—1,+1} donc 2" choix pour les \; au plus et P est fixée.
Exercice 8 |[sujet/| 1.a) upt1+ (n+1)+1=2(u,+nl)donc u, =2"(up+1)—n—-1

1
2—z (1—-2x)?

1
b) wn ~ (14 ug)2" donCR—iet si|z| < ,f( )= (14 uo)

1 n
c) Up <:|:§) ne tend pas vers 0

fWg(®) 1
2.8) =g © ((1 — 1)1/

) (idem en —1) donc ¢(f, g) existe; le reste est facile

1 ! w3
b) | arcsin||? = {g arcsin(t)?’} » =1
. 1 1
¢) Cest d(arcsin, R [X])? et Py = —, P, = EX est une bon de R;[X],...
T

«

Exercice 9 |[sujet/| l.a) MeAes M= (*B
que A est un R-ev puis (avec § = a + ib), on trouve A = Vectr{E11 — E22,FE1 2 — E21,iE1,2 +iE51} donc

) avec « € R donc on vérifie (par R-linéarité de la conjugaison)

dlmR(A):3
0 1 B A
b) M (_1 O)GAmalssz(_i O)gZA
o’ +[8* =1 _ 0 ¢
2. MeANnB& < af=0 @a:Oetﬂ:ewdoncAﬂB:{(i o O),GGR}
—a® + | =1 ’
m§+w§:1 -
3.0nvériﬁeM:<a ﬂ)eB@ |AL|+|§‘:1 < y=-8 OnadoncM:(a— é)avec
Y d a’Y"_Bé:O |Ol|2—|—|ﬁ|2=1 _B «
ad—py=1

|al? +|B]* = 1. On a alors Xy = X? —2X Re(a) + 1, A = 4(Re(a)? — 1) et comme Re(a)? < |a)® =1 — |3, si
B #0,on a A # 0 donc M est DZ. Reste les cas § = 0 qui sont évidents car M est déja diagonale.

1
Exercice 10 1. Par analyse, on trouve a +b = f(1) et a — b= —if(i); on pose donc a = §(f(1) —if(i)) et
1
b= g(f(l) +if(i)) et ona f(z+iy) =xf(1)+yf(i) = z(a+b) +iy(a — b) = az + bz. Réciproquement, une telle
application est bien R-linéaire.
1 _ (Re(a+b) —Im(a—>b)
Si B = (1,4) est une base de C, Matp(f) = <Im(a +b)  Re(a—b)
b)Im(a — b) = |a|® — |b]* donc f € GL(C) si et seulement si |a| # |b].
2. H est un hyperplan : le noyau de (z1,...,2p) — 21 + - - + 2, (forme linéaire non nulle)
3.7

) donc det(f) = Re(a+b) Re(a —b) +Im(a +

1

Exercice 11 |[/sujet] 1.a) T(w) = — n’a pas de solution puis T o T'(w) = w
a

|w|? — 2a Re(w) + a?

T(w)* = éduit [T'(w)| =1 =1 (T(dD) = D), puis |T 1
b) |T(w)] 1~ 2aRe(w) + aZla? donc on en déduit |T(w)] S |wl (T(OD) = dD), puis |[T(w)| < 1 &
lw| <1 (T(D)=D)et|T(w)|>1<|w|>1(T(D) =D
2. a) OnaP:)\(X—a)H(X—bi) avec b; € {z2,...,2m} ¢t A € C*. On trouve P(z) = H ((1—aby)
k=2 k=2

1—a

2"
a>'

- ~(1
(b1 — a)) donc P est un polynoéme de degré n et P (7) = (
a
b) ?



Exercice 12 [[sujet] 1.a) P(S,=1,T,=2)=0alorsque P(S,=1)#0et P(T,, =2) #0

N n n
N-k+1
b) E(T,) = P(T, > k) et (T,, =2 k) = X; > k) donc, arindé,PTn2k:<7) et
) E(Th) ;;:1 ( ) et ( ) Ql( ) p p, P( ) N
N-1 N
E<Tn) - (1 B N) n—+o00 1
k=0
¢) Idem avec P(S, > k)=1— P(S <k—1)—1—<g)n donc E(S )—N_]\f1 <£>n N
" B " - e =0 N n——+00

2.7

Exercice 13 |/sujet] 1. (f +id)? = 0 donc il existe une base de E telle que Mats(f) = —I5 ou <_01 jl)
2. X% +2X + o n’a pas de racines réelles donc Sp(f) = 0 et n est pair

1
3. Onprend a #0 et b=——f(a); (a,b) est libre car a ne peut pas étre un vecteur propre de f (qui n’en a pas)
e

1
4. On construit la base par récurrence : on choisit xy ¢ Vect{z1,y1,...,Tk—1,Yr—1} et on pose yr = —— f(x). Il suffit
Q
k
1
alors de vérifier que cette famille sera libre : si (1) : E a;iz; + byy; = 0 alors comme f(y;) = —— () = x5 — 2ui,
oY
i=1

k
en composant par f, on a (2) : Z a;(—ow;) + bi(x; —2y;). On élimine yy, en faisant (aar + 2by)(1) + b5 (2) ; le coeff
i=1

de zy, est alors ag(aag + 2by) + b2 = (ar + bk)2 +(a— l)ai. Si ay ou by est non nul, le coeff de x est non nul et on
trouve z, € Vect{z1,y1,...,Tk—1,Yr—1} ce qui est absurde. On montre ainsi la liberté de cette famille pour tout
k, avec k =n/2 on a la base souhaitée

Exercice 14 |[sujet] 1. {0} et E sont stables. Si f est une rotation de R?* d’angle 7/2, alors f n’a pas de valeur
propre donc il n’existe pas de droite stable et {0} et R? sont les seuls sev stables

2. ker(f) # {0} et ker(f) # E (car f # 0) est aussi un sev stable.
Si n est impair alors f admet 4 espaces stables : {0}, ker(f), Im(f) et E. ker(f) = Im(f) est impossible en
dimension impaire avec le th du rang.
f associé & E 5 (nilpotent) posséde 3 espaces stables : {0}, ker(f) = Im(f) = Vect{e;} et R?.

3. Si Xt est SARS, on vérifie qu'un sev est stable si et seulement si il est engendré par une famille de vecteurs propres
de f :si F est stable alors g induit par f sur F' est DZ donc F' = Vect{u;} avec u; des vp de g, ie des vp de f qui

n
appartiennent & F' (récip facile). On a donc i ) sev de dimension k stables par f.

Si A est vp multiple de f alors toute droite incluse dans F(f) (il y en a une infinité) est stable par f.
Exercice 15 1. Pour v = 1, f(x) = ae”. Pour v = —1 on a f'(z) = f(—x) donc f" est C' et on a f'(0) =
f(=0)=aet f"(z) = —f'(—x) = —f(z) donc f(z) = a(cos(z) + sin(x))
2. R = +oo par d’Alembert par ex, vérification de f’'(z) = f(yz) facile
3. si f'(z) = f(yz) alors par récurrence, f est C et f(x) = y"=V/2f(4 z). Sur [ A4, A], on a |f™(z)| <

Tz —t)" |l
| fllo,(—4,4] donc /0 %f(nﬂ)(t) dt| < (|n+1)!|f”°°’[_A’A} = 0 donc f est DSE sur [—A, A] pour
+o00 s
tout A donc sur R. En posant f(z) = « Zan—', on trouve que f est alors la fonction de 2) donc S, est un
n!
n=0
singleton composé de la fonction définie en 2)
. . 1—cos"zx n 1—cos"x 1
Exercice 16 [/sujet] 1. = 0 3 et = = 0 (?)
2t
2. on pose T = {\/ —
n
. In(cost) 1
3. h(l;n T = _5

1 — cos™ (\/%) 1 et

4. on trouve la limite de (v,,) par TCD :si f,,(¢t) = ,ona lim f,(t) = ———. Reste la domination :
v (va) P fa(®) 7 i fult) = =

2 2t 2
sit > 1alors |fp(t)] < —=;sit < 1alors \/— € 0,\/j
t\/f n n

C [0,a] si n = ng (ng ne dépend pas de t) et




e meos (/2] = { 2 2’5} ~1t On a done [fa(8)] = fult) < 2 sur 10,1]
— = ex n — Z ex - — | = . Un ol n = Jn X =, 5 r |y, 1
cos - exp |nlncos - exp n- e a donc T su s
n = ng.
+oo — +oo —
1—e " 2 x z=t2 2 v/
On a donc lim w, :/ LI PV £ 7/ S /7. Au final, u, ~ v
n—-+oo 0 x\/T 3 Jo N3 3 3v2

Exercice 17 |/sujet] 1. degrés étagés

o n e k) 0 mkén—l
2. Q) = Z;aipk( donc X;azpk =) = { n!P(1) si k =n (Leibniz)

n
3. (Sn); = Zaibfl or X771 € Vect{P,, ... , Pj_1} donc, avec 2), (S,); = 0 pour j < n. De plus X = P, + R avec
i=1
R € Vect{Py,...,P,_1} donc (S,)ns1 = n!P(1) donc S,, = n!P(1)E, 1 (dernier vecteur de B, de R"*1)
0 V(by,...,bn)

4. |Sy,B1,...,By| =0car S, € Vect{Bi,...,Bp}et|S,,Bi,...,Bn| = nP(1) b B
! T

Comme les b; sont deux a deux distincts, on en déduit P(1) = 0.

+oo
Exercice 18 |[[sujet] 1. zy/(z) + ay(z) — zy(x)? = aap + Z

n=1

n—1
(n+ a)a, — Z akanlk} 2" donc y est solution ssi
k=0

n—1
E Qxay,_1_k puis on vérifie par récurrence 0 < a, <1 donc R > 1
k=0

apg=1et a, =

n-+a«a

2. onaOganéldonc,pour0<w<1,0<ga(x)SZJE":

3.a) avec T-Y, comme f(1) =1,ona f(t) = f'(1)(t — 1) + o(t — 1) donc ¢ x f est bornée au voisinage de 1

e

1
b) Onal > 0et I = / tf(t)? + 2/ t%o(t) f'(t) f(t) dt + /pltaf’(t)th. On a t%p(t)f(t)? = 0(1-1)
0 0 0
1
donc 2/1 to(t) f (1) f( t* [t (1) + ap(t)] dt @ —/ 7 [a+ t(t)?] f(t)*dt donc on a
0 0 0

1
I:/ to‘f(t)2dt—a/ to ()2 dt
0 0
Exercice 19 1. cours

. . n n—1 " (n—-1 e i=k—1
2. Sy facile; si k > 1, k(k) = n(k_ 1> donc Sy, 1( nZ( ) — )k~ xSy o(z) V= nx(x +
1—z)" ' —nz=0

Y 2
3.onal|f (%) — f(x) — (S - x) f’(x)’ < > (E - a:) avec M = r[%a1)]< |f”] (th des bornes atteintes) ; en sommant

n

et avec l’inég triangulaire, on obtient Sh,2(x) qui donne le résultat.

Ba(f) = Suo®)f () = ~Sn1(0)/' ()| < 51

z(l—z) <~ donc IBrn(f) = flloo < M donc (Bn(f)) CVU sur [0,1] vers f.

. _ 2)\—1/2 1
Exercice 20 su]et 1. QO,\(t) :1 m et 5 - A<l
. dg »g 2 o
2. |g(z,t)| < pa(t) puis 8 ( t) = —toa(t) sin(zt) donc %(x,t) < tpa(t) Y ox(t) et @(x,t) < t2pa(t) indép

de z et intégrable sur [0, 1].

1 1
I (z) = —/ tcos(zt) X tpx(t) dt 'EP —/ [cos(xt) — x sin(at)] a

1 _ $2\A\+3/2
1-t¢
/ mcos(xt)¥dt
0

_ t2 >\+1/2 1
) dt puis / sin(xt)(1 —t2)M1/2 dt 'EP
0

22 +3

400 on 1
t t
3. pour (x,t) € R x [0,1], cos(zt)px(t) = E (—1)"(242)‘)&)302" puis TITT, avec z € R fixé, (H4) / |fr(t)]dt <
n=0 ’ 0

2n 1
(gn)!/o pa(t)dt

Exercice 21 1. si B= M + I, alors Xp(B) = 0 et le coeff constant de Xp est (—1) det(B) # 0 donc on en
déduit Q € R[X] tel que B™* = Q(B) = Q(I,, + M) = P(M) avec P(X) = Q(1 + X) € R[X]

= (=1)"n!P(1)V (b, ...



2. Soit X tel que MX = +X, on a (MX|X) = 4| X|? et (MX|X) = X"MTX = - X"MX = —(X|MX) donc

X% =0
det(l, + M
.5 N = F(M) alors NNT = (I, + M)(Iy = M) (1, = M)y + M) = I, et det(N) = 30 =
det M n
dei((In:_]\/[)) = +1 donc N € SO,(R). Si NX = —X alors avec 1, I,, + M et (I, — M)~' commutent donc

(I —M)X = (I, + M)X donc X = 0.
récip, si N € {N € SO, (R),—1 ¢ Sp(N)} on résout f(M) = N dont la seule solution est M = (I, — M) (I,,+M)~!
(qui existe car —1 ¢ Sp(M)) et on vérifie NI = —N donc N € A, (R)

4. 7

+oo too
Exercice 22 |/sujet] 1.a) Par IPP, / e T dr = A" + n/ 2" 'e " dx ce qui donne le résultat avec
A

A

|
— k!
“+oo
b) Par continuité croissante, hm P(X <n)=P(X eN)=1donc / 2"e” " da ~ n!
n—-+4o0o A
¢) Gx(t) =e Y done Gx(1 ) =let Gx(—1)=e2*
WA \ A2k +oo ok 1,
221 =23 e" 2 _ =z 1 —1)) = ch(2
d) Gx(1)+Gx(~ Ze T Z ot ome X g = 5 (Gx (1 +Ox(-1) = ch(2)

+o0 2k
11 1 A
e) (XY €2N)= (X €N,Y =2)U(X €2N,Y = 1) donc P(XY € 2N) = J+-P(X € 2N) = 2+2 —A(%)' -

1 -
5 (1+ech(2))

2.a) leill® —lleil* =) _(ejle)* > 0 done Jles]| < 1

J#i
b) La liberté donne 'existence d'un tel = : E est de dimension au moins égale & n (ou infinie). On a 1 = ||z|? =
(en]x)? puis par C-Sch 1 = (e,]2)? < |len®[|z]*> = |len]|* donc [le, || = 1 puis [le,| = 1.
¢) On trouve de méme ||e;|| = 1 donc avec I’égalité de a), il reste Z(ej le;)? = 0 donc (ejle;) = 0 (somme de termes

J#i
positifs nulle) donc (e;) est orthonormale puis une base car si E # Vect{e;}, on prend = € Vect{e;}* \ {0} et
on a ||z]|?> = 0 ce qui est absurde.

. . 1Y . . .
Exercice 23 1. a) }1_1}1(1) fz,t) =z et f(a,t) SO <t—2> ; impaire facile
of 1 1
b t C' sur RT (— )| = <
) gestCsur RE avee (5000 = mramyiro2) S 17 2
1 t=+oc0 ,
¢) décomposition en éléments simples facile puis, si 2% # 1, ¢'(z) = T2 arctan(t) — xarctan(mt)} 2"
-z t=0
1
ﬁg(l —x) = g(l + x) qui est aussi valable en & = 1 par continuité de ¢’
-z
d) facile avec g(0) = 0 pour la constante d’intégration
e) I =2g(1) par IPP
2. a)
3.a) ¢ est un endomorphisme (cf cours compléments d’algebre linéaire)

b) la matrice dans la base canonique de ¢ est donc Xy = (X —1)*(X +1)?; E1(f) = Vect{X?+

L,X3+ XYet E_i(f) = Vect{X? - 1,X3 — X} donc DZ.
¢) Tr(p) =0et det(p) = 1.

Exercice 24 |[sujet] 1.a) yo(z) = %
T

1 wt)\—l
b) y(x):x)\<a+/l 1+tdt)




c)

Exercice

Exercice

b)

2 o o
S— N N N

Exercice

b)

Exercice

b)

1+t 1+1¢
17! [ 1

/ —— dt qui est bien bornée car |y(z)| < —/ At = X

0 0

1 -1 1 ax-1
t t
/ dt converge donc la seule solution éventuellement bornée est pour o = / dt donc y(x) =
0 0

) 1+t A

facile avec (z]y) = XY 7T et AT = —A

det(A) = det(A”) = det(—A) = (—1)" det(A) donc det(A) = 0 si n est impair

Im(f) est bien stable par f donc cet endomorphisme g induit existe. g reste antisymétrique avec a) et si

x € ker(g), on a g(z) = f(x) =0 et x = f(u) donc ||lz||*> = (z|f(u)) = —(f(z)|u) = 0 donc g est injectif. Avec

b), on en déduit dim(Im(f)) est paire.

i. 3 est impair donc f n’est pas injectif; on prend e; # 0 dans ker(f) puis (eq,es) une bon de Vect{e;}*.
D = Vect{e; } est stable par f donc, avec a), D+ est aussi stable par f et la matrice de I’endomorphisme

induit par f sur D' reste antisymétrique donc de la forme (_Oa g)

ii. Xy = X(X?+ a®) donc A n’est pas DZ dans M3(R) sauf pour a = 0 (ou A est nulle) par contre A est DZ
dans M3(C) car X4 est SARS dans C (si a # 0)

25 |/sujet/| 1.a) facile
cours

E)(u) est une droite. Si e est un vp de u alors D = Vect{e} est une droite stable par v donc e est aussi un vp
de v

toute base de vp de u convient ; Z, est donc isomorphe (se placer dans une telle base) & 1’ensemble des matrices
diagonales donc dim(Z,) =n

7(#) o~ In(t)

1

n 1
f@t) = Z %ln(t) si t €]0,1] puis TITT (avec f, < 0 pour la val abs) avec /0 fa(t)dt = TEDmED

n=0
puis chgt d’indice

1
26 La) Yo OV

=~ 1 = 7! = 7! 2
Onae= kZ:O l + R,, donc 2nlme = 27(,;) % +2nl7 R, et kzzo % € N donc sin(2n!re) = sin(2n!wR,,) ~ - :1
(SATP) donc Zsin(Qn!ﬁe) DV

B (n+1)! (n+1)! 1 .
(n+1)!R, =1+ 2 + Z i et Z o < Z W= 1) nores 0 (reste de série CV).

k>n+3 k>n+3 k>n+3

facile
Tr(A) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0 puis A* = A*B — A*"!BA donne aussi Tr(A*) =0
récurrence

si A n’est pas nilpotente alors A* est un vecteur propre de f associé & la valeur propre k € N* donc N* C Sp(f)
qui est absurde car f a au plus n? vp

. Vit 1 1
27 L) 0= 7575 e 0 2 o(3)
+oo
f) = Z Vte™™ puis TITT (chgt de variable pour le calcul des intégrales)
n=1
1
On peut remarquer A = CCT avec C = [ j | donc rg(A) = 1 et comme Tr(A) =0, on a X4 = X° donc A
2
J

n’est pas DZ (sinon elle serait semblable & 0 donc nulle)

Comme A% =0, on a aussi p?(X) = A>XA? = 0 donc ¢* = 0 et Sp(p) = {0} donc ¢ n’est pas DZ non plus
ona f(X)=ccTxcc? = (CTxC)CCT car CT'XC € C donc f(X) € Vect{A} et Im(f) = Vect{A} (car
f#0)

28 1.a) 1ignf = 1 et par convexité de sh sur R*, on a sh(z) > 2 > 0 donc 0 < f(z) < 1 sur R

donc sur R par parité.

w500 ()



Exercice
b)

2.a)

Exercice

_ 2nch(nx)

On applique le théoréme de dérivation avec |f, (z)| = Por qui décroit (redériver) donc || £, |lsc (b =
sh” nx
2nch 1
) _ (L) silancEr
sh®na n—teo \n
02 gy LR () double limite. L S~ J02)° =L | fna)’| 1
fulz) = 3 donc () = e Zl 3 et par double limite, IE%Z:LT = Zlﬁ car | = 5| <
donc CVN sur ]0, 1]
1 h
@ = 2% est ¢ car DSE sur R (utiliser le DSE de sh) et ne s’annule pas car f(0) = 1 donc f est C*° sur R
x x
cours
X3 - X? 4+ X -1 = (X —1)(X?+1) donc Spc(A) C {1,i,—i} avec (A réelle) m;(A) = m_;(A) donc

det(A) = 1™ x [i|*™ =1
Tr(A) = mq + m;(i — i) = my = n — 2m; donc, en particulier, Tr(A) € [0,n]

29 l.a) X+Y < Z(\+p) (cours)

PX=kY=n—-k A
P(X=klZ=n)= ( P(é — n)n ) donc on trouve X(z—p) < % <n, P ﬂ>
Siz=a+bavec f(a) = f2(b) +b=0alors a = f*(x) + x et b = 2 — a donc la décomposition est unique si
elle existe et si on pose a =z + f*(z) et b=x —a,onax =a+b, f(a) = f(x)+ f3(x) = 0 donc a € ker(f) et
2 +b=f*(x)+2— f*(a) —a= f*(x) + —a = 0 donc b € ker(f? + id) et R® = ker(f) ® ker(f? + id).
Si on avait ker(f? 4 id) = {0}, on aurait R* = ker(f) donc f = 0, absurde
comme x # 0, si (z, f(2)) est liée alors il existe A € R tel que f(x) = Az donc f?(x) = Nz et 0 = f2(x) +x =
(A2 4+ 1)z ce qui est absurde car 2 # 0 et 1+ A\ #0 (A € R)
on vient de prouver dim(ker(f? + id)) > 2 et si on avait dim(ker(f? 4 id)) = 3 alors on aurait f? + id = 0
donc f? = —id puis det(f)? = det(—id) = (—1)*> = —1 ce qui est absurde. On a donc dim(ker(f? + id)) = 2 et
dim(ker(f)) =1
il suffit de prendre une base adaptée & la décomposition de la premieére question en prenant une base de
ker(f? +id) de la forme (z, f(z)).

Si f =u%alorsuof = fou=u®doncuet f commutent donc ker(f) et ker(f? + id) sont stables par u.

Dans la base précédente, la matrice de u est donc de la forme (3 Bl) avec A € Ms(R), a?=0donc a =0
_ 2 _ 32
et A2=B= (0 1). Comme A et B commutent, A est de la forme A = ( “ b) puis { ¢ b donc
1 0 —b a 2ab = —1
0 0 0 1
a= —b (ab < 0) et 2a> = 1; on a donc deux solutions £— [ 0 1 1 |, doncu==+—(f — f?)
V2 0 -1 1 V2

30 1. a) (Z):Z(Zj)

- a " (n+1 a n+1
P(X =k)= = ontl _ 1) ¢ —
];) ( ) n+1kz_;)<k+1> p ) done a = oo

A+t -1 | _on2nth 41
—(2n+1 —) puis E(X) = ST

Si Matg(u) = D alors Mat B(u?) = D? reste diagonale

Ey 2 n’est pas DZ mais E%Q =0 lest

Le méme calcul donne Gx (t) = et V(X)=...

(ﬂc - %u(m))) donc
(ut@) + yur(@)) =

u+ Mid) (récip facile)

1 1
analyse : si x = a+b € ker(u?>—\?id) alors u(z) = A\(a—b) donc a = 3 <CB + Xu(x)) etb=

la déc est unique si elle existe. Récip, pour un tel choix de a et b, on a © = a+b, u(a) =

1
§(u(a:) +Az) = Aa; de méme u(b) = —Ab. On a donc ker(u? — A\?id) C ker(u — \id) @ ker
Soient A1, ..., A, les vp distinctes de u?. Il existe des complexes w; tels que u? =) etonaC" = @ E, (u2)
1<igr
— si u est bijectif alors \; # 0 donc Ey, (u?) = E,,, (u) ® E_,, (u) donc C" = @ (Bu,(uw)® E_,,(u) et u est
1<ir

D Rl Y

—~

DZ



Exercice

b)
)

Exercice

Exercice

— sinon, on suppose A\; = 0 et on a C" = ker(u @ B, (u?); avec ker(u) = ker(u?) et ce qui précede, on
2<igr
aC" =ker(u)®& € (B, (u)® E_,,(u)) donc u est DZ

2<i<r

2
31 1.a) Siz#0alors u,(x) ~ — et u,(0)=0donc D =R (et S est paire.

n——+00 712
1%n|loo,[—a,a] = tn(a) donc CN sur tout segment de R.

2z " 2x
P <ul(z) = < dt d E t <
our z > 0, 0 < uy, () (1 T ) (1 T 227) /n (T O 1 22D onc » ul(z) CSet0< Ry(x)

/+Oo Rl dt < /+Oo 2 gp = 2 [ t (t)r e Ty

o m+na+re®) S hien ), 11222 T mia) MY S e a) N
CVU sur R" puis sur R par imparité.

Facile

seul défini positif pose pb : si les a; sont 2 & 2 distincts et (P, P) = 0 alors P admet n + 1 racines distinctes

et deg(P) < n donc P = 0 et on a un produit scalaire. Si ag = a; par exemple et P = H(X —a;) € R,[X]
i=1
alors P # 0 et (P, P) = 0 donc pas un produit scalaire.

= Vect{Q} avec Q =1

[p(X™, Q)
vVn+1 \/n+1zak

d(X", F) = [[rpe (X7)|| =

3 . . . 1 ‘un - un—1|
32 t 1. >0d t <1, > —et —Up| =
[sujet]| a) onauy, onc (uy,) existe puis u, puis u,, 5 et |Upr1—up| 0T w) (1)
4

4 n
§|un — Up—1| ce qui donne |u,11 — uy| < C (§) donc Z(un+1 — uy,) est ACV. La limite vérifie £ > 0 et

E:Ldoncézﬂ.
1+7¢ 2

si u, = Pr alors up41 = donc on pose ppt1 = @y €t gn+1 = Pn + ¢n puis X, ( ) etona X,y =

dn Pn T 4n
n n n— n—1
(01 o L1445 1-+5 1 |[(1+V5 1-+5
AXnavecAf<1 1).PUISA 7% ( 3 ) ( 3 )}A+\/5 < 5 + 5
ethz(D donc X,, = ... puis u, = ...

Sur {0, g}, ona 0 <sinz < xdone 0 < upry < Uy ; la suite (uy,) est donec CV vers [ tel que | = sin(l) (car sin
est CY) donc | = 0 (étudier > x — sinz).

1
Z Up+1 — Uy, CV (télescopique) et comme u,, tend vers 0, on a Uy 41 — Uy ~ —Eus (négatif) donc Z uf’l CV.

n

In 2L — In(wp41) — In(uy,) est une série télescopique DV puisque (In(u,)) DV vers —co. Comme (u,) tend
Up,
2
1
vers 0, U;:l =1- % + o(u?) donc In u;::l ~ —éui négatif donc Zui DV aussi.
33 |[sujet/| 1.a) seul défini positif pose pb : si les a; sont 2 & 2 distincts et ¢(P, P) = 0 alors P admet

n+1 racines distinctes et deg(P) < n donc P = 0 et on a un produit scalaire. Si ap = a; par exemple et

P = H —a;) € R,[X] alors P # 0 et (P, P) = 0 donc pas un produit scalaire.

= Vect{Q} avec @ =1

lp(X™, Q) _

A" F) = s (X)) = N = Zak

o(f) est C* sur ]0,1] et f étant continue en 0, on a (T-Y) f(t) = f(0) + o(1) puis, en intégrant, / f)dt =
0
0+ f(0)z + o(x) et lign ©(f) = f(0) donc ¢(f) est continue en 0 donc dans E. La linéarité est évidente.

Si o(f) = 0 alors / f(t)dt = 0 pour x €]0,1]; en dérivant on obtient f(z) = 0 sur ]0,1] donc sur [0,1] par
0

continuité en 0.

| I

N

I



Exercice

Exercice

b)

Exercice
b)

)

x
©(f) = f si et seulement si / f(t)dt = xf(x) pour x €]0,1] (I’égalité est évidente en z = 0) ; comme ¢(f) est
0

C! sur ]0,1], f = @(f) est forcément C' sur )0, 1]. En dérivant, on a f(x) = f(z) +xf'(z) pour z €]0, 1] donc f
est constante sur ]0, 1] donc sur [0, 1] par continuité en 0. On a donc 1 € Sp(y) et E1(¢) = Vect{1} (ensemble
des fonctions constantes)

On fait de méme avec A ¢ {0,1}, ona p(f) = Af si et seulement si f(0) = Af(0) (donc f(0) =0) et /l‘ f@)dt =
Az f(z) si z €]0,1]. On prouve comme précédemment que f est C* sur 0,1] et on a f(z) = )\(f(xo) +zf'(z))

1
donc f est solution sur ]0,1] de y/'(z) = <X - 1) zy(z) dont les solutions sont y(z) = az'/*~!. De telles

1
fonctions se prolongent en 0 avec y(0) = 0 si et seulement si Y 1>0< X €]0,1]. Au final Sp(p) =]0,1] et
Ey(p) = Vect {x — :El/)‘_l} (dte)

34 1.a) non

fait plusieurs fois

si f = g2 alors g°” = 0 donc g est nilp et g2 = fP~1 £ 0 donc 2p—2<n—1
O1h(u,v) = adig(au + Bv, fu — av) + Boag(au + Bv, fu — av)
Sia=p=1,onadh(u,v) =0 donc h(u,v) = p(v)

(u,v) = (u+v,u — v) est bien bijectif; v = % donc g(z,y) = (x — y) avec 1 € C*(R).

35 l.a) P(Y=n)=)» P(X=FkY =n)=p(l-p)" doncl+Y ~%(p)
k=0

n

dériver k fois le DSE de

2p
P(X=1Y=0)=0mais PIX=1)P(Y =0)#0
1g(B) = n + 1g(A)

+oo 2p 1—p k
puisP(X:k):ZP(X:k,Y:n):—( ) donc 1+ X ~
n==k

1—x 1+p\1+4p

1 1
Par Cy + C2 + XCl (par blocs), on trouve Xg(A) = A" det <)\In — XA) = X4(\?) donc Xp(X) et Xa(X?)

sont deux polynémes qui coincident sur C* donc sont égaux. Les vp de B sont les racines carrées des vp de A.

n n

SiXy = H(X — ;) SARS alors Xp = H(X — Bi)(X + ;) avec £0; les racines carrées complexes des a; donc
; i=1

=1
Xp reste SARS
Avecn=1et A=0, on a X4, SARS mais B n’est plus DZ (nilpotente non nulle)

61 Bl) donc si B est DZ alors B? aussi dans A aussi

Si B est DZ alors mg(B) = 2mg(A) et dim(Ey(B)) = dim(Eg(A)) (avec le th du rg et la premiére question);
comme A est DZ, on a dim(Ey(A)) = mo(A); on en déduit mg(A) = 0 donc A est inversible.

Réciproquement si A est DZ et inversible alors a; # 0 donc mg, (A) = mg,(B) et on vérifie dim(F,, (A)) =
dim(Epg, (B)) car rg(B — Bil2n) = n+1g(A — ay1,,) (faire Cy <+ Cy + 3;iC1 puis Lo < Lo + 6;1,,)

36 1a) A= (X—2)°
Non car sinon elle serait semblable & 215 et P2IsP~! = 215 # A.

OnaB2:<

2 0 3
avec u = (1,2,0) et v = (0,3,—1) 2 vp associés & 2 et w = (0,0,1) parex, A=P[ 0 2 -3 ] si P =
0 0 2

[l O

0
3
1

= O O

fn est impaire et, si ¢ > 0, f(z) ~ 2e ™ et0<e ®<1doncD=R"

r—+00
CVNTS de R™ avec |f,(7)| < fu(a) siz € [a,b] C RT™

fn décroit sur RT™ donc f aussi



Exercice

Exercice

Exercice

b)

d)

Exercice

shz 1—e 2 1 1 1
_ —(n—1)z -~ < —(n—1)z 0 1 0 < I <
shnx € 1—e2nz = ¢ n aalors 0 < f() shz sh 2z + an sh 2z +
+oo —2x
1 e
—(n—1)z _ = T)et — ~ 27
Ze sh2r 1—e* +ooo(6 )e shx 4+ ©
n=3
1
37 1.a) ZW cv
oo gt oo gt T 1 1
—— <ay < —— donc a, ~ = —arctan(n) = arctan { — | ~ —
T o1 1+ 1t2 2 n n

R =1 par équivalent, Z an DV et Z an(—1)" CV par CSSA ((ay,) est bien décroissante et tend vers 0) donc
D=[-1,1]
facile
Xp = X (X — 2)? puis Ey(B) = Vect{(1,0,1)} et Ey(B) = Vect{(1,1,0),(1,0,—1)} donc B est DZ

i. X4 =(X—-2)(X*+2X —1) (SARS)

ii. Si X est un vp de B et Y un vp de AT associés & 2, on pose M = XY 0 (a vérifier) et on a M € £
iii. Avec X; = (1,1,0) et Y = (0,1,1) puis X5 = (1,0,—1) et Y on a deux matrices de £ linéairement

indépendantes

par récurrence B¥M = M AF puis P(B)M = M P(A). Avec P = X, et C-Ham, on a X4(B)M = 0 donc comme
B2 +2B— I3 est inversible, on a (B—2I3)M = 0 puis Im(M) C Ey(B). On fait de méme avec P = X : on arrive
A M(A—2I3)? =0, ie (AT —2I3)>M" = 0; comme A est DZ, on a ker(AT — 213)? = ker(AT — 2I3) = Vect{Y'}
puis Im M7 C ker(AT — 2I3). On en déduit que M7 est de rang 1 donc peut s’écrire M7 = YCT avec

C € M31(R). On revient &8 M = CY" qui donne C € Im(M) donc C € Vect{ X1, X5}. Toutes les matrices de
cette forme (M = aX, YT + XY 7) conviennent comme on I’a vu avant donc dim(€) = 2.

38 1.a) (Z):Z(Z:i)

- a " (n+1 a n+1
P(X =k)= = ontl _ 1) ¢ —
];) ( ) n—|—1’;<k‘—|—1> pal ) done o= oo

1+ttt —1 n2mtl 41

(2n+1 1) pulS E( ) = ﬁ et V(X) =

Le méme calcul donne Gx(t) =
= Zak donc Hy = {1+ X +--- 4+ X"}*+ (hyperplan)
k=0
(L1 4 -+ X"

P € Hy siet seulement si P = 1-Q avec Q € Hy. On demande donc d(1, Ho) = |[mg. (1)]| = 1 =
n
1

n+1

39 1.a) Cours
(1 —a)f"(x) —2x(l+2)f () + f(2) = a0+ »_(n—1)*(apn — ap_1)z"

n>1

ap=0¢t (n—1)3(a, —ap_1)=0sin> 1d0ncan—an 18in>2.

R=1(sia; #0) et f(z —alzx

n=1
rg(A) = 2 donc dim(ker(A4)) =n — 2
symétrique réelle
0 est vp de mult n — 2 = dim(Eq(A)) (car DZ); il reste 2 vp telles que A\ 4+ p = Tr(A) = 1 et \? + p? =

" n+1)2n+1
(A)—1+2Zk2_23n—1s1sn—2k2 n( )6( )
est > 0, l'autre <O comme A+ p =1, 51)\est la vp positive,ona A=1—pu > 1.

XX -NX-1+))=X(X*-X+1-s5,)car Aest DZ

|z < 1.

. On trouve alors Ay = 1 — s,, donc une vp

n

40 l.a) P(M, < k) =P (U(Xi < k:)> tndép f[p(xi < k) = (%)n puis P(M,, = k) =
i=1



N N—-1 N—-1
b) i BE(M,) =Y k(P(My>k—1)—P(M, >k)=>_ (j+1)P(M, > j) }:MDM'>k:=§:PA1>k
7=0

k=1 k=0 k=0
N N—-1
(le dernier terme de la somme de droite est nul). P(M,, > k) =1— (N) donc E(M,) =N — ( )
k=0
ii. lim E(M,) = N : plus on fait de tirages, plus on augmente les chances d’avoir la boule N
N—-1 N
o) i BE(Mn(M, —1) “a“fzk k—10)(P(My > k1) = P(M, > k) = > j(G + DP(My > j) — > k(k —

j=0 k=1

Z

1
V)P(M, > k) =2 P(M, > k) puis V(M,) = E(M,(M, — 1)) + E(M,) — E(M,)> = N(N — 1) —

>
Il
—

N-1 N
2Z¥(N)+EWM—EMQF
ii. imV, =N(N—-1)4+ N — N? =0 : la dispersion des résultats tend vers 0 puisqu’on a presque toujours la
méme valeur

2.a) A et Bsont DZ et semblables & la méme matrice diagonale

b) 0 et une matrice nilpotente non nulle (E; ,, par exemple)

Exercice 41 l.a) X+Y < Z(\+ ) (cours)
PX=kY=n-k)

b) P(X =k|Z=n)= PZ=n) donc on trouve X z_,) %%(n,ﬁ>
2.a) facile
b) attention au casn=0:t"Ilnt =0 (i) et I, PP _71
0 \/{ (n + 1)2
c) facile : trouver une bon (fy, f1) de F puis 7r(g9) = (folg)fo + (f1l9) f1
d) cest d(g, F)* = [lg|* = (fo — 9)* = (f1l9)”

Exercice 42 [[sujet]  1.a) P(Y =n)=Y» P(X =k Y =n)=p(1 —p)" donc 1 +Y ~ ¥(p)
k=0

+oo k
1 2 1-—
b) dériver k fois le DSE de 7 puis P(X = k) = g P(X =kY =n) = P ( ) donc 1+ X ~
-z

l+p\l+p
2
a6
1+p

¢c) P(X=1,Y=0)=0mais P(X=1)P(Y =0)#0
2.a) ker(f?) = Vect{(1,—1,0),(1,0,1)} et ker(f — 2id) = Vect{(1,1,0)} puis on vérifie que les 3 vecteurs sont libres
b) (1,—1,0) convient
1
¢) onposeu; = (0,1,1) et ug = (1,1,0); on cherche uy tel que f(ug) = uy; ug = Z(fl, 1,0) convient et on vérifie

que l'on a une base; on peut aussi prendre B = (f(v),v,us) avec v = (1,—1,0)

d) f? est un polyndéme en g donc g et f? commutent. Si h est 'endomorphisme de ker(f?) induit par g, on a
ht(z) = g*(z) = f*(x) = 0 donc h est nilpotent ; dim(ker(f?)) = 2 donc &}, = X? et (C-Ham) h* = 0. On
devrait donc avoir f(x) = h*(z) = 0 pour tout vecteur de ker(f?), ie ker(f) = ker(f?) ce qui est absurde donc
un tel g n’existe pas.

1
Exercice 43 1.a) L 1. i ~ 2xe =0 (—)

shx z—0 sh x?
b) = _2we™" >0 2+§xe—(2n+1)m dz puis TITT (H4) /+Oo ()] dz 2 2
she 1—e 22 P 0 " (2n +1)2

n=0
2.a) (u(z)ly) = (AX)TY = XT(ATY) = (2[o(y))
b) size Ftetye Falors (v(z)y) = (z|u(y)) = 0 car u(y) € w(F) C F
¢) i Xg=(X—-1)*et E;(A) = Vect{(1,0,0)} donc pas DZ

ii. Une seule droite stable E1(A); si P est un plan stable alors P est une droite stable par v donc P+ =
E1(AT) = Vect{(0,1,0)} qui est bien le seul plan stable.

Exercice 44 1.a) X ~ %B(n,p) puis cours



b) Z(©) =[0,n]

¢) (Z =0) est événement « avoir 2 échecs consécutifs » donc P(Z = 0) = ¢*"
incomp

(Z=1) =" (X=1L,Y=0UX=0Y=1)puis PX=1,Y=0)=npg" ' x¢" et P(X=0Y=1)=
n n—1

q X npq

-k
d) P(Y:hX:k):(nh )phq” F=h pour 0 < h<n—k

e) relation facile puis P(Z I;OP =j—klX =kKP(X =k) el (T,L)pj Z (2) Ik = (?) [p(1 +
Q) (1 —¢*)? donc Z ~ B(n,q?)
2.a) X4=(X-1)(X-2)(X —3)SARS

b) Si A= Pdiag(1,2,3)P~ ! alors X(t) = P | Be?

Exercice 45 [[sujet] 1l.a) u(z)=2a?

b) z est solution de zz” + 42" = 0 donc yo(z) = ax?® + s
x
+x — % 2 5 x?, . 2 1'3
c) sur R™ (ou R7™), y(x) = az® + = + ~ buis sur R, y(z) = az® + T
x
2.a) Xy =(X—-3)%etdim(E3(A)) =1
b) Une seule droite stable : E5(A)
c) 1. cours

ii. deg(X,) = dim(P) =2 donc X,» = (X — 3)? et avec C-Ham, P = ker(a’ — 3id)* C ker(a — 3id)?

iii. On vérifie que ker(a — 3id)? est bien un plan (donc = P) et c’est le seul plan stable.

Exercice 46 l.a) Xy=X-)X-a—-c)(X—-a+c)
b) ker(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,-1),(0,1,0)} et ker(M(a,b,a)) = Vect{(1,0,—1)}
¢) det(M(a,b,c)) = bla—c)la+c). Sib=0et|a| # |c| ker(M(a,0,¢)) = Vect{(l,O,—l)} et Im(M(a,b,c)) =
Vect{(a,0,¢),(¢,0,a)}. Si b = 0 et a = ¢, ker(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,-1),(0,1,0)} et Im(M(a,0,a)) =
Vect{(1,0,1)}.Sib=0eta = —¢, ker(M(a, 0,—a)) = Vect{(1,0,1), (0,1, )} et Im(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,—1)}.
Sib#0eta=c ker(M(a,b,a)) = Vect{(1,0,—1)} et Im(M(a,b,a)) = Vect{(1,0,1),(0,1,0)}. Si b # 0 et
a = —c, ker(M(a,b,—a)) = Vect{(1,0,1)} et Im(M (a,b,a)) = Vect{(1,0,—1),(0,1,0)}.

0,
Ve
1),

1
0 | €
-1

0
V2
0

d) M(a,b,c) est DZ car symétrique réelle et M(a, b, c) = Pdiag(b,a+c,a—c)P~* avec P =

Sl
[N}
=

O3(R) donc P~* =P
2. a) ‘(p (%)‘ <C2% donc CVN sur [
b) facile
. . T\ rec x . .
c) si f et g sont solutions et wu = f — g, on a u(z) =u (5) =u (—) et, comme u est continue en 0, en faisant

27l
tendre n vers 400, on trouve u(z) = u(0) = 0 donc wu est nulle. Il y a donc une unique solution (qui est S)

1
d) siu,(r)=¢ (2%) alors |ul, (7)| < 2—n||<p’||OO car ¢’ est continue donc bornée sur le segment 1. Z u,, CVN sur

I donc S est C'.

: : B 1
Exercice 47 |/sujet] l.a) f(x,t) P et f(z,t) e © (t—2>
of _
<
b |2 t)\ <e

+oo
c) ¢'(z) =Re (/0 e~ (It dt) =1 —|—1x2 et ¢(0) = 0 donc ¢(z) = arctan(x)

2.a) Y(Q) C [2,4+0[NN et pour k > 2, (Y = k) si on tire le méme jeton qu’au premier tirage (proba 1/3) aux
tirages 2,...,k — 1 et un autre jeton (proba 2/3) au tirage k. Par indépendance mutuelle des tirages, on a
2
1-2/3 3

(2/3)2 4

b) Y—1<—>§¢(§> doncE(Y):1+§:§etV(Y):



d

Exercice

b

C

Exercice

b

e
o o &
~—  — ~— ~—

o

)

)
)

)

sik>h, PY =k, Z=h)=P(Z =hY =kPY =k)etsi (Y =k) est réalisé, on aura (Z = h) si et

seulement si on tire un des deux jetons tirés au cours des tirages k+1,...,h —1 (proba 2/3) et le dernier jeton
9\ k=1 1 o\ ik
(proba 1/3) au tirage k donc P(Z = hlY = k) = <§) 3 puis PY =k, Z=h) = = (5)
= 2h=1_ 9 11
pour h > 3, onaP(Z:h):ZP(Y:k,Z:h):W puis E(Z) = 5
k=2
48 |/sujet/| 1.a) cours

fait en cours
Xinﬁg (f(X)) = d(Y,Im(A)) est atteinte en un unique point Yy = 4y (Y) donc f(Xo) = d(Y,Im(A)) si et
cRn

seulement si AXy = Y. Par définition du projeté orthogonal, on a AXy =Y} si et seulement si AXy € Im(A)
(évident) et Y — AX( € Im(A)* = ker(*A) donc si et seulement si ‘A(Y — AXy) = 0.

1., tm n 1 1
—t" < <t"done —<u, < ——et R=1
2 14 ¢2 2(n+1) n+1

1 1 (mt+1+ x2 )
(1+e)(1—at) 1+22\1+t2 11—t

1 1
dt

Silz| <1, 8x) = [ —— par TITT

iz (z) /0 R par avec /0

S(z) = ﬁlxz (5@ + o -)

()"
1+12

|z["

n+1

dt < ; on trouve, pour tout |z| < 1,

1
S(—1) existe par CSSA : 0 < uy, < T donc lim u,, = 0 (le reste est facile). Pour la valeur de S(—1), on vérifie
n

la continuité de S en —1 : sur [—1,0], Zunm" est alterné et vérifie le CSSA donc |R, ()| < Upi1]z/"™ <
Unt1 T 0 donc la série entiere CVU sur [—1,0] et S est donc continue sur [—1,0].
n——+0o0o

49 1.a) silz| <1, " = o(z") et si |z| > 1, DVG

c’est une série entiere (lacunaire) donc f est C* sur | — 1, 1]
+o0 +oo

t +— expt®In(x) décroit sur R si x € [0,1[; on trouve / exp(t®In(z))dt < f(z) < / exp(t® In(x)) dt
1 0

donc (poser u = tv/—Inz) puis f(z) ~ %lnx

facile

F3(M) = A°M

P(fa)(M) = P(A)M donc A et fu ont les mémes polynémes annulateurs, donc un polynéme annulateur SARS
en méme temps

si X € R"™ non nul vérifie AX = AX alors M = XXT #0et fa(M)=AXXT = \M

récip : si fa(M) =AM =AM et M # 0 alors M posséde une colonne C # 0 et AC = \C

Ak 4k

0 0 > et on fait attention ensuite &

50 |/sujet/| 1.a) On vérifie par récurrence sur k > 1 que B* = (

B® = I, (donc au terme constant dans P(B))

rg(B =rg(A)

Si A est DZ, on introduit Q = H (X —A) SARS et annulateur de A. On distingue ensuite si Q(0) =0 (ie
AESP(A)

0 € Sp(A4)) ounon : si Q(0) = 0 alors @ annule B et est SARS donc B est DZ; si Q(0) # 0 alors P = X @ reste

SARS et annule B donc B est DZ aussi.

Si B est DZ alors il existe P SARS annulateur de B, donc de A et A est DZ.
arcsin’(z) = (1 — x2)71/2 est DSE sur | — 1, 1] donc arcsin aussi par primitive puis f par produit

facile

1
1 z 5 et T sont continues sur | — 1,1[) f’ est la seule solution de 1'éq diff telle que
-z -z

y(0) = 0; si y(x) = Z anz®™ 1 (' est impaire donc on peut se limiter & chercher les sol DSE impaires)
n=0
on a (1 —2%)y(z) + zy(z) = ap + Z[(2n + Da, — 2(n — 1)a,_1]z*" donc a, =
n>1

par C-Lip (les fct

n,1\2
L e 563 -
+§ (Qn”!)2 2202

!
— (2n+2)!



Exercice

b)

Exercice

b)

Exercice
b)

Exercice
b)

T ™

51 |/sujet 1. a) Posert = m—z sur la partie z € [f,w} uis on trouve | = ——— puis poser u = tan(x

) b - s puisp @
On pose x = nm + u puis en utilisant nm 4+ u > nm, on obtient 0 < u, < ﬁ (avec a = (nm)*?); on

+ (nm
1
en déduit u,, = O ( 3/2> donc Z Uy, est ACV
z (lz]+1) L] +00
f est CMO et positive sur RT et / f)dt < / f)ydet = Z Up < Z u, donc f est intégrable
0 0 n= n=0
X3 X2 4X +4=(X-1)(X -2)(X +2)
0 ¢ Sp(A)
1
ATl = Z(4In + A — A?%)
52 1.a) D =Recarg(z,t) — let g(z,t) = 0(l> uis @(x t)| = [(e7? —e ") sin(at)|
.] * g ) t—0 g ) t—+o00 t2 p 395 I
el e
F(z) = Im /+oo p—2tHizt _ —tict gy ) — T T g0 f(z) = llnﬂ +C
0 4422 1422 2 1+a? '
—t _ 67215 1 +o00
Sip(t) = ; alors ¢ est C* sur RT (car DSE par ex) puis, par IPP, |f(z)| = p / ¢’ (t) sin(xt) dt| <
0

1

+oo
- / |/ (t)| dt (vérifier que ¢ est intégrable sur R*) donc Emf =0et C=0.
T Jo oo

facile (n + 1 racines distinctes si ¢(P, P) = 0)
F+ = Vect{Q} avec Q =1

lp(X™, Q)
Vn+1 \/n+1zak

(X" F) = |lmp (X" =

53 1.a) Les matrices triangulaires
Xy = X3+ X[(Xo—X1)?+(X3—X>)?] donc A vérifie (P) si et seulement si X; = X, et X2 X3 La probabilité
+oo

que A vérifie (P) est done P(X; = Xz = X3) "=" 3" P(X; = k) P(Xy = k)P(X; = k) Z p3(1—p)3—D) =

k=1
I
1-(1-p)p?
1
t — ———— est continue sur [0,1/x] si 2 > 0
T + sin
Vv o a Ve o qe Ly 1 1
Si()<as<y,f(y)—f(:l:):/ 7.2*/ 7.2</ < 5 _2>dt<0doncf
0 Yy-+sin“t 0 T +sin” ¢ 0 y+sin“t  x+sin“t
décroit.
Va1
ng(x)g/ — —donchmf—O
O (Ij

Ve dt 1
f(z) 2/0 R %arctan (x\/i) o Q\f donc hmf +00.

54 1.a) cours: Gg = GxGy par indep
Gs(t)=(p+ (1 =p))" (p+ (1 —p)t)™ = (p+ (1 —p)t)"*™ donc S ~ HB(n +m,p)

t 1
Gs(t) = (1(ppt> = p*t? Z ) si |t < e donc P(S =n) = (n—1)p*(1 — p)" 2 pour

1
-t = -y i —nl )
tpe e o (t2> puis I, = n! par IPP (c’est I'(n + 1))
facile (penser a l’intégrabilité

- 3 n
Avec Leibniz : L, ( — Ze T(_1)n k 'xk
n .



)

d47 di-1

L[+ e -1 [T, iy
Sii < g, par IPP, (L;|L;) = ]'/0 Li(t)@ (e7%a?) (t)dt = J'/o Li(t)w (e7®2?) (t)dt = --- =

(=) [T gy BT o . oo i . .
— L (t)——— (e™"2?) (t)dt. Si i < j alors — (e "2’) (t)dt = 0 et (si i = j), on a
0 0

J! ! dxi—? dai—t
L2 = (_i!l)l /Om (_“1)1 wile ™t dt = 1.
L, € Vect{Lo,...,L,_1}* = R,,_1[X] donc si on suppose que L, change de signe en z; < --- < Zp sur
R et que p < n, on introduit Q = ﬁ(X — ;) (qui change de signe en méme temps que L, sur RY,
i=1

+oo
on a deg(Q) = p < n—1 donc (Q|L,) = 0, ce qui est absurde car (Q|L,) = Q(t =)L,(t)e” dt et
0
t

t > Q(t)Ln(t)e™" est de signe fixe, continue et non nulle sur R*. On a donc p > n. Comme deg(L,) =n, L, a
au plus n racines donc p = n et toutes ces racines sont simples.

Exercice 55 |[sujet/ 1. 11 suffit de grouper les lancers par 2 (proba de gagner p?, de perdre (1- p)? , sinon on
recommence)
a) On gagne au rang n (donc apres le lancer 2n) si on finit par PP et si avant on n’a fait ni PP, ni F'F donc
+o00 2
_ p
P(Gn) =p*(2p(1 —p))" ! et P(G) = PGy =—"—F—
(@) =P Col1 =)'~ ot PO = 3 PG = 55—
1— 2
b) De méme pour perdre, on trouve P(D) = 1(2(12?)) et comme P(G) + P(D) = 1, le jeu termine presque
—zp{l—=p
surement
1 . g 1y o’ f 2 e at g -
2.a) |g(z,t)| < T2 Puis %(x,t) t—)?—ooo<t72> six >0 et @(x,t) =1 a° <e “six€la,b CRT.
b) facile avec f”

Exercice

Exercice

b)

Les solutions de (€) sont y(z) = acos(z) + Bsin(z) + f(z). On vérifie que Emf = 0car 0 < f(z) <

+oo
1
/ e ' dt = — (ou TCDPC) donc si y tend vers 0 alors y(z) — f(z) aussi mais y — f est périodique
x

0
donc si elle tend vers 0, on a (y — f)(z) = (y — f)(z + 2nm) P 0 donc y = f.
n—-+oo

56 l.a) P=X?+ X +1 (ajustifier)
Spr(M) = 0 donc M n’est pas DZ dans M,,(R) mais P est SARS dans C donc M est DZ dans M,,(C).
m;j(M) = mjz2(M) car M est réelle et n = m;j(M) + mj2(M) est pair. Tr(M) = m;(M)j + mjz(M)j* =
537 = =5 et det(M) = j"2 () = 1.
+oo
Si on pose S = Zuk > 0 (car u, > 0), on a w, ~ S~ %u, (SATP) donc an (0AY
k=0

n(n+1 2% .
% donc w,, ~ a1 (SATP) donc an CVssia>1

b
nln(n)®

S, =

Sy ~ In(n) donc w, ~ (SATP) donc Z wy, CV ssi a > 1 (Bertrand ; comp série/int)

57 1.a) par CSSA, on a |R,(z)] < e 1% ——— 0 siz € [a,b] C R donc CVUTS et S est

n—-+oo

continue. De plus |S(z)| < e et A\g > 0 donc S est intégrable sur R**

On applique le TCD & S,,(t) = Z(—l)ke_’\’“t avec | Sy, ()] = [S(t) =R, ()] < |S#)|+|Ru(t)] < e Mot pe 1t <
2¢ Aot -

-1
2. (ulv) = |lul|||v|| cos(u,v) donc on cherche a prouver (z|y) > > (par exemple). On pose s = (zly) + (y|2) + (z|z)

-3 -3 -3
et on cherche a prouver s > -5 Ona |z +vy+2||*> =3+ 2s donc s > 76‘5 on aura s > - siz+y+2z#0.

Reste & traiter le cas ott z = —(z +y) : on a alors 1 = ||z]|* = ||z + y||* = 2 + 2(x|y) donc (z|y) = 0.

Exercice

b)

2.a)

58 1l.a) A(A*—1,)=1,donc A~' =A% — I,
P = X® - X — 1 possede une seule racine réelle A > 0 (étude de fct) donc Spe(A) C {\, i, i} avec p € C\ R
et comme A est réelle m, = my puis det(A4) = A |u|*™ > 0

E(X;)=—p+(1—p)=1—2pet par indep, E(Z,) = (1 —2p)"



b) SiY, =

N |

PY,=1)=q=...

1
(1+ Z,) alors Y, (w) = {0,1} donc Y,, ~ #(q) avec q = E(Y,,) = 5(1 + E(Z,)) puis P(Z,

1)

C) Si Zl et ZQ sont 1ndép alors P(Zl = 1722 = 1) = P(Z1 = I)P(ZQ = 1), (Z1 = 1,Z2 = 1) = (Xl = I,XQ = 1)
donc P(Zy =1,Z,=1)= (1 —p)? puis P(Zy = 1) =1—-pet P(Zo=1)=P(X; = 1,Xo = 1)+ P(X; =
1

1
—1,X5 = —1) = (1 — p)? + p*. On doit donc avoir (1 —p)? = (1 —p)[(1 — p)? +p?] donc p = 7 Pour p =

vérifie bien 'indépendance (4 cas a vérifier)

Exercice 59 |/sujet] 1.a) Par récurrence

b)
c)

Avec I'encadrement précédent, on trouve R = 1.

2 Ap—
. _ +1 _ n—1 +1 /
Silz| <1, flx)=1+z+ E <an+man,1) 2" =14+ a(f(z)—1)+2 E nix” donc f

+1

n>1 n>1

6—293
Lt f(a) = L+ af (2) + 20 (w) puis (1= 2)F (@) = (1+20)f(@) et f(2) = g

5 car f(0) =1.

2

, on

() =

2. X° - X? = X*(X — 1)(X — 5)(X — 5%) donc Spc(M) C {0,1,34,5%}; A est réelle donc m; = m;z puis Tr(M) =
my +m;(j + j?) —m1 —m; donc my = n, my = m; =0 (ie xar = (X —1)™). On a ensuite M*(M — jI,)(M —

j2[n)(M - In)

Oet M, M;I,, M — j2In sont inversibles donc M = I,, (récip évidente)

Exercice 60 [/sujet] 1.a) cours

b)
c)

2. a)

cours

Spr(A) = 0 et Spe(A) = {j,7°} (car non vide et A est réelle)

£ 11;; € CO(R) done F'(z) = %

F(x) = arctan(z) — %ln(l + %)

sifz| <1, F'(z) = (1-x) io(—l)”x% donc F(x) = +ZOO (D" g2t f ﬂa@z””
oy n:02n+1 n:02n+2

$2n+1 l,2n+2

m+1 2n+2

On vérifie la CVN de la série Y (—1)° {

n=0

} sur [0,1] (étude de fct par ex) donc S = f(1)



