Exercices d’oraux 2021

| Mines-Ponts|

Exercice 1 (Mines-Ponts PSI 2021) |[Indication)|/Solution

2n + 2
2n+5un

n—-+oo

"1
1. On admet Z s In(n) 4+ v+ o(1) avec y une constante. Soit (u,)nen définie par ug = 1 et up11 =
k=

a) Montrer qu’il existe une suite (w,,) convergente telle que In(u,) = w, — B In(n).

b) En déduire que Z Uy, CONVerge.
n=0
n+1 n+1 n n —+00
¢) Montrer, pour n > 1, 2 Z kup + 3 Z up = 2 Z kuy + 2 Z uy, et en déduire la valeur de Z Up, .
k=1 k=1 k=0 k=0

n=0

1 ... 1
2. Soient J = | (1) :|€ M, (R) et M € M, (R) telle que M? + M = J
1 ... 1

Trouver un polynéme annulateur de J et diagonaliser J.

T o

Trouver un polynéme annulateur de M et montrer que M est diagonalisable.

Montrer que les vecteurs propres de M sont aussi des vecteurs propres de J.

o

[oW
NN N

Déterminer M.

Exercice 2 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Indication)|/Solution

+oo
1. Pour n € N*, on pose I, :/ In (1—|—£) e Tdx
O n
a) Justifier Iexistence de I,,, pour n > 1.

1 1 1
b) Montrer que I,, = — — — +o0 (—2>
n o n n
2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, espace de dimension finie.
a) Montrer qu’il existe u € L(E) tel que ker(u) = G et Im(u) = F si et seulement si dim(F') + dim(G) = dim(FE).

b) Trouver un tel endomorphisme u lorsque F = {(z,y,2) € R*, 2 +y 4+ 2 = 0} et G = Vect{(1,—1,0)}

Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Indication)|/Solution)

2
+o0 et

14 x2t2
a) Montrer que f est définie et continue sur R.
1
<l
1+u

1. Soit f(z) :/

— 00

b) Montrer que siu > 0,0 <1 —u+u? —

¢) Montrer que f admet un DL5(0)

2. Soit J,, € M,,(R) dont tous les coefficients valent 1.
a) Montrer que J, est diagonalisable et qu'il existe P, orthogonale telle que J,, = P,diag(0,...,0,n)P, .
b) Déterminer P, et Ps

¢) Montrer que I'ensemble des matrices de M3(R) qui commutent avec J3 est un espace vectoriel de dimension 5.

Exercice 4 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Indication)|/Solution |

1.a) Soit f € C*(R,C) pour laquelle il existe a € C tel que Re(a) > 0 et Em '+ af = 0. Montrer que Em f=0
o0 o
b) Soit g € C*(R,C) telle que Em g" + ¢ + g = 0. Déterminer la limite de g en +oo.
a (¢)
2. Soient a,b,c € C,bc £0,b# cet M = .
() a



a+t (c+1)

a) Calculer A(t) = et en déduire X;.
(b+1t) a+t

b) M est-elle diagonalisable ?

Exercice 5 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Indication)|/Solution

1 =
T _1 "
1. Soit # > 0; on pose f(z) = / " dt. Montrer que flz) = Z W

0 n=0

2. Soit (U, V) € S,(R)? tel que VX € R", (UX|X) = 0 et (VX|X) >0, (|) désignant le produit scalaire canonique
de R™. Montrer que det(U + V) > det(U) + det(V). On pourra commencer par le cas ou U et V ne sont pas
inversibles, puis V = I, et enfin V € S,,(R) quelconque.

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Indication||/Solution)

1.a) Soient A € M, (R) diagonalisable et B = A% 4 A + I,,. Exprimer A comme un polynéme en B.
b) Est ce toujours vrai dans M, (C)?

+o00
t) — A
2. Soit f : R — R continue et T-périodique. Montrer qu’il existe un unique réel A pour lequel 'intégrale / & dt

1 t
est convergente
a) dans le cas ou f = sin

b) dans le cas général

Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2021) |/[ndication]|/Solution)

1. Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3, r # id une rotation au tour de D et s une symétrie orthogonale
par rapport a un plan P.

a) Omn suppose D L P, montrer que ros =sor

b) On suppose r o s = s or; que peut-on dire.
1

Vad+x
+oo

a) Justifier 'existence de / f(z)dx
0

2. Soit f(z) =

b) Montrer que /+OO flz)dx = 2/1 flx)dx
0 0

1 too
¢) Rappeler le DSE de ——— et en déduire une expression de / ) dz sous la forme de la somme d’une
) Rapp N p ; f(z)

série.

| Centrale maths 1|

Exercice 8 (Centrale PSI 2021) |/Indication)|/Solution)

“+ o0
th(t
Pour n € N*, on pose a,, = / tg ) dt
n

n

1. Justifier 'existence de a,. Déterminer le rayon de convergence de Z anx’ et le domaine de définition de sa

n>1
somme S.

2. S est-elle continue en —1.

3. Déterminer un équivalent de S en 1.

Exercice 9 (Centrale PSI 2021) |/Indication)|/Solution)
g
On pose f(z) = / sin® ¢ dt.
0

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. Montrer que f est décroissante sur D.
rz+1
T +2 v

3. On pose p(x) = f(x)f(x 4+ 1). Montrer que ¢(z + 1) = (z) pour z > —1.



4. En déduire la valeur de ¢(n), pour n € N*

5. En déduire un équivalent de f en +oo.

Exercice 10 (Centrale PSI 2021) |/Indication|/Solution)

1
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires discrétes mutuellement indépendantes suivant % (§> On pose S, =
n
3 X
k=1
1. Justifier I'existence et calculer F (eI(S”_%)>, ouzeRT.

1
2.a) Soient o € }0, 3 { et f(z) = ax —Inch (g) Justifier que f admet sur R™ un maximum M, > 0.

&, 1’ 204) ng*nMa
n

b) Montrer que P ( 5

Exercice 11 (Centrale PSI 2021) |/Indication|/Solution)

n—1
1. Soient u; : P = Z arpX* € R,[X] ~ ay. Montrer que (u;)o<;j<n—1 est une base de £(R,,_1[X],R).
k=0
En déduire que (v;)ogj<n—1 est aussi une base de L(R,—1[X],R) avec v;(P) = P(a;) ol ag, ..., q,—1 sont n réels

deux a deux distincts.

2. Montrer qu’il existe une unique suite de polynomes (P, ),en de coefficient dominant > 0 tels que deg(P,) = n et
0 sin#m

/1 P, (t) P, (t) ‘o {
0 /t(1 — 1) 1 sin=m
3.7

Exercice 12 (Centrale PSI 2021) |/Indication/|/Solution)
+oo —x
1-e

—T

+oo
. . e
dz puis déterminer sa valeur ; on donne / ——dz = /7.
0

VT

1. Justifier lexist de I =
ustifier I’existence de /0 e

+90 1 _ cos” o +o<>1—cos"( %)
2. Pour n > 1, on pose u,, = / — dx et v, = / —— 2 d¢. Justifier existence de u,, et v,
0 x 0 t\Vt

sin>1.

3. Déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers +oo.

Exercice 13 (Centrale PSI 2021) |/Indication/|/Solution)

/2
1. Calculer I,, = / sin?" ¢t dt
0

2. Déterminer les fonctions f DSE paires solutions de 2(z? — 1)y” + 32%y +zy = 0

dt

w/2
3. Comparer fet g:x »—)/ _—
P ety o 1 —a2sin?t

Exercice 14 (Centrale PSI 2021) |[/Indicationf|/Solution)

1. Rappeler la valeurs des racines n®™® de D'unité

2. Soient wy, . ..,w,—1 des complexes 2 & 2 distincts et (zq,...,2,-1) € C". Montrer qu'il existe un unique polynéme
P e C,[X] tel que Yk €[0,n — 1], P(wk) = 2k
3.7

Exercice 15 (Centrale PSI 2021) |[Indication||/Solution)

+oo ; +o0 .
t t t
On admet 'existence de I = / S At et on pose f(z) = / &2)
0 t 0 14t
1. Montrer que f est définie sur R

dt

2. Montrer que lim+ f(x) = I et déterminer la limite en +o00 de f.
z—0

+oo T .
sin u
3.a) Montrer que I = E -1 k/ ———du
) d k:O( ) 0o U+km

b) Montrer que f n’est pas continue en 0

Exercice 16 (Centrale PSI 2021) |[/Indicationf|/Solution)
Soit ¢(x) = e




1. Montrer que ¢ est C* sur R et qu'’il existe P, € R[X] tel que (b(”) =P, X ¢.
Quel est le degré de P, 7
+oo
2. Montrer que (P, )nen est orthogonale pour le produit scalaire (P|Q) = P()Q(t)p(t) dt

3. Montrer que P, est scindé a racines simples

| Centrale maths 2|

Exercice 17 (Centrale 2 PSI 2021) |[Indication||/Solution)

Une élection se déroule entre A et B avec m > 2 votants. Initialement, a votants ont l'intention de voter pour A et
m — a pour B. Chaque jour, deux personnes (choisies aléatoirement) se rencontrent et, si elles ont des intentions de vote
différentes, la premieére convainc la seconde de voter comme elle.

On note X,, le nombre d’intentions de votes pour A le jour n. On a donc X = a.

1. Ecrire une fonction qui renvoie la valeur de X,,. La tester pour n assez grand. Que remarque-t-on ?
2. On note m, , = P(X,, = k).

k(m —k
Montrer que P(Xp41 = k+ 11X, = k) = P(Xp1 =k —1|X,, = k) = km = k) puis P(X,41 = k| X, = k) =

m(m — 1)
1= 2:1((”;1_]?)
3. Montrer que P(X,,11 = k) = (1 — QSM) Tk G +;)((;:_1k) — 1)7Tn7k+1 + (k ;L)((:;_SJF l)ﬂ'n,k—l

2 ))nsike[[l,m—l}]

Montrer que 7, 1 < (1 -
’ m(m —1

4. On note V4 I'événement « tout le monde vote pour A au bout d’un certain nombre de jours ». Montrer que
P(V4)= lim P(X, =m).
n—-+oo

5. Ecrire une fonction qui renvoie 1 si tout le monde vote pour A au bout d’un grand nombre de jours, 0 sinon puis
calculer la moyenne de cette fonction sur 100 itérations.

6. Déterminer P(Vy) en fonction de a.

Exercice 18 (Centrale 2 PSI 2021) |/Indication}|/Solution]
Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires discretes mutuellement indépendantes telles que X;(Q) = {—1,1}, P(X; =

1) = % et P(X; =-1) = f%. Pour z = (z1,...,2,) € R", on pose R(z) = z1X1 + -+ + 2, X,,. On souhaite démontrer
1
P(R@)=0) = 0 (\/ﬁ)
1.a) Ecrire une fonction qui renvoie R(z) pour un vecteur z de R™.
b) Ecrire une fonction simulR(x,p) qui renvoie la probabilité que R(zx) = 0, calculée sur p itérations
2. On se place dans le cas particulier z = (1,...,1)
a) Calculer v/nsimulR(x,1000) pour n € {2,4,8, 16,32, 64,128,256} et commenter.
b) Calculer P(R(x) = 0); on pourra distinguer les cas n pair et n impair.
c¢) Conclure
3. On reprend le cas général ou z € R"
a) Montrer que R(x) possede la méme loi que R(|z]), ot |z| = (|z1], .-, |Tn])
b) 777

Exercice 19 (Centrale 2 PSI 2021) |[[Indication||/Solution)

1
On lance, les unes apres les autres, n boules sur une planche avec N trous; chaque boule a une probabilité N d’entrer

dans un des N trous (indépendamment les unes des autres). On note T;, la variable aléatoire discréte qui donne le nombre
de trous non vides.

1. Ecrire une fonction remplir(n,N) qui renvoie le nombre de boules dans chaque trou apres n lancers.

2. Ecrire une fonction nombre (n,N) qui renvoie le nombre de trous non vides. La tester avec N = 10 et n grand. Que
remarque-t-on ?

3. Déterminer les valeurs possibles de T,, en fonction de n et N.
4. Donner les lois de T et T5.
5. On suppose n > 2. Calculer P(T,, = 1), P(T}, = 2) et P(T,, = n); on distinguera les cas n < N et n > N.



k N-k+1

6. Avec la formule des probabilités totales, montrer que P(T, 41 = k) = NP(Tn =k)+ N P(T,=k—-1)
pour k €1, N].
1 N
7.a) En déduire la relation G,,41(z) = 2Gn(x) + Nx(l —x)G) (x), ot Gy (z) = ZP(Tn = k)a".
k=0

b) En déduire E(T},)

c) Le vérifier numériquement.

Exercice 20 (Centrale 2 PSI 2021) |/Indication}|[Solution]

ch(2y) —2005(2x) et g.(0) = f(rcosf,rsinf) pour r € RT.

1. Tracer le graphe de g, sur [—2m, 27] et r € {1,2,5,10} ; conjecturer la périodicité, la parité de g,, ses variations et

Soient f(z,y) =

son maximum sur |0, —|.

2
2. Montrer que f admet un minimum en (0, 0).

3. Soient B, = {(:c,y) €R?, /a2 +y2 < r}, 0= {(;v,y) ER? /22 +y2 < 7’} et C,. = B, \ Q.
Préciser si ces trois ensembles sont ouverts ou fermés.

4. Montrer que f admet un maximum M, dans B,.

5. On définit F,(z,y) = { f(z,y) si(z,y) € B,

0 sinon
a) Montrer que M, est un maximum de F, sur [—7,7]?.

b) Ecrire une fonction F(r,x,y) qui renvoie F,(z,y).

2k
¢) Donner une estimation de M(r); on pourra prendre le maximum des F,(z;,y;) avec o = yp =17 — Tog" 2vec
k €[0,100].
Tracer le graphe de r — M,. sur [1,4] par pas de 0.01

(oW

o
&
~— ~— ~— ~—

Tracer sur le méme graphe 7 +— sh?(r).
Montrer sin(t) < ¢ < sh(t) sit >0

Justifier les conjectures précédentes.

@

b

Exercice 21 (Centrale 2 PSI 2021) |[Indication||/Solution)
13 7 4

Soit A= | 7 13 4 |;on cherche & résoudre 'équation (£), Az = b, avec b € R>.
4 4 16

Justifier qu’il existe une unique solution & (£) et la déterminer & 1’aide de l'ordinateur.

N =

Ecrire une fonction de paramétres xg, o et n et qui renvoie la liste [zg, ..., Zy], oU (2, )nen est définie par z,1 =
Zn + a(b— Az,) ol @ € R™.

. Tracer les graphes de x%1)7 ng) et xf) (les trois coordonnées de x,,) pour a €]0,1].
. Montrer que A est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres
. Trouver la limite de (z,), en supposant qu’elle converge.

3

4

5

6. Montrer que (z,,) converge pour tout zo € R? si et seulement si liIJIrl (Is —aA)" =0.
n—-—+0o0o

7. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que lirf (Is —aA)" =0.

n—-+0oo
8

. ? (qqch avec un produit scalaire)

Exercice 22 (Centrale 2 PSI 2021) |/Indication/|/Solution

On consideére 'expérience aléatoire suivante : on dispose de deux jetons J; et Jo, J; posséde une face numérotée 0 et une
face numérotée 1 alors que J, posséde deux faces numérotées 2; on choisit un jeton au hasard et on le lance une infinité
de fois. On note E I’événement « on choisit J; », U « on obtient 1 au lancer k£ », X le numéro du premier lancer ot on
obtient 1 et Y le numéro du premier lancer ol on obtient 0. On note S = max(X,Y).

1. Ecrire une fonction simulXY () qui renvoie les valeurs de X et Y. L’appliquer 10000 fois et en déduire I'espérance,
la variance de X et Y puis la covariance de (X,Y).

2. Ecrire une fonction simulS() qui renvoie S et déterminer I'espérance et la variance de S.
3. Les (Uy) sont-ils mutuellement indépendants pour

a) la probabilité conditionnelle Pg ?

b) la probabilité conditionnelle Pz ?

c) la probabilité P?



4.a) On note A, « obtenir n fois 1 au cours de n lancers ». Calculer P(A4,,)

b) On suppose avoir obtenu n fois 1 au cours de n lancers, calculer la probabilité d’avoir choisi le jeton Jj.
5.7

Exercice 23 (Centrale 2 PSI 2021) |/Indication/|/Solution
On se place dans R* muni du repére orthonormé (O, i 7, k) On consideére f définie sur R? par f(z,y) = (2% —y)(3z% —y)
et S la surface d’équation z = f(z,y).

1. Tracer les courbes de niveau de f

2. Soient ¢ un vecteur unitaire de Vect{f7 ;}, U le plan dont (O, [, E) est un repére orthonormé.
a) Justifier qu’il existe 6 € R tel que 7 = cosbi + sin 07
b) Soit gg la restriction de f a la droite dirigée par 7. Montrer que g admet un minimum local en O
¢) Donner 'équation de U N S

3.7

4. Trouver les extrema locaux de f

5.7

Exercice 24 (Centrale 2 PSI 2021) |/Indication/|/Solution

+oo
Soit F' définie par F(z) = /
0

e—wt

1+¢
1. Tracer le graphe de F' puis conjecturer son domaine de définition, son signe, sa monotonie et sa limite en +oo

dt

2. Démontrer ces conjectures

+oo —t
e
3. Montrer que F est solution d’une équation différentielle du premier ordre et en déduire que F'(z) = e” / —dt

x

4. 7

Exercice 25 (CCINP PSI 2021) |/Indication)||/Solution

1. Soient ag,...,a, des réels deux a deux distincts

a) Montrer que (P|Q) = Z P(ax)Q(ay) est un produit scalaire sur R, [X].
k=0

n
b) Soit F =< P e R,[X], ZP(ak) = o}.
k=0
Montrer rapidement que F' est un sous-espace vectoriel, déterminer son orthogonal, sa dimension puis calculer
d(1, F)
2. On considére n lancers indépendants d’un dé équilibré. On note X,, la valeur obtenue au n®™ lancer.

a) Trouver la loi de X, et sa fonction de répartition F'.

o

On note M,, = max{X;,...,X,}. Déterminer la loi et la fonction de répartition F,, de M, en fonction de F'.

)
) Etudier la convergence uniforme de (F},).
)

o

o,

Mémes questions avec m,, = min{Xy,..., X, }.

Exercice 26 (CCINP PSI 2021) |/Indication)|/Solution
1. Soient A, B,U € M,,(C), telles que U # 0 et AU =UB
a) Soit P annulateur de A; montrer que les valeurs propres de A sont des racines de P
b) Montrer que P(A)U = UP(B)
¢) Montrer que Sp(A) NSp(B) # 0

+oo
2. Soit F(x) = / cos(xt?)e~ " dt.
0

a) Montrer que F est définie sur R.
b) Montrer que F est C* sur R.
¢) Calculer F(™(0). F est-elle DSE ?

Exercice 27 (CCINP PSI 2021) |[Indication)|/Solution




+o0 d
1. Soit f(z) :/0 ﬁ

a) Déterminer le domaine de définition D de f.

o o
S— Nt N

Montrer que f est continue sur D.
Montrer que si ¢ € D alors 1 —x € D et f(x) = f(1 —x)

d) Déterminer la limite de f aux bornes de D.
0 1 1 a b b
2. Soient M =1 0 1|etR=[b a b |,avec (a,b)cC>
1 1 0 b b a
a) Montrer que M est diagonalisable.
b) Exprimer R en fonction de M et Is. Montrer que R est diagonalisable.
¢) On pose u, = Tr (M™). Montrer que (u,) est a valeurs entiéres et que (u,) diverge.
d) On pose v, = Tr (R"). Déterminer les valeurs de (a,b) pour lesquelles (v,) converge.
Exercice 28 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|
1. Soit f(z) = Z %
n>1

a) Déterminer le domaine de définition D de f.

o

) Montrer que f est continue sur R**

) Etudier la continuité de f en 0.

o

d) Déterminer la limite de f(z) — = en +oo.
2. Soient E un espace euclidien, f une isométrie vectorielle de F et s = f — idg.

a) Montrer que ker(s) L Im(s); sont-ils supplémentaires ?

n—1
1 .
b) Soient x € E et u, = — E f¥(z). Etudier la convergence de (uy)nen
n
k=0

Exercice 29 (CCINP PSI 2021) |/Indication)|/Solution)
In(z)
2™ In(n)

1. Pour z > 0 et n > 2, on pose u,(x) =

a) Déterminer le domaine de convergence D de E Uy, ; on note S la somme de cette série.
n>=2

b) Montrer que Z U, ne converge pas normalement sur D.

“+oo
1
¢) 1. Montrer que k:zn;luk(x) < 1)’

ii. En déduire que S est continue sur D.
d) S est-elle intégrable sur D ?

0o 1 3
2. SoitA=[ 2 1 -3
-2 1 5

Déterminer les valeurs propres de A.

=

A est-elle diagonalisable ?

Déterminer u et v, deux vecteurs propres de A et w tel que (u, v, w) soit une base de R3.

o

=
NSNS N N

o,

Trigonaliser A.

Exercice 30 (CCINP PSI 2021) |/Indication)||/Solution

1. Soient (£) : (1 — x)y” — 2(1 4+ z)y’ +y = 0 et f une solution de (£) DSE sur | — r, 7| telle que f(z) = Z anx"”
n>=0

si|z] <.

a) Justifier que f est C? sur | — r,7[ et écrire f’ et f” sous forme de séries entieres.

b) Montrer qu’il existe (by,),>1 telle que 2%(1 — 2) f”(z) — (1 +z)f'(z) + f(z) = ao + Z bp(an — an_1)x™.
n>1

¢) Déterminer ag et une relation entre a,, et a,—_1.

d) En déduire une expression simple de f.



2. Soit A € M, (R) telle que A*> +9A4 =0, n > 3.
a) Montrer que Spc(A) C {0, 37, —3i}
b) A est-elle diagonalisable dans R? Dans C?
¢) Montrer que si n est impair alors A n’est pas inversible.
)

d) Montrer que si A est symétrique réelle et non nulle alors A ne peut pas vérifier A% +94 =0

Exercice 31 (CCINP PSI 2021) |/Indication)||/Solution
1. Soient p €0, 1[ et py, = p*k(1 — p)*~* pour k € N*.
a) Montrer qu’il existe une variable aléatoire discréte X telle que X(Q2) = N* et P(X = k) = pi
b) Montrer l'existence et calculer la valeur de F(X — 1) et E((X — 1)(X — 2))
¢) Montrer Pexistence et calculer la valeur de E(X) et V(X).
2. Soient A, B € M,,(C) telles que Sp(A) N Sp(B) =0

a) Montrer que, si P annule A, alors les valeurs propres de A sont des racines de P.

=3

) Montrer que X4(B) est inversible.
) Montrer, pour X € M,(C), AX =XB& X =0.
) Montrer que VM € M,,(C),3X € M, (C),AX — XB =M.

[o7Ne)

Exercice 32 (CCINP PSI 2021) |[Indication)|/Solution
TIn(l—t

1. Soit F(z) = —/ (1 =1)

O t

a) Déterminer le domaine de définition de F'.

dt

b) Montrer que F(z) = Z x—2 siz € [0,1].
n>1
¢) Montrer que si z €]0,1[, F(z) + F(1 —z) = F(1) — In(x) In(1 — )
2. Soient A € M,,(C) et B = (IO 61)
a) Calculer rg(B) en fonction de rg(A)
b
c

d

Calculer X en fonction de X4

Montrer que si A admet n valeurs propres distinctes et est inversible alors B est diagonalisable.

)
)
)
)

Qu’en est-il si on suppose seulement A diagonalisable ?

Exercice 33 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

14+ ndas

a) Justifier I'existence de I,,.

+oo  ;
s
1. Soit I, = / M dx, pour n > 1.
0

ol sin (o)

1
b) Mountrer que I, = WJH avec J, = /0 T

—+o0
t
¢) Montrer que lim J, = K = / —dt
+oo 0 1+1¢3

+oo
1
d) Montrer, par changement de variable que K = / P dt.
0
T 14t dr
e) En déduire 2K :/ — dt= ——
o 1+ 3V3
27
f) Conclure I,, ~ ————
) 3\/§n5/3

2. Soit f 'endomorphisme de R, [X] défini par f(P) = (X —a)P' 4+ P — P(a), ot a € R est fixé.
a) Déterminer ker(f)
b) Déterminer Im(f)

¢) Déterminer les valeurs propres de f.

Exercice 34 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

1. Soit f(z) = arcsin(z)

V1—22




a) Sur quel domaine f est-elle C* ? Calculer f'(x) et trouver a, b et ¢ polyndémiales telles que a(z) f'(z) +b(z) f(z) =
c(x).

b) f est-elle DSE?

c) Déterminer les coefficients du DSE de f.

a 0 c
2. Pour (a,b,c) € R®, on pose M(a,b,c)=[0 b 0
c 0 a

=

Déterminer les valeur propres de M (a, b, c).

Déterminer le noyau de M (a,0,a) et M(a,b,a) (pour a et b non nuls)

o

Calculer det(M (a, b, c)) et déterminer le noyau et I'image de M(a,b,c) lorsqu’elle n’est pas inversible.

o
NN N N

o,

Justifier que M (a, b, c) est diagonalisable et la diagonaliser (trouver P et P~!)

Exercice 35 (CCINP PSI 2021) |/Indication)|/Solution)

400 5
1. Soit f(z) 2/ cos(xt)e™ " dt
0

a) Montrer que f est définie et continue sur R.

b) Montrer que f est dérivable et vérifie une équation différentielle du premier ordre sur R.

1
¢) Résoudre cette équation et en déduire une expression simple de f; on donne f(0) = 5\/5

2. Soit A € M, (R) telle que A et ‘A commutent. On munit R de son produit scalaire canonique
a) Montrer que ker(A) = ker(*A)
b) Montrer que ker(A) et Im(A) sont supplémentaires orthogonaux

¢) ? (on supp A nilp, mq A=07)

Exercice 36 (CCINP PSI 2021) |[Indication)|/Solution
1
1. Soit M € O, (R) telle que §(2M +1I,) € O,(R).

a) Montrer que (Mz|z) = ||z||* pour tout = € R™.
b) Que peut-on en déduire pour M ?
1
. t’n n
2. Soient u, = /0 o dt et S(z) = Z UnT
n>0
a) Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére et déterminer celui de Z Upx™.

1 at+b

&
b) T b, ¢ tel =
) Trouver a,b, c tels que G+ (-2t 142 1—ut

pour t € [0,1] et |z| < R.

¢) Déterminer S(z)
d) Montrer que S est définie en —1 et calculer S(—1)

Exercice 37 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

nx2

sizx >0

1. Soit f,, définie, pour n > 0 par f,(z) = 1;&?36
—— siz <0

1+ na?

=

Montrer que (f,,) converge uniformément vers une fonction que 'on déterminera.

o

Montrer que (f],) converge simplement sur R mais pas uniformément sur [—1, 1].

R
®

Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton
Montrer que si A et B sont semblables alors P(A) et P(B) sont semblables.

61 ﬁ) . calculer M*, pour k € N.

Calculer P(M) pour P € R[X], en fonction de P(A) et P'(A)

Montrer que si M est diagonalisable alors A ’est aussi.

o

Soient A € M, (R) et M = (

(=8 =3
N NS AN N RS ENGOENSIN

@)

f

Montrer que si M est diagonalisable alors A est nulle

Exercice 38 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

1. Soient I = [—a,a] et ¢ continue sur I pour laquelle il existe ¢ > 0 tel que Vz € I, |p(x)| < C|z|. On chercher les
x
fonctions f, définies sur I, continues en 0 et telles que { f(@) _ff( ()2) =¢(z) powrzel
0)=0



x
a) Montrer que S : z — Z %] (—) est définie et continue sur 1.

21’L
n=0
b) Montrer que S est solution du probléme posé

¢) Montrer que la différence de 2 solutions du probléme est nulle; que peut on en déduire sur I’ensemble des
solutions ?

d) On suppose ¢ de classe C' sur I, montrer que f est aussi C' sur I.

. Soit f € L(R?) non nul tel que 3+ f = 0.

a) Montrer que R?® = ker(f) @ ker(f? + id) et ker(f? +id) # {0}
b) Soit = € ker(f? 4 id) non nul, montrer que (x, f(x)) est libre
¢) Déterminer les dimensions de ker(f? + id) et ker(f).

00 O
d) Montrer qu’il existe une base B de R?® dans laquelle la matrice de fest [ 0 0 —1
01 o0

e) Trouver les u € L(R?) tel que f = u*?

Exercice 39 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

1.

2tan(a)

a) Montrer, lorsque toutes les quantités existent que tan(2a) = T tla
—tan®a

+oo
_1)»
b) Montrer que 7 = 8 Z (=1 (V2 —1)2nH!
n=0

2n+1
c) Montrer que |m — Si (-D* (V2 — 1)2+1| < 8
i 2kl 2n+3

.a) Montrer que si U et V sont semblables alors R(U) et R(V') sont semblables, si R € R[X].

A

0 i) ; calculer P(M) pour P € R[X], en fonction de

b) Soient A, B € M, (R) telles que AB = BA et M = (
P(A), P'(A) et B
¢) Montrer que si A est diagonalisable et B = 0 alors M est diagonalisable.

d) Montrer que si M est diagonalisable alors A est diagonalisable et B est nulle

Exercice 40 (CCINP PSI 2021) |/Indication)||/Solution

1.

Trois personnes A;, Ay et Az rentrent dans un bureau de poste. IL n’y a que deux guichets donc Az attend son
tour. On est a l'instant t = 0 et le temps est compté en entiers. L’entier X, le temps de service de la personne A;
suit une loi géométrique de parametre p. Y est la variable aléatoire discrete comptant 'instant ou A32 peut étre
servie.

a) Déterminer la fonction de répartition de Y ; on pourra travailler avec P(Y > k).
b) Montrer que Y suit une loi usuelle.

¢) Déterminer le temps moyen passé par Az au bureau de poste.

. Soit f € GL(R?) tel que f3 =id

a) Montrer que 1 est valeur propre de f.
b) Montrer que R® = ker(f — id) @ ker(f? + f + id)
c) ?

Exercice 41 (CCINP PSI 2021) |/Indication)|/Solution)

1.

0 1 3
Soit A= 2 1 -3
-2 1 5

a) Déterminer les valeurs propres de A.
b) A est-elle diagonalisable ?
¢) Trouver une base B = (u,v,w) de R? pour laquelle u et v sont des vecteurs propres de A.

d) Trigonaliser A

. Soit (Ep) : 2%y —2y =0

a) Déterminer les solutions polynomiales de (Ep).

b) Résoudre (FEp) sur R™ en posant y(z) = 2?z(z).

c¢) Résoudre (Ep) sur RT.



d) Résoudre z%y” — 2y = 2*

Exercice 42 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

1
1. Soit f(z) = T 5 powr e el-1-1].
a) Déterminer a,b, ¢ tels que f(z) = 2 4 br tc et déterminer une primitive de f
Y a S l+r 1—x+a? P '
= (D" s
b) Calculer S(z) = ngzo St 1 3t
+oo
(=D"
Calcul
c¢) Calculer g St 1

n=0
2. Soit u € L(R™) tel que u® + u? +u = 0.

a) Identifier ker(u) Nker(u® 4+ u + id).

b) Montrer que Im(u) = ker(u? + u + id) puis R” = ker(u) @ ker(u® + u + id).
¢) Soit v 'endomorphisme de Im(u) induit par u. Que vaut deg X, ?

d) Montrer que 0 n’est pas valeur propre de v.

e) Montrer que rg(u) est pair.

Exercice 43 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|
In(z)
™ 1n(n)

1. Pour z > 0 et n > 2, on pose u,(x) =

a) Déterminer le domaine de convergence D de E Uy ; on note S la somme de cette série.
n=2

b) Montrer que Z U, ne converge pas normalement sur D.

+oo
1
c) 1. Montrer que k,;quk(x) < In(n+1)°

ii. En déduire que S est continue sur D.
d) S est-elle intégrable sur D ?

n
2. Soient F un espace euclidien, u1,...,u, des endomorphismes symétriques de E tels que ng(uk) = dim(FE) et

k=1
n

Vo € B, ||z)* = > (ur(z)|)

k=1

n
a) Montrer que Z uy, — id est diagonalisable.
k=1

b) En déduire Z up = id

k=1
1L
¢) Montrer que F = @ Im(ux) et que les uy sont des projecteurs orthogonaux tels que u; o u; = 0 si i # j.
1<k<n

Exercice 44 (CCINP PSI 2021) |/Indication)|/Solution)

1. Une urne contient 3 jetons numérotés 1, 2 et 3 que I'on tire avec remise. On note Y le nombre de tirages nécessaires
pour obtenir 2 jetons différents et Z celui pour tirer les 3 jetons.

a) Déterminer la loi de Y.

b) Reconnaitre Y — 1 et en déduire E(Y) et V(Y)
¢) Déterminer la loi du couple (Y, Z).
d) Déterminer la loi et 'espérance de Z
o 1 'C
2. Soient A € O,(R),C = | : € M, 1(R) un vecteur propre de A associé a la valeur propre —1 et M = <C’ A )
Qn

a) Calculer M *M et en déduire M € GL,1(R)
b) Soit N = M~'*M. Montrer que N € O, 41(R).



Exercice 45 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution |

—nx

et S(z) = Zun(m)

n>1

1. Pour z > 0 et n > 1, on pose u,(z) = (—1)"
n

a) Montrer que Z up () converge pour z > 0.
n>1

b) S est-elle continue sur R* ?
¢) Montrer que S est C' sur RT.
d) Calculer S(z) pour x > 0.

n n

2. Soit v = (v1,...,v,) € R" tel que ZU" = 1. Pour z = (z1,...,2,) € R", on pose f(z) =x — (Zwl> v.
i=1 i=1

Montrer que f est un endomorphisme de R™.

Montrer que y € Im(f) < f(y) =y.

Montrer que R"™ = ker(f) @ Im(f)

Déterminer les espaces propres de f

a

o

=) =
~— — — —

Exercice 46 (CCINP PSI 2021) |/Indication)||/Solution

1 11
1. Soient J = |1 1 1) et M = J — I3. On note A, B et C trois points du plan sur lesquels une puce peut
1 11

se déplacer; si elle est sur un point a un instant, elle saute de fagon équiprobable sur I'un des deux autres a
linstant suivant. On note A, I’événement « la puce est en A & Uinstant n » (recip. B, et C, en B et en C) et
P(Ay)
U,=| P(B,)
P(Cy)

a) Trouver une relation entre Uy, 41 et Uy,.

o

) Diagonaliser M et en déduire une expression de M"™

o

) Trouver un polyndéme annulateur de J et en déduire une autre expression de M".
d) En déduire lim U,
n—-+o0o

2. Déterminer la nature des séries suivantes :

a) Z (7]7:)774/""00 e da

2

n>1 n
n " —t2n?
b) > (—1) e dt.
n>0 0

Exercice 47 (CCINP PSI 2021) |/Indication)|/Solution

Up + /U2 + a2

1. Soit (an)nen une suite réelle positive. On définit (u,)nen par ug € RT et u,pq = 5 pour n >0
an
a) Montrer que U1 — u, < >

b) En déduire que si Z ay, converge alors (u,)nen converge.
n
n+1

¢) La réciproque est-elle vraie ? On pourra utiliser u,, =

2. Soit M € M,,(C) telle que M? + ‘M = I,
a) Montrer que les valeurs propres de M sont racines de tout polynéme annulateur de M.

o

On suppose M symétrique ; montrer que M est diagonalisable et que det(M) x Tr(M) # 0

o

)
) Montrer que M est diagonalisable, méme si M n’est pas symétrique.
)

o,

Montrer que M est inversible si et seulement si 1 ¢ Sp(M)

Exercice 48 (CCINP PSI 2021) |/Indication)|/Solution
1. Soient n € N* et M € M,,(R) telle que M (’5M]\4[)2 =1I,.

a) A l'aide du déterminant, montrer que M est inversible.

b) En déduire que M est symétrique.
¢) Conclure que M = I,,.



o dt
2. Soit F(z) = / "
o 1+t

a) Trouver le domaine de définition D de F.
b) Montrer que F' est continue sur D.
c¢) Montrer que F' est C! sur un domaine & préciser et, & Paide d’un changement de variable, que F "(z) =
—+o0
In(t)t” 1
[ e (1,
L ep \p
En déduire les variations de F'.

d) Déterminer les limites de F' en +oo et en 1.

Exercice 49 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

1. Le nombre d’enfants d’une famille N suit une loi de Poisson de parameétre A. Chaque enfant & la probabilité p €]0, 1]
d’étre une fille, indépendamment des autres. On note X le nombre de filles.

a) Déterminer la loi conjointe de N et X
b) Donner la loi de X.
2. Soient E un espace de dimension n et f € L(FE) dont les valeurs propres A, ..., A, sont distinctes.
a) Montrer que P € R,,_1[X] — (P();)) € R™ est un isomorphisme.
Soit g € L(E) tel que go f = foyg
b) Montrer que tout vecteur propre de f est aussi un vecteur propre de g.
¢) Montrer qu'il existe une base de E constituée de vecteurs propres communs & f et g.
d) Montrer I'existence et l'unicité de P € R,,_1[X] tel que g = P(f).

Exercice 50 (CCINP PSI 2021) |[Indication)|/Solution

1. Soient X et Y deux variables aléatoires discretes a valeurs dans N, indépendantes et de méme loi, qui admettent
une variance et telles que Z = X +Y + 1 suive 4(p)

a) Déterminer Iespérance de X.
b) Déterminer la fonction génératrice de X.

¢) Déterminer la loi de X

n
2. On note D, les matrices M = (m; j)1<i,j<n de Mp(R) pour lesquelles on a Xy = H(X —m; ;) (les valeurs propres
i=1
sont exactement les coefficients diagonaux de M).

1 2 3 ... n
0 1 2 : 1 ... 1
a) A=|: . .. . iletB=|": (1) © | € My(R) sont-elles dans D, ?
1 ... 1
: 2
o ... ... 0 1

b) D, est-il un sous espace vectoriel de M,,(R)?
¢) Soit M € D,, symétrique. Calculer Tr(M?) et montrer que M est diagonale.

Exercice 51 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

“ In(1 —t) g ™
1. Soient F(z) = / — dt et S(z) = Z 5 On rappelle que S(1) = T
0 n=1

a) Déterminer le domaine de définition de F'.

b) Montrer que si x €] — 1, 1] alors F(z) = —S(x)
2

c) Montrer que si z €]0,1[, F(z) + F(1 —z) = In(z)In(l — z) — %

2. Soient n € N*, A € M,,(C) et B = (1(4)1 I(?)

a) Déterminer le rang de B en fonction du rang de A. En déduire que A est inversible si et seulement si B est
inversible.

b) Déterminer Xz en fonction de X4. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de A et B?
¢) Montrer que si A est inversible et admet n valeurs propres distinctes alors B est diagonalisable.

d) B est-elle diagonalisable si A n’est plus supposée inversible 7



e) Si B est diagonalisable, montrer que A ’est aussi.

f) Si A est diagonalisable, montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est inversible.

Exercice 52 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution |

1. Soit A € M, (R) antisymétrique et f canoniquement associé; on munit R” du produit scalaire canonique.

a) Montrer que ¥(z,y) € (R")?, (z|f(y)) = —(f(x)[y)
b) Montrer que det(f) = (—1)" det(f). Qu'en déduit-on ?

¢) Montrer que f induit sur Im(f) un endomorphisme injectif. Que peut-on en déduire sur dim(Im(f))?

0 0 O
d) On suppose n = 3. Montrer qu’il existe une base B de R? telle que Matg(f) = 0 0 —a
0 a O
f est-il diagonalisable ?
rodt
2. Pour n € Net z € RY, on pose I,,(z) = / —
o ch™t

a) Montrer que la fonction I,, est bien définie sur R*.
Montrer que la suite (I,,),en converge simplement sur R* vers une fonction & déterminer.

La suite (I,)nen converge-t-elle uniformément sur R™ ?

o

=5 =
— ~— — ~—

Trouver une relation entre I,, et I,,42.

oo de
e) En déduire, pour n > 1, la valeur de J,, = / N
0 c

Exercice 53 (CCINP PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

—+oo
1. Soit f:x %/ tTe "t dt.
0

a) Montrer que f est définie et continue sur R

b) Montrer que f(z) =af(x —1)siz >1

Pour n > 1, on pose v, = / In(f(u)) du. On souhaite étudier la nature de Z u On pose, pour = > 1,
n—1

Un

o) = [ m()du

~1
c) Montrer que ¢ est dérivable sur [1,+oo[ et calculer ¢’ (x)
d) Conclure
2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € £(E) dont la matrice A est la méme dans toutes les bases.
a) Soit P € GL,(K). Montrer que AP = PA.
b) Soit B € M, (K), montrer qu’il existe A € K tel que B — AI,, soit inversible. En déduire AB = BA.

¢) Déterminer A. Comment appelle-t-on un tel endomorphisme f ?

| Mines-Télécom|

Exercice 54 (Mines-Télécom PSI 2021) |[Indication/||/Solution|

1
1. On poseI:/ % dx
0

a) Montrer que I existe.

+o00 (_1)n+1
b) Mountrer que I = g —
n
n=1

2. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes suivant ¢ (p). On pose M (w) = (

a) Montrer que P(X =Y) = QL ; en déduire la probabilité que M soit inversible.
-Dp

b) On note A\; et A les valeurs propres de M. Déterminer la covariance de A; et s ; sont-elles indépendantes ?

Exercice 55 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indication/||/Solution|
+o00

1. Soit f(z) = Z(fl)” [Vn'+ 2 —+/n] pour z > 0.

n=0




a) Montrer que f est bien définie
b) Montrer que f est continue sur R et C! sur R ; étudier ses variations.

¢) Montrer que lim f = +oc.
+o0

2. Soient E =R, [X] et < P|Q >= ZP(k) ()Q™ () avec a € R.
k=0
a) Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

b) Montrer que P + (X — «)P’ est un endomorphisme symétrique de E.

Exercice 56 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indication/||/Solution|

1. Soient F un espace vectoriel de dimension finie n > 2, £ une forme linéaire non nulle sur F, a € E non nul et f

définie par f(z) = {(z)a — {(a)x

a) Montrer que f est un endomorphisme de E qui s’annule en a.
) Justifier que si ¢(a) # 0 et f(x) =0 alors x € Vect{a}.

) Calculer f(x) sif(x) =0
)
)

o o

[oF

f est-il diagonalisable ?

e) Déterminer Xy et Tr(f).

1
2. Soient f € C*([0,1]) et uy, :/ t"f(¢) dt.
0
a) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

b) Déterminer un équivalent de u,, si f(1) # 0.

Exercice 57 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indicationf|/Solution

—+oo
1
1.a) Déterminer un équivalent quand n tend vers +oo de u, = Z o
k=n+1 "

b) Déterminer la nature de Z sin (27nle)

-3 2 2
2. Soit u € L(R?) canoniquement associé 8 A= | 2 —1 0
-6 4 3
a) wu est-il diagonalisable 7
1 0 0
b) Montrer qu'il existe une base B dans laquelle Matg(u) = 0 -1 1
0 0 -1

¢) Déterminer les endomorphismes de R? qui commutent avec u

Exercice 58 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indication)|/Solution
1. Soient p un projecteur de E et H = {f € L(E),fop=po f}

a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de £(E).

b) Soit f € H. Montrer que ker(p) et Im(p) sont stables par f.
¢) Montrer que si ker(p) et Im(p) sont stables par f alors f € H.
1
2. a) Déterminer le domaine de convergence de la série de fonctions Z Uy, avee Uy () = -
n‘r+mn
n>1
b) Montrer que sa somme S est C' sur R,
¢) Montrer que, pour x > 0, on a |S(x) — Z L < Z L et en déduire un équivalent de S en 400
e 7 n>1 nPz| n>1 na? ! .

Exercice 59 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indication)||/Solution

“+oo
1. Pour n > 2, on pose I,, = / sin(z") da
0

a) Transformer I,, avec le changement de variable ¢t = z".
b) En déduire que I,, existe.

2. Soient E un espace vectoriel de dimension n > 2 et f € L(E) tel que f* =0et f"~* #0.
a) Montrer qu'il existe a € E tel que B = (a, f(a), ..., f" *(a)) soit une base de E.



b) Ecrire la matrice de f dans B. f est-il bijectif ?
¢) Soit M € M3(R) telle que M® =0 et M? # 0.
0 0 O
i. M est-elle semblablea T=(1 0 0 |7
0 1 0

ii. 7

Exercice 60 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indicationf|/Solution
1. Soit la suite de polynémes (P, )nen définie par Pp =1, P, = X et Py = XP, — Py

i 1)0
a) Montrer que P,(2cosf) = sm(ni—i—)
sin 6
0 1 (0)
. 1 0 , . R .
b) Soit A = . Déterminer le polynome caractéristique de A et ses valeurs propres.

.. . 1
(0) 1 0

n

2. Etudier les convergences simple, normale et uniforme de la série Z(—l) sur R.

X
2\n
= (1+ 2?2)

Exercice 61 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indicationf|/Solution
1. Soit f:2€ Cr—iz+ (1 —1i)Z

a) Déterminer une R-base de C

b) Montrer que f est R-linéaire et déterminer la matrice de f dans la base précédente.

c) Diagonaliser f
: . - 1
2. Soient a > 0 et S, = Z k. Pour quelles valeurs de «, la série Z — est-elle convergente 7
k=1 Sn

Exercice 62 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indication}|/Solution

-1 1 3
1. Soit A= -2 2 2
-2 1 4

a) Montrer que A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable
b) Déterminer les éléments propres de A.

¢) Déterminer un vecteur propre u de A associé a la valeur propre 2 puis un vecteur v tel que (A — 2I3)v = u. En
déduire une matrice P inversible et T triangulaire supérieure telles que A = PTP~!

d) Calculer T* puis A*
2.a) Montrer que arccos(l —h) ~ . V' 2h; on pourra poser 6 = arccos(1 — h)

h—0

b) Déterminer la nature de Z arccos (1 + nS)
i
24 n3

Exercice 63 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Indication/||/Solution|
1. Déterminer la distance dans R® de u = (1,1, 1) au sous-espace F = {(z,yl1z) € R}z —y + 2z = 22 — 3y + 2z = 0}

2. Soient £ =C°(R,R) et o(f): 2 € R+ /x tf(t)dt
0

Justifier que ¢ est un endomorphisme de E.
Est-il surjectif ? Injectif ?

a
b

c¢) Déterminer les éléments propres de ¢

)
)
)
)

o
~

Exercice 64 (ENSEA PSI 2021) |/Indication)||/Solution/

i oI =mn ; on pourra utiliser I'inégalité de Cauchy-

1. Déterminer les n-uplets réels (x1,...,x,) tels que { i% tzie=n

Schwarz



3_ .3
2. Soit flag) = | s s @) # (0.0
0 sinon
a) Montrer que f est C* sur R?\ {(0,0)}
b) Montrer que f est C! sur R%
0% f 0% f
0x0dy Oyox

c¢) Calculer (0,0) et (0,0); f est-elle C? sur R*?

Exercice 65 (Petites Mines PSI 2021) |/Indication/||[/Solution|

1.a) Donner la définition d'une loi de Poisson
b) Donner l'espérance et la variance d’une loi de Poisson et le justifier

¢) Montrer que si X — Z(X\) et Y — Z(u) sont deux variables aléatoires discretes indépendantes alors X + Y
suit Z(\ + )

n—1
2. Pour tout polynéme P € R,[X] de la forme P = X”Zaka, on associe sa matrice compagnon Cp =

k=0

0 o 0 an

1 .

O o e v, )
o - - :
0 ... 1 Ap—1

Montrer que Cp est inversible si et seulement si P(0) # 0

T o

Déterminer le polyndéme caractéristique de Cp.

Montrer que les espaces propres de Cp sont de dimension 1

(>N
— Nt N N

Montrer que C'p est diagonalisable si et seulement si P est scindé a racines simples



Indications

Exercice 1 |[sujet/| 1. Ne pas chercher forcément a utiliser la relation admise (qui n’a rien d’indispensable dans cet
exercice)

Exercice 2 1.b) Utiliser le DL de In(1 + ) et la formule de Taylor

Exercice 3 |/sujet/

Exercice 4 [[sujet] 1.a) Poser ¢ = f' +af et résoudre y' + ay = ¢ de fagon a trouver f en fonction de . Ensuite
utiliser la définition de limite avec €

b) appliquer la premiére question a h = f’' + bf avec b bien choisi

2.a) Montrer que A(t) € Ry[t] (sans chercher & le calculer complétement)

Exercice 5 |[sujet/| 2. pour le premier cas, montrer VX € R" (UX|X) > 0 < Sp(U) € R ; pour le dernier (si V
inversible), montrer qu’il existe M € GL,(R) telle que V = ‘MM
Exercice 6 |/sujet/| 1.a) Vérifier que B est aussi DZ et trouver les vp de B en fct de celles de A.
o0 sint
2. a) commencer par prouver la CV de / —~ dt
1
b) IPP en introduisant F' une primitive de f et trouver A tel que F(t) — At = O(1)

Exercice 7 |[sujet] 1.a) matrice dans une bon bien choisie

b) D est un espace propre de r qui est donc stable par s

Exercice 8 |/sujet] 3. Commencer par chercher un équivalent de a,,

Exercice 9 [[sujet]

Exercice 10 [/sujet]

Exercice 11 |/sujet] 1. Il est plus facile de prouver que la famille (u;) est génératrice.
Puis chercher la matrice dans la base (u;) des vecteurs (v;).

Exercice 12 [/sujet] 3. chercher le lien entre u, et v, puis la limite de v,, ; pour cela commencer par vérifier qu’il
3
existe o > 0 tel que In(1 —u) > —5u sur [0, a]

Exercice 13 |/sujet/ 1. IPP pour trouver un lien entre I,, et I,_1

Exercice 14 [/sujet]

Exercice 15 [/sujet] 1. Poser t = zu dans I puis considérer f(z) — I.
2. IPP pour la limite en +oc.

Exercice 16 |[sujet] 2. IPP sur (P,|Py) sin<m

3. vérifier que P, L R, _1[X] et, en supposant que P, posséde au plus n — 1 racines, considérer (P,|Q) avec @ qui
change de signe en méme temps que P,.

Exercice 17 |/sujet 6. Conditionner par la premiére rencontre
Exercice 18 |/sujet
Exercice 19 |/suje
Exercice 20 |/sujet
Exercice 21 |/sujet
Exercice 22 |/suje
Exercice 23 |/suje

Exercice 24 |/sujet

1 ~N N MM M KM}
= [ M) B M B M [ M B M S M N M B M

Exercice 25 |/sujet 1.d) Commencer par P(my > k)



Exercice 26 |/suje
Exercice 27 |/sujet
Exercice 28 |/suje
Exercice 29 |/sujet
Exercice 30 |/suje
Exercice 31 |/sujet

Exercice 32 |/suje

1 ~N1 O M M M BT}T
M [ M [ M B M B M R M R M B B

Exercice 33 |/sujet
les plus simples)

Exercice 34 [/sujet]
Exercice 35 |/sujet]

Exercice 36 |/sujet

I
—

1. ¢) Comparaison série/intégrale

1.d) Le plus simple est avec le TITT

2.b) Faire des manipulations par blocs sur Xg(\), en supposant A # 0

2. On peut tout faire avec une matrice (et la base canonique n’est pas celle qui donne les calculs

1. ¢) Utiliser I’éq diff et remarquer que f est impaire (pour simplifier les calculs)

1.b) Montrer que M + *M = 2I,, puis quil existe A antisymétrique telle que M = I,, + A,

puis A* =0 et enfin A = 0.
2.d) Pour la valeur de S(—1), prouver la CVU de Zunm" sur [—1,0]

Exercice 37 |/sujet
Exercice 38 |/suje
Exercice 39 |/suje
Exercice 40 |/suje
Exercice 41 |/sujet

Exercice 42 |/suje

1 O S M B}T
I [ = [ M B M B M N M [ M

Exercice 43 |/sujet

1.d) Le plus simple est avec le TITT

2.b) montrer que Sp (Z ug — id> = {0}
k=1

c) Commencer par la somme directe, puis projecteurs tels que u; o u; = 0 et finir par Porthogonalité des images.

Exercice 44

1.c) Calculer P(Z =h|Y =k)

2.a) vérifier que rg(C'‘C) = 1 puis que det(I, + C*'C) # 0

Exercice 45 |/sujet

Exercice 46 |/sujet
Exercice 47 |/suje
Exercice 48 |/sujet

Exercice 49 |/suje

~g N = Y B = I = ==
I [ M= [ M B M B M R M)

Exercice 50 |/sujet

Exercice 51 |/sujet/
temps.

Exercice 52 |/sujet]
Exercice 53 |[sujet]

Exercice 54

n
2. Siu=(1,...,1) alors Z x; = (u]z) pour le produit scalaire canonique de R".
i=1

2.b) Poser x = nt et faire intervenir la premiére série

2.b) Faire des manipulations par blocs sur Xp(A) et supposer (par ex) A # 0 dans un premier



Exercice 55 |[sujet] 1.a) Raisonner par absurde et commencer par vérifier que f(z) > So,+1(x) avant de séparer
les termes pairs/impairs.

~+

Exercice 56 [/suje 2.b) Commencer par une IPP
Exercice 57 |/sujet 1.a) Utiliser Taylor reste intégral

Exercice 58 |/suje

Exercice 59 |/suje
1
Exercice 60 [/sujet 1.a) cos(a)cos(b) = i(cos(a +b) + cos(a — b))

Exercice 61 |/sujet 2. Trouver un équivalent de S,, par comparaison série/intégrale
Exercice 62 |[suje 2.a) poser f(h) = arccos(l — h) et faire le chgt de variable proposé
Exercice 63 |/sujet

Exercice 64 |[/sujet

~a el e = = e Y = = = ==
M S M) B M [ M N M B M R M N M N B N B

~+~

Exercice 65 |/suje



Exercice

Exercice

b)

Exercice

Solutions

- 3 3 B 1 5 3 1y
1 1.a) In(upt+1) + 51n(n+ 1) — In(uy) — 5111(“) =1In (1 + ﬁ) —1In (1+ %) + 5111 (1 + E) =

1
O (ﬁ) done, si w, = In(u,) + gln(n), on a bien (w,) CV (lien suite/série)

14

(positif) donc Zun Ccv

3
Si on note £ = limw,, on a In(u,) = ~5 In(n) + £+ o(1) donc u,, ~ 2/2

Sommer la relation 2(k + 1)ugy1 + 3ugs1 = 2kug + 2ug

On pose S,, = Zuk et T,, = Zkuk; onaSy,i1 =3+2(T, —Ths1)+2(Sns1 — Sn) =3 —=2(n+ Dupyr +
k=0 k=0

QU 41 ——— 3
—+o00

J? = nJ puis Sp(J) = {0,n}, Eo(J) = Vect{e; —e;,i > 2} (hyperplan) et E, (J) = Vect{(1,...,1)} (= Eo(J)*
par th spectral si besoin)

P=(X?+X)?—n(X?+X)=X(X+1)(X?+ X —n) est SARS

MX =)0X = JX = (M + )X

—1+1+4
On a Sp(M) C {0,—1, A1, A2} avec A\ 2 = % MJ = JM = M3 + M? donc les espaces propres

de J sont stables par M ; si J = Pdiag(0I,,_1,n)P~" alors M = Pdiag(N,u)P~" (matrices diagonales par
blocs) puis N2 + N = 0 et p? + p = n donc p = A1,2; les solutions sont donc M = Pdiag(N,/\l,g)P_1 ou
N e M,,_1(R) est DZ avec Sp(N) C {-1,0}.

1
2 1. a) 1n(1+%)e*r = 0(—)

x2

u? teor 1 oo g2 1
On aln(l+4+u) Su——& +o0(u?) et on remarque que / ZeT¥dr = — et / —e¢ “dx = — ; il suffit donc
0o n n 0 n
2

+o0 +oo 2 +o00
1
deprouverquejn:Inf/ f(fmd:ch/ x—Q *‘”dzfo( >etJnf/ {111 (1+£)f§+%
0 n 0 2n n2 0 2n
u?
ln(l + u) —u—+ ?

“dzx.

Avec la formule de Taylor, on a
1

o(55)

Soient I’ et G’ des supplémentaires de F et G dans E puis By et By des bases adaptées & E = F @ F' et

8 Ié") ou r = dim(F) = djm(G’) (donc le

3 +oo .3 C
< < donc || < / L oetdr = 5 donc J,
3 0 n

E = G & @' 1l suffit ensuite de prendre u tel que Matg, .5, = (

bloc en haut & droite est bien carré). Récip par le th du rang.

On a G C F; sion pose uy = (1,—1,0) puis us = (1,0,—1), on a F = Vect{uj,uz}. On compléte avec
uz = (0,0,1) de sorte que B = (u1,us,us) soit une base de R®. 11 suffit ensuite de prendre u € £(R?) tel que

01 0
Matp(u)=( 0 0 1
0 0 O
et
2
3 |[sujet] 1. a) T 20 < e ¥ intégrable sur R.
A 2 3,2 1
Etudier v — 1 —u 4+ u” — et u—u’—u'+u—1+
1+u 1+u
+oo 2 +oo 2 2 2
0 < / (1 — 22 + 2'e ™ dt — f(2) < xG/ %" dt donc f(x) = / eV dt — 2? / t2e”" dt +
—0o0 —00 R R
:174/ the=t" dt + O(x%)
R
J,, est symétrique réelle et J2 = n.J,, donc Sp(J,,) C {0,n} puis Tr(J,) =n donc Xy, = X" (X —n)
1 1 1 1 V3 Lov2
p= (Y Nean=T (-3 1 v2
-1 1
V2 B\ o 2 va

A0

MJs = J3M si et seulement si M = Ps (0 b

) Py avec A € M3(R) donc C(J3) est isomorphe & My (R) x R

donc de dimension 22 +1 = 5.



T
Exercice 4 |[sujet]| 1.a) on a f(x) = f(0)e™*" + e_‘”/ e p(u) du puis 11)1}_1 f(0)e™® = 0et,sie > 0,1l
0 x oo

T A
existe A > 0 tel que |p| < e si © > A; on écrit alors e_‘m/ ep(u)dul < e~ Re(“)x/ eRelY| o (y)| du +
0 0

x A A
ce” Re(a)””/ eftel@u gy < ¢~ Rel@)z / eRe(@U| o (u)| dute et il existe B > A tel que e~ Re(a)””/ el o (y)| du <
0

A 0 Y
e_“’”/ e™p(u)du
0

a+b:1 . . 2
ab = 1 ;on prend a = —j et b= —j°.

e pour z > B (Uintégrale est une constante). Pour z > B, on a < 2

onah'+af =f"+ (a+b)f + abf donc on cherche a,b tels que {

1 1
Comme Re(b) = 3> 0, on déduit de la premiére question lim h = 0 puis, comme Re(a) = - 5 > 0, lim f=0

On effectue L; < L; — Ly pour i > 2 (il n’y aura plus de ¢ dans les autres lignes que L) et si on developpe par
rapport & Ly, A est affine. Il existe «, 5 tels que A(t) = at + f; on a A(—c) = (a —¢)" et A(=b) = (a—b)"
— — _ b n __ _ n b _ n __ _ n
donc { 732 ig _ EZ B Z;" on trouve alors a = (a )b = ia c) et B = (a C)b - z(a c) puis on en
— X _ n X _ n
déduit Xy = 2K Zat o HeX —at?d)
—b+c

A— b\" b —b —a)d
Xu(A) =0« (i) = —, soit § € C tel que 8 = —; on trouve alors \ = a4 + (¢~ a)d avec

A—a+c c c 1—06

p=0e " £ 1 car 6 = - 75 1. On vérifie que ces valeurs de A (pour k €[[0,n — 1]) sont 2 & 2 distinctes donc
Xy est SARS et M est DZ

t%Int)" L em It L lnt)"
Exercice 5 [[sujet] 1. th = Z (GRS et on applique le TITT avec / [t In#" dt = (71)"/ (" a'=
0

= n! 0 n! n!
1 ! 1
-1 n+1—/ " (In ¢ nfldt:”.zi
) Ty J, ¢ WY (zn + 1)n+
2. indications faites en cours. Si det(U) = (V) = O alors ((U+V)X|X) (UX|X)—|—(VX|X) > 0donc Sp(U+V) C
]R+ et det(U +V) > O SiV =1, U= Pdiag(\;)"P donc U + I,, = P(diag(1 + \;)'P et det(U + I,) =
A; 20
H( +N) =1 +H/\ = 1 +det(U). Enfin, si V = ‘MM, U4V = 'M(!M'UM™" + I,)M, on vérifie

i=1

=1

tMTTUM™ € S,(R) et ("M'UM'X|X) = (UY|Y) > 0 avec Y = Mle donc on peut appliquer le cas

V =1, et on a det(U + V) = det(P)det('M UM~ + I,,) det(*P)
det(*M UM™Y

D= et (PMIWUM T 1) > 1+
D= Gt (U) + det(V)

Exercice 6 M 1.a) Si A = PDP™! avec D = diag(a;I,,) (vp distinctes) alors B = PAP™! avec A =

D® + D + I, = diag(b;I,,,) et b; = a? +a; +1. On aura A = Q(B) si et seulement si D = Q(A) donc si
et seulement si a; = Q(b;) pour tout i (c’est donc un probléme d’interpolation). Comme 2 + 2 4+ x + 1 est
injective sur R (car strictement croissante), les b; sont deux & deux distinctes donc un tel polynéme @ existe.

0

Q),onaB:Oetilest
0 1

Le probléme est que dans C, & — 2> + 2 + 1 n’est plus injective; si on prend A = <
impossible de trouver @ tel que A = Q(B)
+o0o +oo +oo
t t)— A A
/ % dt CV (cf cours) donc / % dt CV si et seulement si / 7 dt CV, ce qui n’arrive que
1 1 1
pour A = 0.

On pose F(x / f(u)du; il existe n € N tel que nT < < (n+ 1)T (cest n = {%J) et on a F(z) =

n / flu)du+ / f(uw)du; comme f est continue et T-périodique, elle est bornée (et atteint ses bornes) sur
0 nT

/na;f(u)du

1
(valeur moyenne de f), on a F(x) = Az + O(1). On fait alors une IPP avec u'(t) = f(t) — A et v(t) = ;iona

F(t) — X\t Tf() - A TP - M
u(t)v(t) = ( )t " 0 donc / % dt et / % dt sont de méme nature et la seconde
> 1 1

1 /7
le segment [0,7] puis sur R. On a donc < T|flleo (bornée) et donc avec A = ?/ flu)du
0

F(t) — Mt 1
converge car — g = 0] <t—2)

+oo Y
Reste 'unicité : si I'intégrale CV aussi pour un p € R, par linéarité, / 5 dt est CV donc A — = 0.
1



Exercice 7 1.a) Si D = Vectu et B = (u,v,w) est une bond, on a Matz(r) = (é R(()G)) et Matg(s) =

(_1 O> ui commutent
0 )4 :

b) D = Vectu est une droite stable par s donc elle est engendré par un vecteur propre de s. On a donc deux
possibilité : soit u € E_1(s) est on est ramené a la question précédente, soit u € E7(u) et on peut compléter en

1 0 0 1 0 0
une bond B telle que Matg(r) = [ 0 cosf —sinf | et Matp(s) = (0 1 0 | quine commutent que si
0 sinf cosé 0 0 -1
sinf =0 donc si r est un demi-tour.
1
2-&) f(m),B/T tf( )+oo $3/2
1
b) poser u = —
x
(2n)! o /1 (2n)! 1
1, ™ d TITT dz = -1
c) pour |u|l < \/7 Z:O CEE onc ( ) ; f(z)dz g( ) @ an 113 car
(2n)! 1 o
~ tirling.
2" )220+ 1/2 2ﬁn3/2 par Stirling
th(t 1 th th(t 1 th
Exercice 8 1. tg) ol donc a,, existe (sin > 1) puis si t > n, t(Qn) < tg) <2 donc (n) <
n
1
a, < —. On en déduit a,, ~ — donc R =1 puis Zan DV et Z(—l)"an CV par CSSA (lima, = 0 car c’est le
n n
reste d’une intégrale convergente) donc Dg = [—1,1].
2. Siz € [-1,0], le CSSA est vérifié donc |R,(z )| Gpt1 —+> 0 donc CVU sur [—1,0] et S est continue en —1.
1 o dt 2e % o
3. ay ~ o= = puis S(z Z Z i dtm On a ensuite 1 —th(t) = = < 2¢7 % donc
n=1 n=1
1

ap — —

+oo —2t +oo —2n
2 dt 2 1
< / € dt < 26_2”/ bz . On en déduit la CVN sur [0, 1] de E <an — f) 2™ donc
n n n n n

12 12
n>1

. I n_ . _ z" 1 1
alcl—>rnl > (an - ﬁ) a" = L est finie. On a S(x) = ; ;—i—f—i—o(l) = —In(1—z)+¢+0o(1) donc S(z) ) In(1—z).

Exercice 9 [/sujet/| Ce sont les mémes questions que dans I’étude des intégrales de Wallis
1
1. sin® t Yo iE donc f(z) existe si et seulement si —x <1<z > —1.
2. Siz <y, sin®t >sin¥t

w/2 /2 ™/2
3. f(z+1) :/ sin(t) x sin® t dt IP:PQ:/ COSQtSinw_ltdt:x/ (1—sin?t)sin® ' tdt = 2(f(z—1)— f(z+1)
0 0 0
x
1) = —— -1
done f(r-+1) =~ (1)
4. La fonction z — (x + 1)¢(x) est donc 1-périodique done (n+ 1)p(n) = ¢(0) = f(0)f(1) = = et p(n) =

T
5. est décroissante et positive donc aussi donc —— < z| +1) < z) < ) = —m—.
i positive done sa Ty < #lel T 1) < 6 < ella)) = g

L1 m z+1
= — > —
On en déduit, par encadrement mglfoo xpo(x) 5 Comme f(z) > f(x +1) > f(zx +2) s 2f(a:), on a
G
Fle 1)~ f(@) done pla) ~ f(2)? et fx) ~ /T

En fait, comme © — (x4 1)f(x)f(x 4+ 1) est 1-périodique et tend vers g, elle est méme constante égale a %

efna:/Z efn:z:/Q

1 n rans " n "
Exercice 10 1. S, — % (n, 5) donc E (ez(s"_f)) brapst Z (Z) ek = (I+e")" = (ch g)

1
2.a) Ona f'(z) =a— -th (g) donc f est maximale en z € R tel que thg = 2« (unique car th est bijective de

2
R sur ] —1,1[)
Sy, 1 Markov (ch % "
b) On commence par P (— —3 > a) =P (ew(S"_"/z) > e"a”’) < ( 2) = ¢ "f(®) et on choisit le 2 pour
n enar

lequel f est maximale.



n 1 _ ,
On fait de méme pour P (i _ 5 < —O[) — P( (n/2—S,) > enaw) <e naz <ew(n/2 S,L)> _ nf(z) puis on
n
ajouteles2puisqueP< — == >a> :P(——7>a)+P<——7<—a)
n 2 n 2 n 2
n— n—1 n—1
Exercice 11 1. Sip € L(R,—1[X],R) alors p(P) = Z arp(XF) = Z ©(X*)uy,(P) donc ¢ = Z O(XF)uy, €
- = k=0
Vect{ug, ..., un—1} et comme dim(L(R,—1[X],R) = dim(R,_1[X]) X 1 = n, la famille génératrice (u;)ocjgn—1 €st
bien une base de L(R,,_1[X],R).
n—1 n—1 n—1
On a v;(P) = Z akaf = Z a;‘?uk(P) donc v; = Z a;’?uk et, si on note B = (uo,...,un—1) la base précédente,
- k=0 k=0
on a det(Matg(vo, ..., Up— 1)) = V(ao, ..., 1) donc est inversible si les «; sont 2 a 2 distincts.

dt est un produit scalaire sur R[X] et orthonormaliser la base canonique.

2. Vérifier que (P /

Pour l'unicité : si (P,) et (Qn) sont deux telles familles, on a @, € R,[X]NR,,_1[X]* (car (Qo,...,Qn_1) est une
base de R,,_1[X], degrés étagés), idem pour P, ; comme R, [X]N Rn,;l[X]L est une droite, on a P, = A\Q,, puis
comme ||P,|| = [|Qn]| =1, on a |A\| =1 puis A > 0 avec leurs coefficients dominants.
l—e® 1  1—e® 1 —2 ] 2 [tXee
: : 2] [T,
3vzl, 3Jo N

~ ot ~ . Pui I—{k*w
x/x 0 \/Ee /T oo 23/2 (1=e™)

Exercice 12 [/sujet] 1.
2
3V"

1—cos"x

n 1 — cos™ ( 2) 1 — cos™ (\/%>

1-— 1 " 1 1

t cos @ O(—2>.Puis—L ~ — t—n = O( )
€T t—+oo

_ e =
1t t—0 /t tvt 13/2

/2t n
3. On commence par trouver le lien entre u, et v, : on pose x = {/ — et on trouve u, = ﬁvn. Puis on trouve
n
1 — cos™ (\/%) 1 _ et

la limite de ar TCD : si t)y = ——= i =

imi (vn) par i fn(t) i , Lm Py
In(1—u
;on a lim (7) = —1 donc il existe a > 0 tel que
t\[ u—0 u

2t

2t 2
sit < 1alors1—cosy\/— € {0,1 — oS \/7} C [0,a] si m = ng (no ne dépend pas de t) et cos"( ) =
n n

n
2t 3 2t
nln cos — >exp|—=n|1—cosy/— = exp
n 2 n

donc [ fn(t)] = fult) < tijg sur 10, 1] si n > no.

n
2 5 € 2
T z—0 2 T +o0

. Reste la domination : si

In(1 — u)

t > 1 alors |f.(t)] < —— sur [0,q],

exp

2t
—3n sin? ( )} > e % (avec sin(u) < u). On a

n

/2 /2
Exercice 13 1.1, = / sin(t) x sin?" ') dt "2 (2n — 1) / cos(t) x cos(t)sin?*"2(t)dt = (2n —
0 0
2n —1 ) 2n)!
1)(Ip—1 — I,) donc I,, = Tjn_l puis I,, = e 0
2. si|z| < Ret y(x Z anx", — 1)y (2) + 32%y () + zy(z) = Z[(2n +1)2%a, — (2n+2)(2n + 1)an 41]z?" !
n>0 n=0
. . : 2n+1 .
donc f est solution sur | — R, R[ si et seulement si a,y; = ot 2% donc R =1etsi|z|] <1, ona f(z) =
n
2n
o Z anl
3.8 x| < 1, Z z?n 2 / Zsm ¥ dt = gg(x) car |sin®"(t)x*"| < |z[*" donc
2” ' n>0 n=0 g

CVN sur [O, g] (variable t).

2ikm
Exercice 14 |[sujet] 1. exp ( ) pour k €[0,n — 1]
n

2. fait en cours (interpolation de Lagrange)
3.7



t 1—1¢2

Exercice 15 |[sujet] 1. Par IPP, pour z > 0, avec u(t) = 7 e et v'(t) = sin(xt) donc u'(t) = Atz et
— cos(xt) p— . . [T,
v(t) = ———~ :onawu,v €C(RT) et u(t)v(t) P 0 donc f(x) existe si et seulement si u'(t)v(t) de
T T 0
1
converge, ce qui est le cas car v/ (t)v(t) = O (—) ; f(0) = 0 existe et f est impaire

t—+o00 t2

2. Le théoréeme de continuité ne s’applique pas au voisinage de 0 car I n’est pas absolument convergente (donc

= sin(zu) du et f(z)—1 =

+
t — g(x,t) n’est pas intégrable). Pour « > 0, en posant ¢ = ux, on trouve I = / —_—
O u

+o0 :
— t t
/ Mdt.Onendéduit|f(at)—]|<x7dtzﬁx—>0
o tl+4+1t?) t(1+1¢2) 2 z—0t
11 [ a-+# t
En +o0, on peut reprendre lexpression de f obtenue apres IPP : f(z) = — + — / w dt donc
x oz ) (1+12)2
If(2)| < L 1+/+Oo Dl dt 0 ( it aussi tiliser le TCDPC tt ion d
z)| € — on aurait aussi pu utiliser le avec cette expression de
x o (1+41t2)2 z—400 p P
f(@))
+oo (k+1)7 . ¢
3.a) I Chpgles Z/ Sl% dt puis poser t = kr + u et utiliser sin(km 4+ u) = (—1)* sin(u)
k=0" kT
T sint T sint T sint T sint )
b) Par CSSA, on prouve I = —dt — dt+ Ry > —dt — dt > 0 donc lim f(z) =
I>0et f(0) =0 donc f n’est pas continue a droite en 0.
Exercice 16 1. par récurrence on trouve P, 1 = P! — 2X P, puis deg(P,) =n
—+oo +oo +oo
2. sin < malors (P,|Py) = / Pa(t)p™ () dt "2 — / P ()¢ D()dt = - = (=1)" / P (1)) (1) dt =

+oo
(-1)"p{M {qb(m_"_l)(t)] =0 car P est constant.

o0

3. Par degrés étagés, (P, ..., P,_1) est une base de R,,_;[X] donc P, € R,[X]*. Si les racines de P, ot P, change de

signe (donc d’ordres de multiplicité impairs) sont a1, ..., a, avecm <netsi@Q = (X —aq1)...(X —an,) (qui change
+oo

de signe en méme temps que P,) alors Q € R,_1[X] et on a (P,|Q) = 0 mais (P,|Q) = / P,(t)Q(t)o(t) dt ne

—o0
peut pas étre nul car ¢t — P, (¢)Q(t)e™" est continue, de signe fixe et non nulle. On en déduit que P, change de
signe au moins n fois et comme deg(P,,) = n, P, est bien SARS.

Exercice 17 |[sujet] 1. Python

k
2. Si X,, =k, on aura X,,;1 = k+1 si la premiére personne vote pour A (proba —) et la seconde vote pour B (proba
m

t2

m—k
1 m — 1 car c’est une autre personne); idem pour X,41 = k — 1. On aura X,,11 = k si les deux personnes
m—

votent pour le méme candidat.
3. (X, =1)ogigm est un SCE et P(X,,41 = k|X,, = i) =0si [k — 1| > 2.

Par récurrence sur n (pour tout k € [1,m — 1]).

4. Va = U (X, =m) et (X, =m) C (Xp+1 =m) dott le résultat par continuité croissante.

n>=0
5. Python
6. Onnote V(a) = P(V4) alors P(V(a)) = mP(V(aH)HmP(V(a—nH(Q - SM) P(V(a))
donc 2P(V(g)) =P(V(a—1))+ P(V(a+1)) puis P(V(a)) = aa + 8 avec P(V(0)) =0 et P(V(m)) = 1 donc
PV(a) =2
Exercice 18 1. Python

2.a) Python

b) Si n est impair, R(z) = 0 est impossible (il faut autant de déplacement vers la gauche et vers la droite pour

2m
revenir en 0). Si n = 2m est pair il faut m déplacement dans chaque sens, il y a ( ) fagon de choisir les
m

2 1
positions des déplacements vers la gauche (ce qui fixe donc les autres) donc P(R(z) = 0) = ( m) 22m
m m



3

1
¢) Avec Stirling, dans le cas pair, P(R(z) =0) ~ —
m——+00 /7'M

.a) On pose y = (¢1,...,%n—1,—Ty) et on va justifier que R(x) et R(y) ont la méme loi : X,,(Q) = {—1,1} est

n—1
symétrique donc R(z)(2) = R(y)(2); si a € R(z)(2) alors, en notant Z = Z ;. X;, on a
i=1
1 1 1 1
P(R(z) =a)=P (Z—|—J;an =a| X, = 5) P (Xn = 5) + P (Z—!—ann =a| X, = —§> P (Xn = —§>

A PP
iniepP(Zza—%’)P(ané)+P(Z:a+£%">P<Xn:—%>
:P(Zza—7)P(Xn:—%)+P(Z=a+%”)P<Xn=+%>:P(R(y)za)

On fait de méme pour tous les changements de signes

Exercice 19 |[/sujet] 1. Python

2.
3.

4.

Python
T.(Q) =[1,N]sin>Net T,(Q) =[1,N—n]sin< N

1
Ty = 1. Puis P(T, = 1) = N (N choix pour le trou et — Nz chances que les 2 boules tombent dans ce trou) et
N N
N-11 N -1
P(Ty, =2) = P(Ty, =2|Xy =0)P(X1 =1) = = i X estl éro du trou dans 1 11
(T );(2 | X1 =9)P(X1 =1) ilNN 7 st X1 est le numéro du trou dans lequel la
premiere boule est tombée.
N(N —1)n" 1\" . : n A
. P(T,=1) = — N = 1- ~) N choix pour le trou restant vide, (N — 1) fagon de répartir les n
boules dans les NV — 1 trous restants et N facon de les répartir dans les N trous.
N\ (N —2)» ) . N . .
P(T,=2)= o | Nm pour les mémes raisons, 5 facon de choisir les 2 trous vides.

N(N—-1)...(N — 1
P(T,=n)=0sin>Net,sin<N, P(T,=n) = ( ) 15 ey

trou différent : IV choix pour la premiere, N — 1 pour la deuxieme,. ..

car chaque boule doit occuper un

- (T = 1)igp,vy est un SCE; P(Ty 41 = k[T, = i) = 0sii ¢ {k —1,k} donc P(T,11 = k) = P(Tn+1 = k[T, =

k N
KYP(T, =k)+ P(Thy1 = k|T, =k —1)P(T,—1 =k —1) puis P(T,41 = k|T,, = k) = N (la n + 1°™¢ boule doit

N-—-k+1 .
tomber dans un des k trous déja pleins) et P(Ty,+1 = k[T, =k —1) = TJF (la n 4 1°™° boule doit tomber
dans un des N — (k — 1) trous vides)
N N N
_ k B N-k+1 B } x 4z ) B
ca) Gyi(z) = ’; {NP(TR =k + 5 PTu=k-1 =5 kg + 5 ;(N i\P(T, =
N £ ! ﬁ o !
i)r' = NG” x)+ N (NGp(z) — 2G (x))

b) Apres dérivation, en z = 1, on trouve G, (1) = 1+ (1 — —) G, (1) et E(T,) = G.,(1) donc (suite arithmético-

1 n—1
géométrique) E(T,,) =N — (N —1) (1 - N) car E(Th) =1

™ ™
Exercice 20 |/sujet/ 1. Python; m-périodique et paire, croissante sur [0, 5} donc maximale en 5"

2.
3.
4.
5.

f(0,0)=0¢et f(z,y) >0 car cos<1letch>

B, et C, sont fermés (boule fermée et sphere); Q, est ouvert (boule ouverte)

f est continue sur B, partie fermée bornée non vide

a) B, C [-r,r] donc F.(z,y) < M, sur B, et comme M, > f(0,0) = 0, on a aussi F,.(z,y) < M, si (z,) €

[—7, 7%\ B,.
b) Python
¢) Python
d) Python
e) Python



6.a) Etudier t — t — sin(t) et t — sh(t) — t.
b) Si M, est atteint sur €2, (ouvert), c’est un point critique de f (car C'). Les points critiques sont (k‘%, 0) en
lesquels f vaut 0 ou 1 (si r > g) Sinon M,. est atteint sur C,., donc un point de la forme (r cos @, sin§) avec

0c [O, g} vues les propriétés de périodicité/parité de g,. On a g,.(6) = r cos @ sh(2sin 6) — rsin 6 cos(2 cos§) >

2rsinfcosf — 2rsinfcosf = 0 donc g, est croissante et atteint son max en g Enfin, g, (g) = f(0,r) =

h(2r) —1
C(+) = sh*(r) et comme sh? (g) > 1, on a M, = sh®(r) atteint en (0,7)
Exercice 21 1. A est inversible et Python
2. Python

3. Python

4. A est symétrique réelle et Sp(A) = {6,12,24} (Python)

5. Silimx, = ¢, par continuité de 2 — Az (linéaire), on a £ = £ — a(b — Af) donc £ = A~ b est la solution de (&) si
a #0.

6. Siy, =z, A, onay, = (Is — ad)y, donc y, = (I3 — aA) yo. Si lim(I3 — aA)™ = 0 alors limy, = 0;
réciproquement, si limy,, existe pour tout z, (cette limite est nulle d’aprés 5) donc lim(I3 — aA)"zy = 0 pour
tout x¢ donc lim(I3 — a«A)™ = 0 en prenant pour zg les trois vecteurs de la base canonique de R?, on prouve que
les trois colonnes de (I3 — aA)™ CV vers 0 donc tous les coeff tendent vers 0.

7. On DZ I3 — aA, I3 — aA = Pdiag(1 — 6,1 — 12a,1 — 24a)P~* donc la CNS est |1 —6a| < 1 et |1 —12a] < 1 et
1
|1724a|<1d0nc04€}0,f{

12
8.7
Exercice 22 1. Python
2. Python

3.a) oui car les lancers sont indépendants (et avec le méme jeton)

b) oui car les Uy sont tous certains

3
= — alors que (méme SCE) P(U; NUs) =

c) non car P(Uy) = Pg(Ux)P(E) + P5(Uy)P(E) = i-s- :

e (3)

N | =
DN
= =
N

— 1 1
4.a) P(A,) = Pg(A,)P(E)+ P5(A,)P(E) = 1 + 3
Pp(A,)P(E) g 1
5.

Exercice 23 |/sujet/ 1. Python
2.a) vecteur de norme 1

x =tcosf

y =tsinf v

sin#) done, si 0 ¢ 7Z, p(t) o t?sin?# > 0 donc minimale en O et si sinf = 0 alors (t) Koot 3t cos? 0 > 0
— —

b) une équation paramétrique de la droite est { (t) = f(tcosf,tsinf) = t*(t cos § — sin ) (3t cos O —

donc minimale en O.
c) Sicosf # 0, Péquation de la droite de Vect{f, ;} dirigée par 7 est y = ztanf donc celle de U N S est z =
f(z,ztan ) = 2*(x — tan 0)(3x — tan @). Si cos @ = 0 alors 'équation de U N S est z = f(0,y) = 3.
3.7
4. Le seul point critique de f est (0,0) ot il n’y a pas d’extremum car f(zx,0) — £(0,0) = 3z* > 0 (donc pas de max
local) et f(z,2x%) — £(0,0) = —2* <0 (donc pas de min local)
5.7

Exercice 24 1. Python

1
2. f(z,t) = o(e ™) donc F est définie sur R™ et — = O(f(x,t)) si z <0 donc Dp = RH*

t—+o00 t t—+oo

F > 0 évident.
F(z) < F(y) si ¢ >y donc F' décroit

EmF = 0 par TCD car si (z,) tend vers +o00, x, > 1 pour n > ng et
oo




0 t oo
3. FestC'sur R™* par 8f(x,t)' < T te—at <e six € [a,b] C RY*. Onaensuite F(x)—F'(x) = / e tdt =
x
1 T et e et
—. En résolvant cette équation on trouve F(z) = ae® — e”’/ n dt avec a € R. F(x) = € (a - / - dt> ne
z 1 1

+oo e—t +o0 e—t

peut tendre vers 0 en +00 que si a = / - dt (qui CV) donc F(z) = e“«’/ - dt.
1 T

4. 7

Exercice 25 1.a) Si (P|P) = 0 alors P(a;) = 0 pour tout ¢ € [0,n] donc P a (n + 1) racines distinctes
donc est nul est (|) est un produit scalaire.

11xX" 1<
b) Ona F = Vect{1}* donc dim(F) = n et d(X", F) = ||7vect{1}(X™)|| = |(”1”2) == E :a}; :
n
k=0
0 sit<1
1
2.a) X, > %(6)et Ft)= 6\_15] sitel[l,6]
1 sit>6

b) (M, <t)= (W(XZ < t) done, par indépendance mutuelle, F,(t) = (F(t))"
i=1

. 0 sit<6 _ 5)”
c) (Fn)CVSversf.tn—){ | sit>6 donC||f—Fn||oo_(6 mo

n

@) Ona (ma > 1) = ()X > 1) done 1~ F, (1) = (1 = Ex(8)" puis (F,) CVSvers g5 { | 5151 iha
j " " 1 sit>1
=1 5 N
CV est uniforme car ||g — Fz, ||co = (7) SN
6 n—-+oo

Exercice 26
1. cours
2. A*U = UBF pour k € N par récurrence
3. Avec C-Ham, UX4(B) = 0 donc X4(B) ¢ GL,,(C) puis 0 = det X4(B) = H det(A — A\I,,) donc il existe

A€ESp(B)
A € Sp(B) tel que A — A, ¢ GL,(C), ie X € Sp(A).

g(x,t) = cos(xt?)e?
1. |g(x,t)| <et
g

o 1
ok (x,t)‘ = ¢k ‘cos (mt2 + kg) ‘ e t<tPet = o (—)
x

2. Avec - =
t—+4o00

+oo
3. On a F*D(0) = 0 et FEP(0) = (71)’“/ tt*e~tdt = (—1)"(4k)!. La série de Taylor de F est donc
0

4k)!
Z(—l)k( ) 2%* dont le RCV est nul donc F n’est pas DSE.

|
= (2k)!
1
Exercice 27 1. g(x,t) = 050
1 1
a) g(z,t) Koot et g(xz,t) Y T donc D =]0,1].
3 sit<1
b) |g(z,t)| < { t (11+ t) six € [a,b] C D.
— sit>1
to(1+t)
1
c) Poser u = 7
! 1t dt 1
d) f(z) > /0 gz, t)dt > 2/0 T =2 — +oos idem en 0 avec f(z) = f(1 — z).
2.a) M est symétrique réelle
b) R=al3+bM = P(al3 +bD)P~' si M = MDP~! donc R est DZ
c) rg(M+1I3)=1doncmy(M) g dim(E;(M)) = 2 et Tr(M) = 0 donc Xp; = (X —1)*(X —2). En DZ, on trouve

U, =2x1"+1x2" € N et limu,, = +o0.



)

Exercice

Exercice

Exercice

b)

o o O
S— Nt N

Exercice

b)

la—bl<loua—b=1

vp =2X% (a—b)"+1x (a+ 2b)" donc (v,) CV si et seulement si { et

28 |[sujet]

b
CVNTS avec | fn(z)] < ey

la+2b <loua+2b=1

1.a) D=R".

aet1+a>0.

+oo
flz) > fl(x)—|—/ tl%dtzx—kl donc f ne tend pas vers f(0) =0en 0
1

Emf —id = 0 par double limite avec CVN sur [1, +o0o[ car f, décroit sur {
Soient = € ker(s) et y = s(a) € Im(s). On a (z|y) = (z|f(a)) —
(x]a) car f € O(E).

On décompose z en z = a + s(b) avec s(a) = 0, on a alors f*(z) = a + f*(b)
1

(M8~ b) —— a car [/ (0)] = (] done (71(8) ~b

(z[f(a)) =

29 [sujel]

On vérifie ||un||co =

(f ()] f(a)) =

l.a) Siuy(x) =
est GDV donc D = [1

o
enln(n )

i. six > 17 ‘Rn(x” = 11’1 n+1

ln(ln),-i-oo{.

Jnen €st bornée.

donc Z Un (T

, +o0l.

n—>+<x>
donc (Bertrand) Zun ne CV pas normalement sur D.
1 In(z)z= (D 1 In(z)
In( = < t 1 <z-—
Z n(= In(n+1) 1—a! In(n+1)z—1 et In(z) <@

k n+1

I'inégalité est évidente pour x =1

ii. On a ||Rylloo <

+oo
1 1
On peut vérifier S intégrable par TITT avec /1 |t ()| do 12 ) =o0 <—2)

On peut aussi le vérifier « a la main »

1 In(x)

Xy = (X —2)3

n(3) 2(z — 1) 400 (

0 donc CVU sur D

In(n+1) n—otoo

0 S(@) = uz(z) + Ro(2), wa(z) = 5%

Non car sinon elle serait semblable & 215 et P2IsP~! = 215 # A.

u=(1,2,0),v=(0,3,—1

) et w=(0,0,1) par ex

2 0 3 1 0 0
A=P|[0 2 -3 |siP=(2 3 O
0 0 2 01 1

30
2*(1 - 2)f"(2)

ap=0c¢t (n—1)*(ap —an_1) =0sin>

R=1(sia; #0) et f(x

—alg z"

1.a) Cours

—z(l+2)f () + f(a

n anfl)xn

)=ap+ Z(n —1)?(a

n=1

1d0ncan—an 18in>2.

|z < 1.

n=1

P=X(X —3i)(X + 3i) annule A
Si A est DZ sur R alors Sp(A) = {0}, A est semblable & 0 donc A = 0. Sur C oui car P est SARS

31 |[sujet]|

l.a) p

Par th de transfert E(X

S pPk(k — 1)k - 2)(1 - p)*!

k>1

=m_3;(A) donc mo(A) = n — 2mg;(A) ne peut pas étre nul si n est impair
A est DZ donc cf 1.b

1
Oetkzxpk— W:l
2 2 2(1 — 2(1 —
D= 2 k=10 =) = (1((1p1)7))3: e E(x
20 2 6 _ 6(1—p)?

DX -2))

(z|la) = 0 car s(z) = 0 donc f(x) = x puis

— f*(b) donc u, = a +

) CVsiz >1; un()zoetpourm<12un(x)



Exercice

d)

Exercice

Exercice
b)
¢)

2. a)

Par linéarité de I’espérance, E(X) = E(X—-1)+1 = 2P et V(X) = E(X-1)(X-2)+3E(X)-2-E(X)* =
2(1-p)
p2
Cours
det(Xa(B) = [ [(-1)"X(\)]™™ #£0 car Xp()) # 0'si A € Sp(A)

A€SP(A)
On prouve P(A)X = X P(B) pour tout P € C[X] donc (C-Ham) XX4(B) = 0 puis X = 0; récip facile
v:X € M,(C)— AX — X B est un endomorphisme injectif en dimension finie donc bijectif.

In(l—¢
32 |[sujet] l.a) t— Gl est prolongeable par continuité & ] — oo, 1[ donc F est définie et C' sur
In(l—¢
| — 00, 1. F(1) existe aussi car ¥ Kod) In(1 — ¢) intégrable sur [1/2,1[; Dp =] — o0, 1]
—
F'(z) In1 = ) Z . si |x| < 1 donc F(z) Z 7 qui este valable po 1 par continuité
T)=—"——"—"2= i|z nc F(z)=—-)» — quir v ur r = r continui
v a1 i ! " '

de F en 1 et CVN sur [0,1] de la série entiére.

on pose g(z) = F(z) + F(1 —z) et on a ¢'(z) = F'(z) — F'(1 — z) = ~In(1—2) N In(z)

—In(z)In(1—=z). Donc F(z)+F(1—z) = —ln(z) In(1—2)+Cet C = u}l_}Hlo F(x)x—i—F(l—x) :IF(O)—Q—F(l) =F(1)

car In(z) In(1 — z) ~ —zIn(x) - 0.
r—r rT—r

rg(B) = n +rg(4)

L, -4

1
_Z 1
SiA£0, Xp(\) = an | Tn XA PELZHL \n AL = A" det ()\In - —A) = X4(\?). On a donc
~I, A, 0 M, — A A
Xp(X) = X4(X?) car les polynémes sont égaux sur C* (donc en une infinité de points)

Si Xy = H(X — \;) avec \; # 0, il existe u; € C tel que p? = \; ce qui donne Xp = H(X — i) (X + )
i=1 i=1
SARS car ju; # —pi (car p? = \; # 0)

si A=0 (DZ),ona Xp = X?" et rg(B) = n donc dim(FEy(B)) = 2n —n = n donc B n’est pas DZ

33 [[sujet]  1.a) sin(nz) 0(1)

L+ n4z3 etoo 23
Poser t = zn*/?
t

Par TCD avec |f,,(t)] < s (| sin(u)| < |u|)

oo dt 4 [tee dt 2 2t — 177
Ajouter les 2 valeurs de K puis 2K = / — = f/ —s == {arctan 7}

o L—=t+t2 3Jo 14 (b) V3 V3 1o

V3

facile
On utilise la base B, = ((X—a)k)o<k<n (X —a)) = (E+1)(X —a)fsi k> 1et f(1) = 0 donc
ker(f) = Ro[X]

rg(f) = n et Im(f) € {P € R,[X],P(a) = 0} (hyperplan) donc Im(f) = {P € R,[X],P(a) = 0} ou
Im(f) = Vect{(X — a)* k €[1,n]}

Matg, (f) est diagonale donc Sp(f) = {0} U[2,n + 1] (et Exr1(f) = Vect{(X — a)*})

1 :
34 1.a) festClsur]—1,1[et f'(z) = T ?ficzlzn)(;;g donc (1 —2?)f'(z) — xf(z) =1
z+— (1 —2%) 72 est DSE sur | — 1, 1] donc arcsin aussi (primitive) donc f aussi (produit de Cauchy)
b
Mieux vaut utiliser I'eq diff : par C-Lip (les fct o et g sont continues sur | — 1,1[) f est la seule solution de
Iéq diff telle que y(0) = 0; si y(z) = Z anz?" T (f est impaire donc on peut se limiter & chercher les sol DSE
n>=0

impaires) on a (1 — z2)y/(z) + zy(z) = ag + Z[(Qn + 1)ay, — 2(n — 1)a,_1]z*" donc a,, = M

0 n n—1 n (277, n 1)'

n>1

Xuy=X-0)(X-a—-c)(X—a+c)



b) ker(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,—1),(0,1,0)} et ker(M (a,b,a)) = Vect{(1,0,—1)}
c) det(M(a,b,c)) = bla—c)(a+c). Sib=0cet|a| # |c|] ker(M(a,0,c)) = Vect{(1,0,—1)} et Im(M(a,b,c)) =

Vect{(a,0,¢),(¢,0,a)}. Si b = 0 et a = ¢, ker(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,-1),(0,1,0)} et Im(M(a,0,a)) =
Vect{(1,0,1)}.Sib=0eta = —c¢, ker(M(a,0,—a)) = Vect{(1,0,1),(0,1,0)} et Im(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,—1)}.
Sib#0eta=c ker(M(a,b,a)) = Vect{(1,0,—1)} et Im(M(a,b,a)) = Vect{(1,0,1),(0,1,0)}. Si b # 0 et
a = —c, ker(M(a,b, —a)) = Vect{(1,0,1)} et Im(M (a,b,a)) = Vect{(1,0,—1),(0,1,0)}.
1 0 1 1
d) M(a,b,c) est DZ car symétrique réelle et M(a, b, c) = Pdiag(b,a+c,a—c)P~! avec P = ﬁ V2 0 0 )€
0o 1 -1
O3(R) donc P~t = 'P
. - 1
Exercice 35 1.a) |g(z,t)| <e” o (1?2)
b) @(33 t) <te 't = < ) donc f'(x /+°O sin(zt) x te ' —ff( )
ox | T t—+o0 0

1
o) fla)=Vme =/t
2.a) |[AX|]?='X'AAX = 'XA'AX = ||'AX|?

b) Si X € ker(A) alors (X|AY) = "XAY = "("AX)Y = 0 car X € ker('A) donc ker(A) L Im(A) et on termine

avec le th du rg

c) ?

. - 2 2 2 2 MeOn(R) 2
Exercice 36 1.a) ona9|z||” = |2Mz + z||* =4||Mz||” + 4(Mz|x) + || z] =" 4(Mzx|z) + ||zl
b) On peut en déduire Spg(M) C {1} car si M2 = Az avec = # 0 alors ||z|* = (Mx|z) = A|z||* mais on peut

faire plus précis.

ona ‘MM =1, et (2M +1,)(2"M +1,) = 9I,, donc M+ *M = 2I,,. Onpose A= M — I, etona ‘A+ A =0
donc M s'écrit M = I, + A avec A = —A. Comme "MM = I,,, on a A*> = 0 puis ||[AX|? = 'XTAAX =
—'XA’X =0donc A=0et M =1I,.

1 tn 1 1
2.a) =" < —— <" donc ———— < uy, < tR=1

R UAS p Py S S ¢

1 1 xt+1 x2
b) 2 = 2 7+
1+)(1—axt) 14+22\14t 1—uxt
) Silz] <1, S(z) /1 a aTITTaec/1 @) 14 < 12+ on trouve, po tout, |z| < 1
ilx T) = —————— par Vi < ; on trouve, pour tout |x ,
’ o I+)(1—at) P o 1122 n+1 P

S(z) = ﬁlﬁ (5m@) +F - a1 -)

1
d) S(—1) existe par CSSA : 0 < u,, < — donc lim u,, = 0 (le reste est facile). Pour la valeur de S(—1), on vérifie
n

la continuité de S en —1 : sur [—1,0], Zunx" est alterné et vérifie le CSSA donc |R,(z)| < tpi1|z["™ <
Unt1 7 0 donc la série entiere CVU sur [—1,0] et S est done continue sur [—1,0].
n—-+0oo

1
Exercice 37 |[sujet] 1.a) g(z) = lim f,(x) =2 (distinguer z = 0) puis | f,(z) — 2| < - siz>0et|fo(x)—z| <

n—>+o<>1
1 .
NG six < 0 donc ||fn — glleo < N

b) lim f(x)= { L siz#0 On peut vérifier que f,, est C' sur [~1,1] donc il n’y a pas CVU sur [—1,1]

n—+o0 " " 0 siz=0 " ’ J

2.a) cours

b) cours

AF gAY
o) M*= ( 0 Ak )
_ (P4 AP/(A))
Q) PM) = ( 0 P(A)
e) Soit P annulateur de M SARS, alors P(A) = 0 donc A est DZ
d d
f) on a aussi AP'(A) =0 et, si P’ = H(X — ;) alors det(P'(A)) = H(—l)"XA(ui) # 0 car les racines de P

i=1 i=1
sont simples et Sp(A) C Z(P) donc les u; ne sont pas valeurs propres de A; AP'(A) =0 donne donc A = 0.



Exercice

Exercice

b)

Exercice

T

38 La) |o(gm

facile

)‘ < C;in donc CVN sur [

x T
si f et g sont solutions et u = f — g, on a u(z) = u (5) = (27) et, comme u est continue en 0, en faisant

tendre n vers 400, on trouve u(z) = u(0) = 0 donc u est nulle. Il y a donc une unique solution (qui est .S)
siun(z) =9 (%) alors |u),(z)| < 2%”‘;0/”00 car ¢’ est continue donc bornée sur le segment 1. Z u,, CVN sur
I donc S est C*.

Siz=a+bavec f(a) = f2(b) +b =0 alors a = f*(x) + et b = 2 — a donc la décomposition est unique si
elle existe et si on pose a = v + f2(z) et b=z —a,onax = a+b, f(a) = f(z)+ f3(x) = 0 donc a € ker(f) et
f2) +b= f*(x)+x— f*(a) —a= f*(x) +* —a =0 donc b € ker(f? +id) et R® = ker(f) ® ker(f? + id).

Si on avait ker(f? +id) = {0}, on aurait R* = ker(f) donc f = 0, absurde

comme z # 0, si (z, f(z)) est liée alors il existe A € R tel que f(x) = Az donc f?(x) = N2z et 0 = f(2) + = =
(A2 4+ 1)z ce qui est absurde car 2 # 0 et 1+ A\? #0 (A € R)

on vient de prouver dim(ker(f? 4 id)) > 2 et si on avait dim(ker(f? + id)) = 3 alors on aurait f* +id = 0
donc f? = —id puis det(f)? = det(—id) = (—1)® = —1 ce qui est absurde. On a donc dim(ker(f?* 4 id)) = 2 et
dim(ker(f)) =1

il suffit de prendre une base adaptée a la décomposition de la premieére question en prenant une base de
ker(f? 4 id) de la forme (z, f(z)).

Si f=w?alorsuof = fou=u®doncu et f commutent donc ker(f) et ker(f? + id) sont stables par u.

Dans la base précédente, la matrice de u est donc de la forme (g 1(4)1) avec A € Ms(R), a?=0donca=0

et A2=DB= (0 _1) Comme A et B commutent, A est de la forme A = < “ b) uis { a* =0’ donc
—77\ o) ’ “\-b )P 2ab = —1
0 0 O 1
a=—b (ab<0) et 2a*> = 1; on a donc deux solutions £— | 0 1 1 |, donc u =+—(f — f?)
V2\op -1 1 V2

39 |[sujet/| 1.a) Cours
2
Siz = tan% alors x vérifie 1 = tan% =1 _xxz donc z = —1+ V2 (car z > 0) puis g = arctan(v2 — 1) =
1"

Z (=) (V22— caro<v2-1<1

2n+1
n=0

T~ (D" 2%k (V2 — 1) 3 1

CSSA, |= — 2 —1)%k+1 < <
par et g I;)2k+1(f ) 2n+3 20+ 3
cours

_ (P4 BP '(A))
P@) = ( 0 P(A)
Soit P annulateur de A SARS, alors P(M) = 0 donc M est DZ

d
Soit P SARS tel que P(M) = 0; on a P(A) = 0 donc A est DZ, on a aussi BP'(A4) =0 et, si P/ = H(X — i)
i=1
d
alors det(P'(A)) = H(—l)"XA (1i) # 0 car les racines de P sont simples et Sp(A) C Z(P) donc les y; ne sont
i=1

pas valeurs propres de A; BP'(A) = 0 donne donc B = 0.

400 2
40 La) (Y >k)=(X; >k Xy >k)donc P(Y > k) = P(X; > k+1) = ( 31 p)H) -
i=k+1

(1—p)* puis Fy (k) =P(Y <k)=1-P(Y >k+1)
P(Y=k)y=PY >k—1)—P(Y > k) donc Y = ¥ ((1-p)?)

1 1
J— _|_ —
(1-p? p
deg(X}) = 3 (impair) donc Xy a au moins une racine réelle et Sp(f) C Zg(X® — 1) = {1}

Z=Y + X3 donc E(Z) = E(Y) + E(X3) =

1
Six=a+bavec f(a) =aet f2(b) + f(b) +b = 0 alors { “= g(x—l—f(x) + (@) (uniques) et si on pose
b=z—-a

_1 2

{ = §($+f($) + /() ,on abien x = a+b, fla) = a et f*(b) + f(b) +b = 0 (donc existence de la
b=z—-a

décomposition)



¢)
Exercice
b)

d)

Exercice

b)

Exercice

?

a1 La) Xy= (X 2)°

rg(A — 213) = 2 donc dim(F3(A)) = 2 et A n’est pas DZ
u=1(1,2,0), v =(0,3,—1) et w=(0,0,1) par exemple

2 0 3
MatB(fa)=(0 2 -3
00 2

On prouve qu’elles sont nécessairement de degré 2 puis de la forme az?.

a
z et y sont simultanément 2 fois dérivables sur R** et z vérifie 22" + 422" = 0 donc z(z) = — + 8 et
T
a
y(z) = P Ba?.

Les solutions sont prolongeables en 0 si et seulement si & = 0 et dans ce cas solutions sur R (on retrouve les
solutions polynomiales du début)
x3 a x3
. PN 2
T = est une solution particuliere donc y(x) = — + fa° + —
x

4
- 1 —x+2 . 1 1 9 1 <2x—1>
42 1. = F = —1In(1 ——1 —z+1)+— T
a) f(x) 3(1+:L’)+3(171‘+:C2) puis F(z) 3 n(14+x) 5 n(z°—x+ )—&—\/garctan 7 +
C
R = 1 puis, si |z| < 1, f'(z) = Z(—l)"a:B" = f(x) donc S(z) = %ln(l +x) — éln(az2 —z+ 1)+

n=0

1 20 -1
\/garctan< x\/g )—i-G\W/gcarS(O):O

S est continue en 1 par CSSA et || Ry, |loo <

1
3n+4

Siu(z) = u?(z) +u(z) + 2z =0alorsz =0

si x € ker(u? +u+id) alors © = —u(x) — u*(x) € Im(u) et si z € Im(u) alors x = u(y) donc u*(x) +u(x) +z =
u?(y) +u*(y) +u(y) = 0. On a vu ker(u) Nker(u? +u+id) = {0} et le th du rg donne 1’égalité des dimensions.
deg(,) = rg(u)

Si v(z) =0 alors z € Im(u) et u(x) =0 donc z € ker(u) NIm(u) = {0}

Si A € Sp(v) alors A2 + X\ + 1 = 0 qui n’a pas de solution (réelle) donc Sp(v) = ) puis deg(X,) est donc pair.

43 1.a) Siu,(x) =0 (z7™) donc Zun(x) CVsiz>1;u,(l)=0et pour z < 1 Zun(x)
est GDV donc D = [1,4o0].

On vérifie ||upy||co = donc (Bertrand) Zun ne CV pas normalement sur D.

enln(n)
—+oo _
1 _ 1 In(z)z—™+D 1 In(x)
isiz>1, [Ry(2)] € —— 1 b= < t In(z) <z —1;
sia > 1, [Ru(o) In(n+1) k:;H n(z)e In(n+1) 1-—a! Inn+1)z—1 et In(w) < @
I'inégalité est évidente pour x = 1
1
ii. On a ||Rulleo < 0 donc CVU sur D
In(n+1) n—too
On peut vérifier S intégrable pa TITTaec/+oo| (z)|d = ! 0<1)
ut vérifier S intégr r Vi Up r= —————=0|—).
P & P 1 (n—1)21n(n) n?
1 1
On peut aussi le vérifier « & la main » : S(x) = us(x) + Ra(z), us(z) = m1(12(:)z:x2 =0 (W) et |Ra(z)] <

ln}3) :v(l;l(x)l) oo ? <#)

g = Z uy, — td est symétrique
k=1
On a (g(z)|z) = 0 pour tout x donc Sp(g) = {0} et g =0 car DZ

Onax = Zuk(x) donc E = Zlm(uk) ce qui donne F = @Im(uk) avec 1'égalité des dimensions. Pour
k=1 k=1 k=1

n
x € E, on au;(z) = E ug o u;(x) donc par unicité de ’écriture dans une famille d’espaces en somme directe,
k=1

on a u;(z) = u(x) (p;Oj) et up ou;(x) = 0sid# k. Enfin (u,;(x)|u;(y)) = (uj ou;(z)|y) = 0sii# j donc les
images sont orthogonales.



Exercice

b)

Exercice

b)
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Exercice

Exercice
b)

c)

44 |/sujet] 1.a) Y(Q) C[2,+00[NN et pour k > 2, (Y = k) si on tire le méme jeton qu’au premier tirage
(proba 1/3) aux tirages 2,...,k — 1 et un autre jeton (proba 2/3) au tirage k. Par indépendance mutuelle des

1 2
tirages, on a P(Y = k) =

3k=23
3 5 1-2/3 3
Y -1 g()d E =1l4+-=-etV(Y) = = -
— onc E(Y) +2 5 © (Y) G2 1
sik>h, PY =k, Z=h)=P(Z =hY =KPY =k)etsi (Y = k) est réalisé, on aura (Z = h) si et
seulement si on tire un des deux jetons tirés au cours des tirages k+1,...,h —1 (proba 2/3) et le dernier jeton
9\ h—h—1 1 /oN\h—Fk
(proba 1/3) au tirage k donc P(Z = hlY = k) = (5) 3 puis P(Y =k, Z =h) = = (g)
“— 2h=1 _ 9 11
pour h > 3,ona P(Z =h) = P(Y:k,Z:h):WpuisE(Z):?
k=2
... (1+'cC 0 . o ., b 1ym B
MM—( 0 I+ Ot puis 1 + CC—l—l—Zai#Oetdet(In—&—CC)—(1)Xctc( 1).

i=1
Comme 1g(C'C) = 1, on a Xoio = X" HX — Tr(C'0)) = X! (X— Za?) donc —1 ¢ Sp(C'C) et
det(I,, + C'C) # 0.

EINN = MM 'M~Y'M; il suffit donc de vérifier que M et ‘M commutent : comme AC = —C, on a
C=—-A"1C=—-"AC donc 'AC = —C ce qui permet de justifier M *M = MM

45 1.a) CSSA (indispensable pour z = 0)
1
CVU sur RT car, par CSSA, |R,(2)] < |upy1(2)] < T
CVNTS de Zu’n car |ul,(z)] < ™™ pour x € [a,b] C RT*
:Qf = n+1_—nx e_z —x .

On a aussi S'(z) = Z(—l) e kg donc S(z) = —In(1 —e™®) + C pour = > 0. On trouve ensuite

n=1
C=0carC= liIE S(z) = 0 par double limite (et CVU sur R") et on étend & x = 0 par continuité de S en

T—+00

0 (donc S(0) = —1n(2))

Facile

Tout découle du fait que f est un projecteur : f%(x) = f(z) — (ulz)f(v) et f(v) =v — (uv)v =0
Déja fait avant

On a donc Sp(f) = {0,1} et on vérifie Ey(f) = Vect{u} et Fy(f) = Im(f) = Vect{u}+.

1
46 1.a) (A, Bp,Cy) est un SCE donc on trouve Uy, 11 = §MUn
2 0 0 1 1 0
M=PDP ltaveceD=[0 -1 0 |JeteP=|1 0 1 | puisM"=PD"P!
0 0 -1 1 -1 -1
On a J? = 3J donc X (X — 3) annule J. On en déduit J" = 3""'J pour n > 1 et (Newton car commutent)
n __ n n kok—1 n n _ n
M 13+Z(> 351) = (—1)"I5 + + [(3—1) — (- 1)}]_(—1) I+ =7
1 1
U, = 27M”U0 _>—> ?)JUU 3 1 (car P(A()) + P(Bo) + P(Co) = 1)
n “+00 1

+oo

+oo
CV par CSSA : / e~ dz est le reste de Iintégrale I = / e dz qui CV
n 0

2

2
—1)" n —1)"
vy, = !/ e dr = u[ — u,, donc Zvn CV aussi.
0 n

n

Vuz +a2 —u
47 |[sujet]| 1.2) Upprg — up = ~—2—"—" puis \/u2 + a2 < a, + u, car a,u, >0 (élever au carré)

2

On a aussi Up+1 — Uy, = 0 donc le th de comp pour les séries & termes positifs donne Z(unH —uy,) CV

(u,) CV (vers 1) et on a a? = (2upi1 — un)? — u?

Zan DV

2
= 4up+1(Upt1 — uy) ce qui donne a,, ~ — (positif) donc
n



)

d)
Exercice

b)

c)

2. a)

Exercice

b)

Cours

—1 5 —1—-+v5
Ona M?>*+ M —1, =0donc X? 4+ X -1 = (X—ﬂ) (X—z\f> est SARS et annule M

n—k
-1 5 —1—-+v5
donc M est DZ (ou symétrique réelle). On a det(M) = ( i f) ( f) # 0 et Tr(M) =

2 2
-1 —1—
k (;\/5) + (n — k) (2\/5) donc, comme V5 ¢ Q, on a Tr(M) = 0 = n = 0 ce qui est absurde.

M =TI, — M? donc "M? = (I, — M?)* et *M? = '(I,, — 'M) = I, — M donc X(X —1)(X?+ X — 1) annule
M et est SARS
det(M?) = det(I,, — M) = det(I,, — M) et det(M?) = det(M)?.
48 1.a) Comme det(M) = det(*M), on a det(M)® = 1 donc det(M) = 1 (réelle)
M= (tMM) 2 est symétrique donc M aussi
Reste M® = I,,, M est DZ par th spec et Sp(M) C {1} (pas de vp complexe) donc M = I,,
1

t f(z,t) est CM sur RT et positive (pour la DV), f(z,t) Mo dN donc D =]1, +o0]

—4o0 t%

1 sit<1
Avec \f(x,t)|§go(t):{ flat) sit>1 pour z € [a,b] C D.

of _ @) _ [In(@)|

F est C' sur D avec &C(x,t)‘ S OteE S 7 (z,t) <
1

|In(t)| f(a,t) = 1(t) qui reste intégrable sur R™*

1
car ¢(t) Ko dh [In(t)| et (t) = o <tl§) Puis poser u = — dans l'intégrale sur ]0, 1]. F' est donc décroissante.

t——+o0 t

EmF = 0 par TCD (et caract séq) avec la domination utilisée pour la continuité. Enfin, li{nF = +o0 car
oo

“+o0 +oo
dt 1 dt 1
F(x)>/ 27/ a_ 1
L 1+t T2), 2@

ny k n—k_—\ :
— Z <
49 1.a) Xy—p = HB(n,p) donec P(X =k, N =n) = (k)p (1=p)" e n! sik<n
0 sinon

On en déduit X — Z(Ap)

2. Intégralement fait en cours (réduction)

Exercice

b)

Exercice

50 1.a) Par linéarité et F(X)=FE(Y),ona2F(z)—1=FE(Z) = ! donc E(X) = 12ﬂ
p p
Par indép de X et Y (et Gx = Gy), on a Gz(t) = tGx(t)* donc Gx(t) = ﬁ (positif car G3% donc

Gx ne s’annule pas, est continue sur | — R, R[ et positive en 1)

2 " 2 1—p)"
(1—u)~¥2= Y;) ( :) Z—n si |u] <1 donc par DSE de Gx, on trouve P(X =n) = \/ﬁ( :) %
X4 = (X —1)" donc oui; 0 € Sp(B) donc non
non car B est somme de 2 matrices triangulaires (une sup et une inf) qui sont dans D,, donc D,, n’est pas stable

par addition
n

On a Tr(M?) = Zmij = Zmi,k car les vp de M? sont les mﬁ,k (en DZ car sym réelle par ex) on a donc
5] k=1
Z m7; =0 (somme de termes positifs) donc m; ; = 0 si i # j.

i#]

- ln(l — ) 0 o s <
51 |/sujet/| l.a) t— est CM" sur | — oo, 1] (prolongeable par continuité en 0) et intégrable sur
[0,1] donc D =] — 00, 1] et F est méme C' sur D

In(l1-t) X!
si |t <1, ( " ) = Z et on intégre terme & terme sur le segment [0, z] C] — 1, 1].
n
n=1

/ hl(l —Z /. N P

On a F'(x) = ——=; vérifier que z — F(z) + F(1 —z) et z — In(z) In(1 — x) ont les mémes dérivées. On a
2

donc F(z) + F(1 —z) = In(z) In(1 — z) + C; par continuité de F' (et S par CVN) en 1, ona C = F(1) = —%

car In(z) In(1 — z) ~ —z1In(x) — 0
xr—



Exercice
b)
c)

e)

Exercice
b)

c)
d)

Exercice

b)

2. a)

rg(B) = n +rg(4)

Par Cy + Cy + %C’l (par blocs), on trouve Xp(\) = \" det ()\In - %A) = X4(A\?) donc Xp(X) et Xx(X?)

sont deux polynémes qui coincident sur C* donc sont égaux. Les vp de B sont les racines carrées des vp de A.
n n

Si Xy = H(X — ;) SARS alors Xp = H(X — Bi)(X 4 B;) avec £0; les racines carrées complexes des a; donc
i=1

i=1
Xp reste SARS
Avecn=1et A=0, on a X4 SARS mais B n’est plus DZ (nilpotente non nulle)

61 2) donc si B est DZ alors B? aussi dans A aussi

Si B est DZ alors mo(B) = 2mg(A) et dim(Ey(B)) = dim(Ep(A)) (avec le th du rg et la premieére question);
comme A est DZ, on a dim(Ey(A)) = mo(A); on en déduit mg(A) = 0 donc A est inversible.

Réciproquement si A est DZ et inversible alors a; # 0 donc mg,(A) = mg,(B) et on vérifie dim(E,, (A)) =
dlm(E@ (B)) car I‘g(B — ﬂZIQH) =n-+ I‘g(A — Oéiln) (faire 02 — CQ + ,827101 puis L2 — L2 + B,I,,J

52 La) (alf(y)) = "XAY = = "(AX)Y = —(f(2)ly)

det(A) = (—1)"det(*A) = (—1)"det(A) donc f n’est pas bijective si n est impair.

Im(f) est stable (donc un tel endo induit existe). On vérifie ker(f) L Im(f) : si f(z) = 0 et y = f(z) alors
1

(zly) = (z|f(2)) = —(f(x)|z) = 0 donc R™ = ker(f) @ Im(f); 'endomorphisme induit sur Im(f) est donc

bijectif, et reste antisymétrique (prendre une bon adaptée) donc rg(f) est pair.

0
0 A

OnaB2:<

Dans une bon adaptée (si f # 0 alors rg(f) = 2 forcément), on a Matg(f) = ( > avec A’ antisymétrique

de taille 2
On a X4 = X(X? 4+ a?) n donc X4 n’est scindé que si a = 0 donc seul f = 0 est DZ

1
fo it —— Ty est CM? sur le segment [0, z]
(I,) CVS vers 0 par TCD car (f,) CVS vers 0 sur |0, 2] et |f,,(t)] < 1 qui est intégrable sur le segment [0, ]
fn est intégrable sur R pour n > 1 donc lim I,(z) = J,, > 0 donc le th de double limite (en +oc) assure

T— 400

qu’il n’y a pas CVU sur RT.

| dt PP 17" v sh(t) sh(x)
Iyyo(x) = /0 T2 o {th(t)chnt}o + n/o th(t) NG dt = Rz + n(In(z) — Iyea(x)) avec
ch? —sh* =1

Six — 400, on en déduit J,, 42 = m,fn donc Jy, = T et Jopi1 =

53 1.a) Cours: f(z)=T(x+1)
idem
Inof est C° sur R donc ¢ est C sur [1,4+o0[ et ¢'(x) = In(f(z)) — In(f(x — 1)) = In(x) <0

Reste & prouver que (v,,) tend vers 400 pour le CSSA : on a ¢/ () > 2 sur [e?, +oo[ donc (IAF), ¢(x) — p(e?) >
2(z — €*) qui donne le résultat et la série CV

On a a = PAP™! si P est la matrice d’un chgt de base

Il suffit de prendre A ¢ Sp(B), ce qui est possible car Sp(B) contient au plus n valeurs. On a donc A(B—\I,) =
(B —\I,)B donc AB = BA

Avec B=FE,; j, on en déduit a; ; =0si i # j et a;; = a;; donc A = pl,, et f est une homothétie.

54 L.a) lim et (@) =1
1 _ 1\ 1),.n 1 n 1
zln(z) _ z"(lnz)" n n P (—1)"n! 2" (Inn) -
e = nz>0 — puis TITT avec | 2"(lnz)" = 7(71 1y donc | ] dx RS
2
— — 2(n 1) _ p D _v2 _ y2
*Y)*ZP(X* ZP 1_(1_p)2—2_p.Commedet(M)fX Y
n=1 n>1

et X +Y > 2 (donc # 0), M est inversible si et seulement si X # Y donc proba 1 — %

Les valeurs propres de M sont Ay = X +Y et A2 = X —Y donc Cov(A,A2) = B[(X+Y)(X -Y)] - BE(X +
VE(X —Y) 2 B(X?) - BE(Y?) - E(X)2+ E(Y)? = V(X) — V(Y) = 0. Mais elles ne sont pas indépendantes
car P(A\; = 3,X2 =0) = P(X+Yf3X Y)=0alors que P(X =Y)#0et PIX+Y =3) = P(X =
LY =2)+ P(X =2,Y =3) =2p*(1 —p)> #0.
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T
55 jet 1. Par CSSA — = —

[sujet]] a) Par avec vVn +z —/n N
CVUTS sur RT avec CSSA et |R, ()| < |for1(@)| < VRn+1+b—+/n PR 0 donc C° sur R,

n too
fi(z) = 25/7% donc CVUTS par CSSA avec k:zn;l fr(@)| < \/7% — 0. (pas sur RY car fo n'est
= 2(-1)"
pas dérivable en 0). Puis f'(z) = ,;) N > 0 tjs par CSSA

Si f ne tend pas vers +oo en +oo alors f CV vers ¢ (croissante) et f(z) < £. Comme R, (x) est du signe
de fup1(z), Roni1(x) = 0 done £ > f(2) = Sant1(x) + Rops1(2) = Santa(®) = D fop(x) = fopra(x).
p=0
Comme lir}rl fop(x) — fopt1(x) = \/2p+ 1 — +/2p, en faisant tend x vers x vers +oo (somme finie), on aurait
T—r+00

n
> Z v/2p + 1—+/2p, pour tout n; ce qui est absurde puisque c’est la somme partielle d'une SATP DV (DL)
p=0

Facile avec < P|P >= 0 = Yk € [0,n], P® (a) = 0 donc « est racine de P d’ordre > n + 1 et deg(P) < n
donc P = 0.

Endomorphisme facile. p(P)*) = (X — a)P**) 4 kP®) done < o(P)|Q >= ZkP(k)(a)Q(k)(a) =<
k=0
Plp(Q) >.

56 1.a) Facile

onazxr= ig?a car {(a) € R*.

f(z) = —£(a)z (donc vp si z # 0)

f2(z) = —¢(a)f(z) donc X (X + £(a)) annule f. Si £(a) # 0, il est SARS et si £(a) = 0 alors f> = 0 donc non
DZ (0 est la seule valeur propre possible et f # 0)

si £(a) = 0 alors Xy = X"; sinon Ey(f) = Vect{a} et E_yq(f) = ker(f) est un hyperplan donc X; =
X (X +£(a))"*. Dans tous les cas, Tr(f) = —(n — 1)(a).

1
\M<M@/ﬂmzﬂk
0 n+1

e f(1) 1
T n4+1 n+1

<

n

+2 U=

n

17 g, = 0 (1) )

1 1
/ " f/(z) dx puis / " (2) do — —
0 0 n

ta-pn
n!

I n
e’ dt puis on pose u = (1—#)" : u,, = / wre’" dy
enn! /o

. "1
5T ] 1w w—e-Y = [
k=0

1 1
L. . 1/n 1/n 1
et on vérifie lim ut/met " du = edu = e par TCD avec |[u!/"e* " | < e donc u, ~ —
n—+oo Jq 0 nn!

" opl !
2nnle = 27 Z % + 2mnlu, et % € Nsi k €[0,n] donc sin(2wnle) = sin(2rnlu,) ~ 2rnlu, (car limnlu, = 0)
k=0 "

2m
is sin(2mnle) ~ — 't'ft§’2!DV
puis sin(2wnle) - (positif) e sin(2mnle)
Xy = (X —1)(X +1)? et dim(E_(A)) = 1 donc pas DZ

1 0 1
on prend e; vp ass a 1, ea vp ass & —1 et es tel que u(eg) +e3=exydonc P=(1 2 1 | convient.
1 -2 0
a 0 0
u commute avec v si et seulement si Matg(v) = 0 b ¢
0 0 b

58 |/[sujet/| 1.a) Facile

cours

E = ker(p) ® Im(p) ; si © = a+ p(b) avec p(a) =0, on a fop(x) = fop(b) et po f(x) = p(f(a)) +p(f(p(h))) =
f(p(b)) car f(a) € ker(p) et f(p(p)) € Tm(p) = ker(p — id) donc p(f(p(b))) = f(p(D))-

fn(0) = % et fn(z) 1 (signe fixe) donc Dg =R\ {-1/n,n € N*}

~
n—+oco xn2



1
n(na + 1)

1 *
b) f(z) = - donc || f1 ||l = 7 ~ 5 donc > f,, CVNTS de R*

(nx +1)2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
c) |S(s) anx Zan(nx+1)\x2;n3 donc 5(x) et 1 n2+0($2)+mxzn2

n>1 n> n>1 n>1
Exercice 59 [[sujet]]  1.a) t— t'/™est C! bijective et strict t croissante de R** sur R+* donc I, = — +wwdt
xercice suje .a es ijective et strictement croissante de sur onc I = =T
(et les deux intégrales sont de méme nature)
sin(t) 1 ! sin(t)
b) On prouve la CV de la seconde intégrale en deux temps : ——— ~ ¢ /™ — 0 donc ——~=dt CV; sur
t1=1/n t—0 t—0 g timi/n
1/n-1 1 o0 sin(t)
[1,4o00[, par IPP, u : t — —cos(t) et v : t — t/" ! sont C! sur [1,+oo] et limuv = 0 donc —=dt et
+o0 1 tl—l/n
+oo
cos(t) R cos(t) 1 1
/1 2=1/n dt sont de méme nature, donc CV car pay e 0] =i/ et 2 — -~ > 1 pour n > 2.
n—1
2.a) Prendre a tel que " !(a) # 0 et montrer par récurrence (forte) que si Zaif’(a) = 0 alors ap = 0 (en
i=0

composant par f"~! pour commencer, puis f"72,...)

1 sii=j+1
b) Matg(f) = (aij)i<ij<n avec a;; = { 0 sinon /

triangulaire inférieure)

(la méme que T en taille n). det(f) = 0 (matrice

¢) 1. oui, on vient de le faire

ii.
Exercice 60 [/sujet] 1.a) récurrence double

1 2k+1
b) siA e M,(R), X4 = P, (développer par L; directement). On a cos (n + 5) 6 =0pourf = 5 i T
n
k+1

2
(enlever k = n car le dénominateur s’annule aussi),donc X4 s’annule en 2 cos ™ k €[0,n — 1] qui sont
n

.,k €[0,n]

n valeurs distinctes (cos décroit strictement sur [0, 7]) et deg(X4) = n donc on a toutes les racines et elles sont
simples (donc X4 est SARS)

1
2. CVSsur R par CSSA, || fullco = fn (\/ . 1) ~ % donc pas CVN mais CVU car (CSSA) | R, (2)] < | fat1(z)] <

||fn+1H<x> m 0

Exercice 61 [[sujet] 1.a) B=(1,i)

b) cela revient & étudier f : (z,y) € R? — (x — 2y, —y) donc Matg(f) = ((1) :f)

c¢) Matg(f) = Pdiag(l,fl)Pfl avec P = <(1) 1)

na+1

a—+1

n n+1
1
2. t+— t% est croissante donc / t*dt < 5, < / t* dt puis S, ~ donc par équivalent de SATP, E S—C’V
0 1 n

pour tout a > 0

Exercice 62 l.a) Xy =(X—-1)(X —2)? et rg(A —2I3) =2
b) FE2(A) = Vect{(1,0,1)} et Eq(A) = Vect{(1,-1,1)}

1 00 1 10
c) u=(1,0,1)etv=(0,1,0)puisT=({0 2 1|siP=[-1 0 1
0 0 2 1 10
1 0 0
d) TF =0 2F k287! | et AF = PTFP!
0o o 2
62
2.a) 60 =arccos(l —h) < h=1-cos(f) et h — 07 si et seulement si  — 07 ; 1 — cos ¢ vy donc (composition

1
des limites) hl_i>%1+ f(l:L)z =3 et comme f(h) > 0, on a bien f(h) L V2h

1 [ 2 V2 . o
b) wu, = arccos (1 — m) BTN Vi wries e v (positif) donc la série CV



Exercice 63 [[sujet] 1. un vecteur directeur unitaire de F' est v = (5,3, —1) puis d(u, F)? = ||u||® — [|7r(u)|?* =

49 56
3—(’U|U)2:3—£:£

2.a) Facile (et ¢(f) est en fait C')

1
V35

b) ©(f)(0) =0 donc 1 ¢ Im(y) (non surjectif) ; si f € ker(p alors / tf(t)dt =0 pour tout = € R, donc tf(t) =0

0
(en dérivant) puis f = 0 sur R* donc sur R par continuité en 0 : ¢ est injectif
c) 0¢Sp(p);siA#0et p(f) =\f alors comme A # 0 et o(f) € C*(R) alors f € C'(R) et vérifie zf(z) = A\f'(2)
donc f(z) = ae® /2 On a donc Sp(f) = R* et Ex(¢) = Vect{z — e“"z/z’\}
d)

oo [ /2 , 1/2
< <Z$ZZ> <Z 12> = n donc (x1,...,2,) =
i=1 i=1

n n
Exercice 64 |/sujet/ 1. On a n = Zml < in
i=1 i=1

A(1,...,1) avec X € RT (a cause de la premiére égalité) ; on en déduit ; = 1 pour tout i; récip OK
2.a) quotient
0 0
b) facile : commencer par a—i(0,0) = a—JyC(O7 0)=0
c) o1 (0,0) = —1et 0°f (0,0) = 3 donc f n’est pas C? sur R? (ouvert) d’aprés le th de Schwarz
oxoy oyox P P

Exercice 65 1. Questions de cours
2.a) det(Cp) = (—1)"ag = (—1)""1P(0)
Xc, =P

)
) rg(Cp — Al,) 2 n —1 car les n — 1 premiéres colonnes sont libres
)

o o

[=¥

si Cp est DZ alors comme les espaces propres sont des droites, il doit y avoir n telles droites donc n vp distinctes
et P est SARS. Récip évidente puisque X¢, = P



