Décomposition des fractions rationnelles en éléments simples

Définition : F est une fraction rationnelle a coefficients dans K ’il existe deux polynémes P et () de K[X]
P

tels que Q@ #0 et F = —.

On note K(X) I'ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K.

I Décomposition en éléments simples sur C

1. Le résultat théorique

Théoréme [I.1] : Soient P et @) deux polynomes de C[X], le polynéme @ étant factorisé sous la forme
n
Q=XM[[(X — )™
k=1
avec A € C*, ne N* et Vk € {1,...,n},ap € C et rp € N*.

On suppose que Vk € {1,...,n}, P(ay) # 0 (les deux polyndémes P et () n’ont alors pas de racine commune,

rP
la fraction — est alors dite irréductible.)

Alors il existe un polynéme E de C[X] et des complexes aj j,ak, ..., ar, k pour tout k € {1,...,n} tels
que

P (A ik

-5 (s

Les coefficients apparaissant dans cette décomposition sont alors uniques.

Remarque : Le polynéme E est en fait le quotient de la division euclidienne de P par Q. Si P = EQ + R

avec deg R < deg @, on a alors

P R
i - BT
Q7 Q

R
la fraction — étant elle aussi irréductible puisque R(ay) = P(ag). On se rameéne alors ainsi & une fraction

rationnelle dont le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du dénominateur.
exemples :
X ) 1
X2+1 X241
Quand le dénominateur est un seul facteur de degré 1, la décomposition est donnée par la division euclidienne :
X5 -3X24+1=(X+1)(X* - X3+ X2 -4X +4) -3 donc

X5 -3X2 41 3
X' X34 X? 44X 44—
X+1 + T X

X" =(X*4+ X)(X3—1) + X donc

X7 4
= X'+ X
X3 -1 AT s

I1 ne reste plus qu’a décomposer ———.
plus q poser <5

2. Quelques exemples

Pour décomposer une fraction rationnelle, on commence par s’assurer que le degré du numérateur est stricte-
ment inférieur au degré du dénominateur, on factorise le dénominateur, puis on ecrit la forme générale de la
décomposition et on cherche a déterminer les coefficients par différentes méthodes.

exemple 1 :
1 1 a b

X211 (X_D(X+1) X1 X+1
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pour trouver a et b, on peut bien siir réduire au méme dénominateur et identifier les coefficients. Certaines

astuces permettent d’aller plus vite : pour déterminer a, on multiplie toute la ligne (mentalement) par X — 1

puis on remplace X par 1, on obtient alors a = %

Pour déterminer b, on peut procéder de la méme fagon (multiplier par X + 1 et prendre X = —1) ou on peut
utiliser la partité de la fonction = — ﬁ, ainsi en changeant X en —X, d’apres I'unicité des coeflicients, on

trouve b = —a. Finalement
1 1 1

X2-1 2(Xx-1) 2X+1)

exemple 2 :

1 1 a a’ b v c Ied
G-12 (X-DX XD X1 (X-1F X—j (X-jp2 X2 x-pp

(cette méthode permet toujours de

O =

on trouve alors en mutilpliant par (X — 1)2 et en prenant X = 1, a’ =

déterminer le coefficient au dessus de chaque facteur de plus haut degré).
1

(X3-1)2 9(X —1)

Pour trouver a, on peut procéder ainsi : on calcule

5» qui ne comporte plus que le terme

Xa 1 (la fraction précédente se simplifie par X — 1) puis on multiplie par X — 1 et on prend X = 1. Cela
donne
1 1 Xt 42X343X2 42X -8 X?+3X?4+6X +38
(X3-1)2 9(Xx-1)2 9(X3 —1)2 (X —1)(X2+ X +1)2
18 2
etdonca:—9><9 =3

Pour les autres coefficients, on remarque que F(jX) = F(X) or

a N a’ N b N v N c c
JX =72 X =522 j(X-1) HX-1)2

et donc, les coefficients étant uniques on a

F(jX) =

Finalement

1 . 2 1 2 32 22 j
-1 9X—1) 99X -12 9X—j) 9X-j2 9X-72)  9X- 2

Remarque : Pour déterminer les derniers coefficients, on peut également choisir quelques valeurs de X
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II Décomposition en éléments simples sur R

1. Le résultat théorique

Théoréme [I1.2] : Soient P et ) deux polynémes de R[X]. On suppose que la décomposition de @ sur
R[X] est

Q= AH —ai)" [T(X? + 83X + )™,
J=1
AeR
(r,s) € N?
Vie{l,...,r},n; e N*et ; €R
Vie{l,...,s},mj € N* (Bj,7;) € R? tels que [5’]2- —4v; <0

avec

P
On suppose que P n’est divisible par aucun des facteurs de la décompositon de @ (la fraction a est alors

dite irréductible).
Alors il existe un polynéme E de R[X], et des réels

1,072, ..,0n, POUri=1,...,7
bj,l,bjg,. . -,bj,mj et Cj1,C52,. . -ij,mj pour ] = 1, ey S

tels que

a; ihX + ¢,
5= L (S i)+ (X o)

2. Deux exemples

exemple 3 : Pour décomposer une fraction sur R, on peut d’abord la décomposer sur C puis regrouper les
termes conjugués (les racines complexes de @) sont conjuguées 2 a 2)

X*+X+4+7 3 2 2

X1 X1 2X_J) X

les deux derniers coefficients étant obligatoirement conjugués. On regroupe

X*+X+7 3 2(X+2)
X3—-1  X—-1 X24+X+1

Cette méthode est particulierement efficace quand les coefficients complexes sont faciles a déterminer comme
dans le cas de racines simples.

exemple 4 : On peut directement chercher la décomposition sur R

2X +1 aX +b N aX +b
X441 X211 X2+ X+1  X2-X+1

en multipliant toute la ligne par X et en faisant tendre X vers +oo, on trouve 0 = a + a’.
Méme en décomposant sur R, on peut utiliser les racines complexes du dénominateur : en multipliant par

2741
X%+ X +1 et en prenant X = j, on trouve L
j2-j+1
sont réels a —b=1et —2b =1 (car (1,7) est libre sur R) c’est-a-dire a = —1/2 et b = 1/2.
Enfin pour déterminer b’ on peut utiliser la valeur en 0 par exemple : 1 = b+ b donc & = 3/2.

=aj+bdonc2j+1=2(a—>b)—2bj et comme a et b

2X+1 X -1 N -X+3
X4+ X241 2(X24+X+1) 2(X2-X+1)
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