
TD1 : Intégration

Exercice 1 (Mines-Télécom PSI 2018)

Pour x ∈ [0, 1] et n ∈ N, on pose fn(x) =
∫ x

0
ent

2
dt−

∫ 1

x

e−nt
2

dt.

1. Montrer que fn est dérivable sur [0, 1] et étudier ses variations.

2. Montrer qu’il existe un unique cn ∈ [0, 1] tel que
∫ cn

0
ent

2
dt =

∫ 1

cn

e−nt
2

dt.

Déterminer c0.
3. Étudier la suite (cn)n>0. (*)

Exercice 2
Soit x ∈ R, x 6= ±1.

1. Justifier l’existence de I(x) =
∫ π

0
ln
(
x2 − 2x cos(t) + 1

)
dt

2. Donner la factorisation dans R[X] de X2n − 1

3. Soit Sn(x) = 1
n

n−1∑
k=0

ln
Å
x2 − 2x cos kπ

n
+ 1
ã
; justifier que I(x) = lim

n→+∞
πSn(x). (*)

4. En déduire la valeur de I(x)

Exercice 3

1. Montrer que f(x) =
∫ x2

x

dt
ln t est définie sur ]0, 1[.

2. Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C1 sur [0, 1].

3. Calculer
∫ 1

0

1− t
ln t dt.

Exercice 4
Pour f ∈ C0([0, 1],R), on pose φ(f)(x) =

∫ 1

0
inf(x, t)f(t) dt.

1. En utilisant la relation de Chasles, trouver une autre forme de φ(f)(x). Prouver que φ est un endomorphisme de
C0([0, 1],R).

2. Trouver kerφ
3. Prouver que φ(f) est de classe C2 et calculer (φ(f))′′ en fonction de f .
4. En déduire Im(φ)
5. Résoudre l’équation φ(f) = λf où λ ∈ R. (*)

Exercice 5
Soit E = C0([0, 1],R). Pour f ∈ E, ϕ(f)(x) =

∫ x

0
f(t) dt.

1. Pour f ∈ E, justifier l’existence de ‖f‖∞ = sup
[0,1]
|f |.

2. Montrer que, pour f ∈ E, on a ‖ϕ(f)‖∞ 6 ‖f‖∞.
Existe-t-il f non nulle, telle que ‖ϕ(f)‖∞ = ‖f‖∞ ?

3. Pour n ∈ N∗, exprimer ϕn(f) = ϕ ◦ . . . ϕ(f) à l’aide d’une intégrale de f et en déduire (*)

∀f ∈ E, ‖ϕn(f)‖∞ 6
1
n!‖f‖∞

Quelles fonction réalisent l’égalité dans l’inégalité précédente ?

Indications

Exercice 1
3. étudier le signe de fn+1(x) − fn(x) et en déduire que (cn) converge vers `. On peut ensuite remarquer que∫ cn

0
ent

2
dt > cn pour trouver ` = 0.

Exercice 2



1. Chercher les racines de X2 − 2X cos(t) + 1.
3. somme de Riemann

Exercice 4
5. si λ 6= 0 montrer qu’une solution f est nécessairement de classe C2

Exercice 5
3. justifier que ϕn(f) est de classe Cn et calculer (ϕn(f))(k) (0), pour k ∈ [[ 0, n ]] .


