Correction du DS1

PROBLEME (inspiré de Mines Sup 2003) : Partie I

T . k/’ s T
1.a) Comme k # 0, / cos(kx) dz = {sm( x)} = 0 et, par linéarité de l'intégrale, / fa(t)dt =10
0 0 0
b) Ona fu(z)=Re Xn: iz ) e comme ' # 1 azn: o _ oL 2 €M e, THSI L déduit
na fp(r) = e omme e , on e = —— =e¢ ———= d’out on dédui
Pt — 1—ew= —2isin §
cos (%) sin (42) 1 { ' <2n+1 ) , (x)} 11
folw) = ——=35 = ez P\ ) e g) ] = e @

Le résultat étant donné, on pouvait aussi le prouver par récurrence sur n.

c¢) Ona li(IJn gn = 11611(1 +2f,) = 2n+ 1 donc on prolonge par continuité g, par|g,(0) = hn}) gn(z) =2n+1
xr—r

On peut aussi déterminer cette limite & partir de Uexpression de g, et en utilisant sin(x) ~o®
z—

d) Omna, pourn >1, g, =1+2f, donc u, = 7T+2/ fn(t)dt = 7 (avec I.1.a) ; comme ug :/ dt =m, on a
0 0

‘un = m pour tout n € N

2
1—2Z5 — 1+ o(a? Z 4oz :
2.a) On a, pour z # 0, g(z) = 2% o) (@) =— 0‘1 n 0(;)) = f% + o(z). Comme ¢(0) = 0, on peut aussi
—1
écrire g(x) = ¢(0) — % + o(z) et ce DL1(0) prouve que g est dérivable en 0 et | ¢'(0) = —
z—0 « «
—sin £ —cos %
b) Comme sing #0si x €]0,7], g est C' sur |0, 7] et ¢'(x) = asing (cosg - 1) ﬁ
2
) C A O btient li ’——3+i—’(0)d t C! [0 ]\
c) Comme cos — Y~ onobtient limg' = —— 4+ — =g onc | g es sur [0, 7
—cos(2n+1)2|" T cos(2n+1)%
d) Les fonctions g et cos sont C' sur [0, 7] donc v, = {g(w)gnﬂ)ﬂ —|—/O g/(ﬂi)% dz, donc
2 0 2
|l = ——— x) cos(2n —dzx| < z)| dx | par inégalité triangulaire sur les intégrales.
omn+1)y ? 2 o+ 1), ! bat mee & &
1
e) On en déduit, par encadrement, puisque nErJrrloo 1 =0
1 (" 1 (7
3.a) Avec I.1.b, par linéarité de lintégrale, on a X, = ff/ cos = dz + 7/ gn(z)cosfdx = —Zsin " 4
2 Jo o 2 Jo o 2 o
1 [7sin 2%ty 1
f/ 721 (CosE - 1+1) dz donc | X,, = fgsinﬁ + = (vn +up)
2 Jo sin o 2 a 2
b) Comme limu, = 7 et limv, =0, on a |lim X,, = —%sinﬁ + g
e
T 1 (7 1 1 1[sin(k+L)z sin(k—2L)z]”
c) Ona/ cos(kx)cosfdx:f/ {cos (k+f)x+cos(k:f—) x} dz = - ( 1a) + ( 10‘) )
0 @ 2 Jo o o 2 k+ = k-2 0
1 T T (-=1)* (sinZ  sinZ (-D*asin Z 1 1
cark:l:a;é&donc/o cos(kx)cosadx: 5 k—|—§_k—§ = 5 1+ka+1—ka
d) Avec lexpression de f,, par linéarité de l'intégrale, on a | X,, = sin T i:(fl)’c ( ! + ! )
P P srate, ) a 1+ka 1-—ka
Partie II
1
1.a) Comme u — est continue sur R, I,, est de classe C' sur RT et I/ (z) = > 0 donc on en déduit
1+ ue 142>

‘Ia est croissante sur R ‘

1 1 o d r
b) Siu>0,onal+u®>u*>0donc0< <—puis[a(x)—la(1):/ 1+u S/ u *du,siz > 1.
ue 1 u 1

l-a?® 1
Ce qui donne I, (z) — I,(1) < EL } L —— |cara—1>0.
—al,




1
c¢) 1, est croissante et majorée (sur RY) par I,(1) + p— donc ‘ I,, converge en 400 ‘ par théoréme de la limite
monotone.

2.a) L’application u — u® est une bijection C ! strictement croissante de [wl/ ) 1] sur [z,1] donc par changement

1 L e(B-1) 1 d
de variable, on a / o(t)dt = / “ au® "t du = a/ Y
. e L+ue e 14 ue

b) On a lirrb 21/® =0 et I, est continue en 0 donc, par composition des limites, on a li(I)n J=al,(1)
z—

“ est C' bijective et strictement décroissante de [z, 1]

(—a)u " du = —oz/1 du
- o—1/a 1+ u®

3.a) On pose cette fois t = u™% : la fonction v — u~

1 uo‘ﬁ
sur [Llﬁl/a] et on trouve K(z) = / TTu
-1/« [

donc on en conclut

K(z) = a(la(z™/*) — La(1))

b) Ona lim z7'/% = 400 donc par composition des limites, [lim K = a(lim I, — I,(1))
z—0t 0 +oo

t’rLJrl

+

1— (_1)n+1tn+1
1+t

on(t) — 1‘

n+1

4.a) Onaoy(t) = (car t # —1) donc (avec t > 0)

1+1¢

! 1 B—1 ! 1 -1 48 tn+ﬂ+1 1
b —Jn = (——nt)t*dtg/ —— —on(t)|t dt</t" dt = ,
) OnalJ(z)=Ju(z)l /x il T RSN
1
inégalité triangulaire et < 1; done | [J(2) — Jo(2)] € ————
par inégalité triangulaire et car x onc | |J(x) (z)] o
1
1
On trouve de méme, |K(x) — K,(z)| < /m P dt < e
n . 1 P n-1 i 1 s n . th+8 1 n-1 th+1-8 1
Jn Kn = —-1)" t —hdt —-1)" tvPdt = -1 —1 _
) ) Kal) = S [ Y y > >L€+ﬂL+§)< k+15L
donc lim(K, +J):i(—1)’“ a +§(1)k+1aa+ai(l)k( LI )cequi
0 i ! k=0 1+ ko =0 1—(k+1a Pt l1+ka 1—Fka
2X,,

donne lign(Jn +K,)=a+

sin ©
«

d) Ona lién(J +K)= aEm 1, d’apres I1.2 et I1.3 donc, en ajoutant les deux inégalités de I1.4.b et en faisant

2X,, 1 1

sin = n—|—1+ﬁ+n—|—1—ﬁ

pour

tendre x vers 0, on obtient, par inégalité triangulaire,

aliml, —a—
+oo

. . . 2 . .
tout n donc, en faisant tendre n vers +oco cette fois, on trouve alim I, = o + — lim X,,, ce qui donne, avec
+o00 sin

1.3.d,

Exercices :

1. On raisonne par récurrence sur n > 1 :
1 2692

12
. Zk3:13:1et
k=1
n+1 n

e si on suppose ’égalité vraie au rang n € N* alors on obtient Z k= (n+1)*+ Z R (n+1)%+
k=1 k=1

= 1 donc 'égalité est vraie pour n = 1.

n?(n+1)?
4

n+1

puis Zk?’ &[4(714- 1) +n? = (n+1)?*(n+2)°

1 donc 'égalité est vraie au rang n + 1.

5 n(n+ 1)
Par principe de récurrence, on a bien |Vn € N*| Z k° = — 1
k=1

‘ -

(n+1)—n 1 1
2. O = d < 1-— <
8) Omavn+l=vn=—resmn = gy dome | g g SVt oV

1
n=——2vn+1+2y/n <0 donc (u,) décroit.
= 2V vn (un) i

5

b) On en déduit up41 — u



1
n — /771_"_1

1
Enfin, 0 < up, —v, =2vVn+1-2yn < —= ——— 0 donc ‘ (un) et (vy,) sont adjacentes‘ ce qui permet de

\/ﬁ n—+o0o

De méme, v,,41 — v —2Vn+2+2vVn+12>0et (v,) croit.

montrer qu’elles ‘ convergent vers £ € R ‘

wn:S4n—SnZU4n+4\/ﬁ—un—2\/ﬁ:u4n—un+2\/ﬁ;deplus lilf (ugn — up) = £ — ¢ = 0 donc
n——+0oo

_ Ugn — Un

2 2
e —1—-In(l+2z) = <1+x+ 2>—1—((E—%)—|—0(m2):$2+0($2) donc e“;—l—ln(l—kx)zx

On en déduit e —1—1In (1+ a;2) ~ x* donc on cherche un DL4(0) du numérateur :

2 4 2 4
cos(x) — (1 — m2)1/2 =1- % + % - (1 - % - 71; > o(z) =" +0 (z*) ~ % Par quotient d’équivalents,
cos(z) — V1 —2a? /6 cos(z) — V1 — a2 1

~ t 1' = —
e —1 —In (1 + 22) 2+ © zg%er—l—ln(l—i—xQ) 6
1

sh, ch et arctan sont C° sur R; arccos est C° sur [-1,1] et on a o €]0, 1] pour z > 0 donc par composition
¢

1
& > arccos est C” sur RT et | f € CO(RT)
ch(x)

1
sh, ch et arctan sont C! sur R ; arccos est C! sur ]—1,1] et on a oh(z) €]0, 1] pour z # 0 donc par composition
1
X+ arccos () est C' sur R* et | f € C*(R¥)
h(z —sh -1 h h h
Ona fla) = @) —h@) i) b el ey
1+sh®(z) ch*(x) /1- ch*(z) ch*(x) ch?(z) —

! shiz) ! =0 et y/sh®(z) = |sh(z)]. On en déduit f'(z) =0siz >0 et f'(z) = z

F@) = 3@~ @@ () chz

siz <O.
Comme R™* est un intervalle, on en déduit que f est constante sur R** donc sur R par continuité en 0. Comme

1
f(0) = —arccos(1) = 0, on en déduit f = 0 sur RT. On en déduit Vo > 0, arctan(sh ) = arccos | —— |. Enfin,
chz

1 1
comme z — arctan(shz) est impaire et x — arccos (—h ) est paire, on a arctan(shz) = — arccos (—h >7
chz chz

pour z < 0.
fla+2) = |lo+2] - EHJ *L

entiers. Ainsi ‘ f est 2—périodique‘

x+1

+1J =|z]+2- {nglf Lx;rlJ — 1= f(z) car 1 et 2 sont des

b) Size[0,1,ona f(z)=0—-0—0=0etsiz € [1,2], f(x) =1—0—1=0. Ainsi, f est nulle sur [0, 2] donc
1
sur R par 2-périodicité, ce qui donne |Vz € R, | { J Lx + J
. Les solutions de I’équation homogene y’ — tan(z)y = 0 sont de la forme y(z) = aexp(—In|cos(z)|) = % avec

cos(x)

une constante o € R.
On peut remarquer qu'une solution particuliere de ’équation compléte est y,(x) = tan(z) (que lon peut aussi

déterminer par variation de la constante, ie en la cherchant sous la forme y,(x) =

Les solutions sur ]

avec A dérivable)

Alz)
cos(x)

de I’équation compléte sont donc définies par | y(z) = + tan(z) avec @ € R

22{ cos(x)

P(1) =3 — a donc ‘ P(1) = 0 si et seulement si o = 3‘

On vérifie P(1) = P'(1) = P"(1) =0 et P"'(1) # 0 donc ‘ 1 est racine triple de P‘

Apres calculs, on trouve ‘ P=(X-13X*+X+1) ‘

Ona X3+ X +1=(X—2)(X —22)(X — 23) (racines éventuellement complexes) donc x1 + x5 + 23 = 0

1 T1T2 + T1T3 + T2T 1
(examiner le coefficient de X?) et — + — + — = — 2t TiTs H o273 _ 1 _ —1 (avec les coefficients de X
T To T3 T1X9T3 -1

et constant cette fois)



10. a)

r—y+z—t=0 {m—y—}—z—tzo {z:Qt—Qy donc on en
r+y+22—-3t=0 204+ 2—-2t=0 r=3y—t

déduit v € F < I(y,t) € R* u = (3y — t,y,2t — 2y,t) = y(3,1,-2,0) +t(—1,0,2,1) puis, par définition d'une
combinaison linéaire, F' = Vect{(3,1,—2,0),(—1,0,2,1)}. Les deux vecteurs (3,1,—2,0) et (—1,0,2,1) sont
linéairement indépendants car non colinéaires donc constituent une base de F' et W
a+b+c+d=0 c=0

c=0 i { d=—-a—-b
donc P € G & 3(a,b) e R:L P =aX?+bX?—a—b=a(X®—1)+b(X?—1) puis G = Vect{X3—1,X%2—1}. La
famille (X3 — 1, X% — 1) est libre (polynomes de degrés étagés) donc constitue une base de G et W

On résout le systeme linéaire {

Si on écrit P sous la forme P = aX® + bX%2 +cX +d alors P € G < {

‘u(agy,z) = (2x—y+227x—|—2z7—2x+2y—3z)‘

w = (z,y,2) € ker(u —id) &z —y+ 2z =0 donc w = (y — 22,y,2) = y(1,1,0) + 2(—2,0,1) ; il suffit donc de
prendre ’ wy = (1,1,0) et we = (—2,0,1) ‘ par exemple.

Sx—y+22=0 v =0
De méme w = (z,y,2) € ker(u — id) < r+3y+2:2=0 < { y= donc w = (z,z,—2x), ie
20 +2=0
—2x+2y=0
w = z(1,1,—2) donc il suffit de prendre | w3 = (1,1, —2)
1 -2 1
detp, (w1, w2, ws) =1 0 1|=-4%#0donc ‘ B est une base de R? ‘
0o 1 =2
1 00
Comme u(w;) = wy, u(wz) = we et u(ws) =3wsz, ona|D =Matp(u)=10 1 0
0 0 3
1 -2 1
M=PDP lavecP=|1 0 1
0o 1 =2
1 0 0
Ona M"™=PD"P tavecD"=[0 1 0 |.On vérifie alors que M" = a, I3 + b,M = P(a,I3 +b,D)P~"
0o 0 3"
3-3"
. . n ay, + bn =1 an = 92
si et seulement si als +bD = D". On cherche donc a,, b, de sorte que n & n< q
an + 3b, =3 b 3
n =
2
3-3" 3" -1
On a donc | M"™ = 2 I3+ 5 M pour tout n € N
1 0 0 0
1 « 1
En développant par la premiere colonne, on a D, = aDyp1—1|g 1 -, - ¢ donc en développant
: . a1
0o ... 0 1 o

de dernier déterminant par sa premiere ligne, on trouve ‘ D,=aD,_1—D,_o ‘

La suite (Dy)p>1 vérifie une relation de récurrence linéaire & deux termes dont I’équation caractéristique
est la suivante : X% — 2Xcosf +1 = 0; A = 4(cos’f — 1) = —4sin”*# < 0 car 0 €]0,n[. Les racines de
cette équations sont donc X = cosf + isinf = e*. Ainsi il existe (a,b) € R? tels que, pour n > 1, on
ait D,, = acos(nf) + bsin(nf); on trouve alors a et b & partir de D; = 2cos6 et Dy = 4cos’ —1. Ainsi a
acosf + bsinf = 2cos b

0cos20 + bsin20 — 4cos? 6 — 1 ; comme sin20 = 2sinfcosf, on en déduit (avec

et b sont solutions de {

560
2cos L, — Ly) 1'égalité a(2cos?# — cos20) = 1 donc a = 1 puis b = % (avec sind > 0 car 6 €]0,7[). On

cos 0 sin(nd)
sin 0

sin(n + 1)0

déduit donc D,, = cos(nf) + .
sin

donc | D,, =

A,, est inversible si et seulement si D,, # 0 donc si et seulement si (n + 1)0 ¢ 7Z ce qui donne la condition
km
n+1

nécessaire et suffisante | 6 #

avec k € [1,n]




