PSI2 DM1 pour le lundi 16 septembre 2024
(inspiré de Centrale TSI 2000 maths 1)

Partie I :
Pour tout n > 2, on pose :

S, = Up =S, —In(n) et v, =S5,_1—In(n).
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1. Montrer que : Vz > —1,In(1 + z) < z.
2. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. On notera v leur limite commune.
3. Déterminer une valeur de n pour laquelle u,, est une valeur approchée de v & 107! pres.
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. a) Montrer 1’égalité :

b) En déduire que :

5.a) Démontrer I'inégalité :

Vo €[0,n],0<1—¢€" (1—7

On pourra utiliser 'inégalité des accroissements finis.

b) Montrer, aprés avoir justifié l'existence des l'intégrales, que l'on a :

1 +oo —x
’y:/ (17671’)%7/ °  da.
0 x 1 z

Partie II :
1 1

On pose : Vo >0, p() = —— — —.
p pla)=1— =~
1. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et bornée sur R™*.

—+oo
2. Montrer que 'intégrale / e Tp(x) dz est convergente.
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Montrer que I, (a) existe, pour tout a > 0, et que l'on a :

na —x na 1 _ —x
Va > 0,I,(a) = / C dr= In(n) —/ °  da.

3. On pose, pourn >2eta>0:

T x
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4. Montrer que l'intégrale / _
0

+o0 e~ T _ g na
dz est convergente et que 'on a : / ——— dz = In(n).
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5. Montrer que : v, = / (e7® — e ") p(x) da.
0

+oo
6. En déduire que : vy = / e () dx.
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