Correction du DM1
(inspiré de Centrale TST 2000 maths 1)

Partie I :

1. La fonction h : # — In(1 + ) est concave sur | — 1,4o0[ donc h(z) < h(0) + A’ (0)(z — 0) = x ou étudier

x+— 2 —In(1 + z) (qui est minimale et nulle en 0)

1 1
2. Upt1 — Up = T +Iln(n) —In(n+1) = T +In (1 o 1) < 0 donc (uy,) décroit.
1 1 1 R 1
D’autre part, vp41—vn, = —+1n(n)—In(n+1) = ——In (1 — = ] > 0 donc (v,) croit. Enfin, u,, —v, = — ——— 0
n n n n n—-too
donc ‘ (up) et (v,) sont adjacentes‘
1 1
3. Ona0<y—v, <u,—v, = — doncsi — < 107" alors v,, est une valeur approchée (par défaut) de v & 10~! pres.
n n
7129
Il suffit pour cela de prendre n > 10 : une valeur approchée & 10~* pres est donc | v1g = 2520 In(11) = 0,5
1—tm 1—¢n
4.a) Ona T = Z tF pour t € [0,1[; les fonctions t +— t* et t T sont continues sur [0, 1] (prolongeable
k=0
1 n—1
s s . 1-—t" 1
par continuité en 1 pour la seconde) donc en intégrant, on obtient t= Z —
, 1t Lkt 1

x x
b) Tl suffit de poser t = 1 — = : z + 1 — = est C*, bijective strictement décroissante de [0,n] sur [0,1] et on a
n n

1 n z\"
1—¢m 1-(1-2
/ dt:/ -5,
o 11—t 0 x
n1_(1—z\" n 1 n n n
Onaalorsun:/ (”)d:v—/ Edoncona un:/ (1—(1—£>)%—/ <I—E> %
0 T 1T 0 n T 1 n T

.a) On pose h(z) = €* (1 — E) = exp [az —nln (1 — E)} pour z € [0,n[ donc, d’apres 1.1, on a h(z) < 1 si
n n

x € |0,n[; ce qui reste valable pour = n puisque h(n) = 0. On a donc prouvé I'inégalité de gauche.

t A t
De Pautre coté, h est C' sur [0,n] et on a h/(t) = ——e' (1 - 7) = ——exp {t +(n—1)ln (1 - f)} donc,
n n n n
t t
avec L1, [/(t)] < —exp (f) < Dsite [0,2] C [0,n]. On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis
n n n

appliquée a h sur [0, z], |h(0) — h(x)| < = X %, ce qui donne le résultat sur [0, n[ car h(0) —h(z) = 1—h(x) > 0.
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T\" _ ex
Le résultat reste aussi valable pour x = n donc |Vz € [0,n],0 < 1 —¢€” (1 — 7) < —
n n

e~ T e~ +oo +oo —z
est continue sur [1,4o00] et 0 < < e ® donc, comme / e~ % dz existe, / dx existe
1 1

b) x>
x T

l—e® T1—e®
T continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 donc / dz existe
Z 0

x
1 “+oc0 n 4o  —
d d ny d z
un—/ (1—6_””)—3:—&-/ e_g”—x:/ (e_m—(l—f))—x—i-/ ¢ da.
0 x 1 x 0 n x " x
. . L " x\™\ dz e (" _,
On utilise alors la question précédente : 0 < (e — (1 . 7) )— < — ze *dz —— 0, car
0 n X n Jo n—+00

n +oco —x

_ PP _ _ e o

/ ze ¥dr = —ne "4+ 1—e" —+> 1. Enfin / ——dz est le reste d’'une intégrale convergente
0 n—-+0o0 n €T

+oo e~ 7 +oo 1
donc tend vers 0 (ou bien 0 < / —dz < f/ e Pdx < ).
x nJ, n

n

1 dz +oo e~
En passant a la limite on a bien |y = / (1 - e*w) —— / dz




Partie II :

1.

e
. Sia >0, la fonction x —

1
On vérifie que liérup =3 puis limgo =1 donc |¢| < 2 sur [A, +00[ et comme @ est (prolongée) continue sur [0, 4],
oo
elle y est bornée donc ‘ ¢ est bornée sur R™*
. —x . + % . ., e_m — 1 + X
. La fonction = — @(x)e™" est continue sur R™, prolongeable par continuité en 0; de plus ¢(z) = ﬁ >0
z(l—e

—+o0 —+oo
d’aprés I.1 et 0 < e Pp(x) < Ce™ d’aprés I1.1 donc, comme / e~ * dr existe, / e Tp(x) dx existe
0 0

—x —T —x

—+o0
e
est continue sur [a,+oo[ et 0 < — < €™ % sur [1, +oo[ donc / — dz existe.
x
a

x
dz existe donc | I,(a) existe
e

+oo —z +oo —nzx
De plus, les deux intégrales étant convergentes, on a I,(a) = / dz — / dz; en posant u = nx
a x a z

e

De méme, avec 0 <

+o00
< e ™ sur [1,+oo[ et n > 0, on vérifie que /
T a

+oo —x oo —u
(x + na est C' bijectif strictement croissante de [a, 4+-00[ sur [na, +o0[), I,(a) = / £ do- / £ du=
u
s

na @
e T
Ja—
a T

na d na 1— e @ na 1— e @
Puis I,,(a) = / & / 27 % da donc I,(a) =In(n) — / R
a a

e T T T

e~T _ e e~T _ N 1 e~T _ N
. La fonction  — ————— est continue sur R™*, lim ————— = n — 1 donc / —— dx existe et
T 0

z—0 xT x

+oo e~ T _ o~ %
/ —— dx aussi (déja vu).
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+oo e~T _ g~ na 1—e®

On en déduit 1ir% I,(a) = / ———— dz. D’autre part,  — ——— est continue et bornée, par M, sur R**
a— x T

’ "l —e®

(car tend vers 1 en 0 et 0 en +00) donc 0 < /

dz < (na—a) x M, ce qui signifie que lir% I, (a) = In(n)
a a—
oo —x _ —nx
et / £ "° dz= In(n)
0 x
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14 _ in—-1 +oo —x _ _—nx o0 1 _ —(n—1)z ‘oo —x  _—nzx
1-1 1
. Un = Sp_1 — In(n) :/ 7dtf/ de:/ eie*mdx—/ €T q
0 r 0 0 z

o L1-—t l—e?

T (x = e~ " est C' bijectif strictement décroissant de R sur 0, 1]) puis, en regroupant les deux

en posant ¢ = e~

“+o0
intégrales, | v, = / (e7® —e ") p(z) dz
0

—+oo
. 1l suffit de montrer que lir_irrl e " p(x)dr = 0 ce qui est vrai car, ¢ étant bornée (Jo| < C), on a 0 <
n—-+oo
—+o0 0 —+o0 +oo C
e "o(x) < Ce™ ™7, / e """ dz existe donc 0 < / e "o(x)dr < C/ e ""dz = —. On a donc bien
0 0 0 n




