Correction du DM3
Extrait de Mines-Ponts PC 2001 maths 1

Préliminaires

a) Si f¥(z) = 0 alors f**!(z) = 0 donc | ker (f*) C ker (f*1)

b) On montre par récurrence sur g > p que ker (f9) = ker (fq“) : pour ¢ = p, évident par hypothese. Si ker (f9) =
ker (f9%1) et @ € ker (f772) alors f(z) € ker (f97) = ker (f7) donc f97!(z) = 0 et ker (f91?) = ker (f91).
On en déduit | ker (f?) = ker (f*) pour k > p
Si V est de dimension n, et si ker (f*) # ker (k**') pour tout entier k < n alors dim ker (f**') > dimker (f*)+1;
f n’étant pas injective (sinon tous les noyaux sont égaux a {0}), on a dimker(f) > 1 et par récurrence sur k,
dim ker (fk) > k, ce qui est absurde : pour £ = n, on obtient dim ker (f”“) > dim V. On en déduit qu’il existe
p < n tel que ker (fP) = ker (fP-H) puis ker (fk) est constant pour k > p
Comme p < n, on a en particulier ker (f) = ker (f"*1).

c¢) 1l existe ¢ tel que ker (u?) =V, donc d’apres la question précédente, on a ker (u™) = ker (u?) = V (car la suite des
noyaux est constante & partir de min(g,n)) c’est-a-dire

Premieére partie

1l.a) goD,=¢g>~Ag=D,o0g donc‘g et D, commutent‘

g commute avec D,, donc avec DZH donc ker (DQH) est stable par g, ie | £, est stable par g‘

La seule question était la possibilité de restraindre tous les endomorphismes : si P € E,, on a (g,)*(P) =
g*(P) = AP + D,,(P) = AP 4+ D(P) = AP + D, (P) donc | (g,)* = Xidg, + D,

b) goD = ¢> —\g = D oq et comme E,, = ker (D"H) on conclut comme & la question précédente.

¢) 1. Il existe un entier ¢ tel que V C E,; (prendre une base de V' et ¢ le maximum des degrés des n + 1 vecteurs

de cette base par exemple) donc D%H = DZH = 0 donc ‘ Dr est nilpotent ‘

On en déduit que D;ffl =0, ce qui donne F' C E,, et comme dim f =dimFE, =n+ 1, on a
On vient de voir que si F' est de dimension finie et stable par D alors il existe n tel que F' = E,, ; la réciproque

étant vraie (F,, est stable par D), ‘ les sous-espaces de dimension finie stables par D sont les E, ‘

Soit G un sous-espace de dimension infinie stable par D et P un polynome de G, de degré n > 0. Par
stabilité, G contient P, P', P”, ..., P™ qui forment une base de E,, (degrés étagés) donc G contient FE,,.
Comme G n’est pas de dimension finie, G contient des polyndémes de degré supérieur a n pour tout n, donc
G contient tous les E,, puis G = E.

La réciproque étant évidente, | le seul sous-espace de dimension infinie stable par D est ‘

ii. Si G est stable par g, G est stable par g2 et Aid donc par D. Réciproquement, si G est stable par D alors
G est E ou un des E, qui sont stables par g d’aprés 1l.a et 1.b. Ainsi, on obtient bien I’équivalence :
‘ G est stable par g si et seulement si G est stable par D ‘

2.a) Onadim Ey = 1et Dy = 0 donc matriciellement g2 = Midg,+ Dy se traduit par a? = X ol a est le seul coefficient

de la matrice de g. On en déduit le résultat : ‘il existe ¢ tel que ¢ = Nidg, + Dy si et seulement si A € RT ‘

b) S'il existe g tel que g°> = Nidg + D alors Fy est stable par g (1.b) et g2 = Nidg, + Do ce qui est exclu.
S’il existe g tel que g* = \id g, + Dy, alors (1.a) le méme argument s’applique.

3.a) On prend y tel que f"(y) # 0 et on montre par I’absurde que la famille B est libre : si elle est liée, il existe

(ag,...,an) # (0, ) tel que Zal ) =0, on pose r = min {k €[0,n],a; # 0}, il reste Zalf =0

i=r
et en composant par f"7" (p0551ble car n —r > 0, on aboutit & a, f™(y) = 0 ce qui est absurde puisque a, # 0
par définition d’un minimum. Ainsi B est une famille libre de n + 1 vecteurs dans V' de dimension n + 1 donc

‘B est une base de V' dans laquelle Matg(f) = Ay ‘

b) Ona D" =0et D?(X™) =n! # 0 donc D" # 0 donc, d’aprés la question précédente, il existe une base B,
de E,, dans laquelle la matrice de D,, est Ay. La matrice de Aidg, + D,, est alors

4.a) Soit h un endomorphisme de Es et H sa matrice dans By définie précédemment. h commute avec Dy si
et seulement si H commute avec Ag. Apres calcul, on trouve que H commute avec Ay si et seulement si

a b ¢
H est de la forme H = | 0 a b | donc le commutant de Ay est Vect {Ig,Ao,A%} ce qui donne bien :
0 0 a

h commute avec D5 si et seulement si h € Vect {id By D2, Dg}




Autre méthode plus facilement généralisable (commutant d’un endomorphisme nilpotent d’indice maximal) : en

reprenant les notations de 3.a, il existe a, b, ¢ tels que h(y) = ay+bDs(y)+cD3(y) ; on pose g = aidg, +bDy+cDj
et si h commute avec Dy , on montre que g et h coincident sur les vecteurs (y, Da(y), D2(y)) = B donc les
applications sont égales. Réciproquement tout polynéme en Dy commute avec Ds.
b) g commute avec Dy donc g = aidp, +bDy + c¢D2 et g* = a®idp, + 2abDy + (2ac + b*)D3. Les applications idg,,
2
a® = A
D et DS étant libres (preuve similaire a I.3.a), on a ¢* = Aidg, + Ds si et seulement si 2ab =1 On
2ac+b*> =0
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a donc des solutions si et seulement si A > 0 qui sont : |g = + (\F/\zd B, —=D> )
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On en déduit les solutions de G = 4; : |G =+ (I3 + §Ao — §A(2))




