TD6 : Séries numériques

Exercice 1

, 1
Etudier, en fonction de a € R, la nature de la série Z (—|>
n!

3R

Exercice 2 (CCP PSI 2017)
1

n(n+1)(2n+1)
12+22+"'+TL2 :

On pose a, =

n
et on rappelle Z k? =
k=1

1. Montrer que Z a, converge.

. "1 .
2. Soit H,, = ’; T Montrer que ngrfoo(HgnH —H,)=In2. (¥

a b
3. T ,b,c) € R? tel =— t en déduire la valeur d .
rouver (a, b, c) el que a,, - + i + 1 et en déduire la valeur e;an
Exercice 3 (Mines-Ponts PST 2021)
. o 2n+ 2
Soit (un)nen définie par ug =1 et uyq1 = mun
3
1. Montrer qu’il existe une suite (w,,) convergente telle que In(u,) = w, — B In(n).
2. En déduire que Z U, converge.
n>0
n+1 n+1
3. Montrer, pour n > 1, 2 Z kug + 3 Z U = 2 Z kug + 2 Z uy et en déduire la valeur de Z Uy

n=0

Exercice 4 (CCINP PSI 2022)
™
Soit (uy)nen définie par 0 < uy < 0 et upy1 = sin(uy).

1. Etudier la suite (Un)nen et déterminer sa limite.

2. En calculant u,41 — u,, montrer que E uf’L converge.

3. Etudier la série de terme général u2. (¥)

Exercice 5 (Mines-Télécom PSI 2023)

Soient (p,)nen une suite de réels strictement positifs telle que Z pn diverge et S, = Z Pk -

1. Montrer que Z g—n diverge. (*)
n

2. Montrer que Z % converge. (¥)

Exercice 6 (Centrale PSI 2023)
Soient (up)nen €t (vn)nen+ deux suites de réels strictement positifs. On pose a,, = u,v, et on définit le déterminant A,
1 —U1
U1 1 —Vg (O)

par: A, =0 gy
o .1 -,

1. Trouver une relation entre A,,, A,_1 et A,_o

n
2. Montrer que A, H + ag)
k=1

3. Montrer que la suite (A,) converge si et seulement si Z ay converge. (¥)



Indications

Exercice 2

2. soit une somme de Riemann, soit une comparaison avec une intégrale, soit le développement vu en cours.
Exercice 4

3. utiliser Z(ln(unH) —In(uy))
Exercice 5

1. Exprimer p, en fonction de S, et S,_1 puis dans le cas ot lim Pn _ 0, prouver Pr (S 2 )
n n n—1

Pn 1 1
2. Comparer — et —
parer gy g TS,

Exercice 6
n

3. remarquer que (A,) est croissante puis prouwver que si Zan converge alors p, = H(l + ai) définit une suite

k=1
convergente



