
TD6 : Séries numériques

Exercice 1
Étudier, en fonction de α ∈ R, la nature de la série

∑Å 1
n!

ãα
n

.

Exercice 2 (CCP PSI 2017)

On pose an = 1
12 + 22 + · · ·+ n2 et on rappelle

n∑
k=1

k2 = n(n+ 1)(2n+ 1)
6 .

1. Montrer que
∑

an converge.

2. Soit Hn =
n∑

k=1

1
k
. Montrer que lim

n→+∞
(H2n+1 −Hn) = ln 2. (*)

3. Trouver (a, b, c) ∈ R3 tel que an = a

n
+ b

n+ 1 + c

2n+ 1 et en déduire la valeur de
∑
n>1

an.

Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2021)

Soit (un)n∈N définie par u0 = 1 et un+1 = 2n+ 2
2n+ 5un

1. Montrer qu’il existe une suite (wn) convergente telle que ln(un) = wn −
3
2 ln(n).

2. En déduire que
∑
n>0

un converge.

3. Montrer, pour n > 1, 2
n+1∑
k=1

kuk + 3
n+1∑
k=1

uk = 2
n∑

k=0
kuk + 2

n∑
k=0

uk et en déduire la valeur de
+∞∑
n=0

un.

Exercice 4 (CCINP PSI 2022)

Soit (un)n∈N définie par 0 < u0 6
π

2 et un+1 = sin(un).

1. Étudier la suite (un)n∈N et déterminer sa limite.

2. En calculant un+1 − un, montrer que
∑

u3
n converge.

3. Étudier la série de terme général u2
n. (*)

Exercice 5 (Mines-Télécom PSI 2023)

Soient (ρn)n∈N une suite de réels strictement positifs telle que
∑

ρn diverge et Sn =
n∑

k=0
ρk.

1. Montrer que
∑ ρn

Sn
diverge. (*)

2. Montrer que
∑ ρn

S2
n

converge. (*)

Exercice 6 (Centrale PSI 2023)
Soient (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ deux suites de réels strictement positifs. On pose an = unvn et on définit le déterminant ∆n

par : ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −v1
u1 1 −v2 (0)

0 u2
. . . . . .

(0)
. . . 1 −vn

un 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1. Trouver une relation entre ∆n, ∆n−1 et ∆n−2

2. Montrer que ∆n 6
n∏

k=1
(1 + ak)

3. Montrer que la suite (∆n) converge si et seulement si
∑

an converge. (*)



Indications

Exercice 2
2. soit une somme de Riemann, soit une comparaison avec une intégrale, soit le développement vu en cours.

Exercice 4
3. utiliser

∑
(ln(un+1)− ln(un))

Exercice 5

1. Exprimer ρn en fonction de Sn et Sn−1 puis dans le cas où lim ρn

Sn
= 0, prouver ρn

Sn
∼ ln

Å
Sn

Sn−1

ã
2. Comparer ρn

S2
n

et 1
Sn−1

− 1
Sn

Exercice 6

3. remarquer que (∆n) est croissante puis prouver que si
∑

an converge alors pn =
n∏

k=1
(1 + ak) définit une suite

convergente


