
Correction du DM4

1. a) On trouve PA = X3 − 4X2 +X − 1

b) PA(A) = 0

c) On en déduit A(A2 − 4A+ I3) = I3 donc A est inversible et A−1 = A2 − 4A+ I3

2. a) On a PM (λ) = det
Å
λIp −A −B

0 λIn−p − C

ã
donc PM (λ) = PA(λ) × PC(λ) et comme PC est un polynôme, on

a PA divise PM

b) Dans une base B = (BF ,BG) adaptée à E = F ⊕ G, comme F est stable par u, on a MatB(u) =
Å
A B
0 C

ã
où

A = MatBF
(v). La question précédente justifie donc que Pv divise Pu

3. a) On a u
(
uk(x0)

)
= uk+1(x0) ∈ F donc F0 est stable par u

b) La famille (x0, u(x0), . . . , un0(x0)) est une famille de F0, comporte n0 + 1 vecteurs et dim(F0) = n0 donc elle
est liée.

c) On pose P =
n0∑

i=0
aiX

i 6= 0 et on a, pour Q ∈ K[X], Q = PP1 + R avec deg(R) 6 n0 − 1. Comme

P (u)(x0) = 0, on a Q(u)(x0) = R(u)(x0) ∈ Vect{x0, u(x0), . . . , un0−1(x0)}. Ceci étant valable pour tout
Q ∈ K[X], on en déduit F0 ⊂ Vect{x0, u(x0), . . . , un0−1(x0)}. Enfin, comme dim(F0) = n0, on en déduit
F0 = Vect

{
x0, u(x0), . . . , un0−1(x0)

}
d) On a un0(x0) ∈ F0 donc les αi sont les coordonnées de un0(x0) dans la base B0.

e) On a MatB0(v0) =

â
0 0 . . . 0 α0
1 0 . . . 0 α1
0 1 0 α2

0
. . . . . . . . .

...
0 . . . 0 1 αn0−1

ì
puis Pv0 = Xn0 −

n0−1∑
i=0

αiX
i

f) On a donc Pv0(u)(x0) = 0 par définition des coefficients αi et compte tenu de la valeur de Pv0 trouvée à la
question précédente.

g) Pv0 divise Pu (puisque F0 est stable par u) donc Pu = Pv0 ×Q puis Pu(u)(x0) = Q(u) ◦ Pv0(u)(x0) = Q(u)(0)
donc Pu(u)(x0) = 0

h) On vient de prouver que pour x0 ∈ E fixé, on a Pu(u)(x0) = 0 mais ceci est valable pour tout x0 ∈ E, on a
donc Pu(u) = 0


