Correction du DM4

On trouve | Py = X* —4X> 4 X — 1|

Pa(A) =0

On en déduit A(A2 —4A + I3) = I3 donc ‘ A est inversible et A7 = A% —4A + I ‘
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On a Pp(N) = det ( ) donc Pys(A) = Pa(A\) x Po(A) et comme Po est un polyndme, on

a | Py divise Py

Dans une base B = (Br, Bg) adaptée & E = F @ G, comme F est stable par u, on a Matg(u) = (A B) o

0 C
A = Matg, (v). La question précédente justifie donc que

On a u (u¥(z0)) = v (20) € F donc ‘ F} est stable par u

La famille (zg, u(xo),...,u"(xp)) est une famille de Fp, comporte ng + 1 vecteurs et dim(Fy) = ng donc elle

est liée.
ng

On pose P = ZaiXi # 0 et on a, pour Q € K[X], @ = PP, + R avec deg(R) < ng — 1. Comme
i=0

P(u)(xg) = 0, on a Q(u)(z0) = R(u)(zo) € Vect{zq,u(xg),...,u™ *(2¢)}. Ceci étant valable pour tout

Q € K[X], on en déduit Fy C Vect{zo,u(zo),...,u™ *(z0)}. Enfin, comme dim(Fy) = ng, on en déduit

Fy = Vect {zg, u(zo), ..., u™ (z0)}

On a u™(zg) € Fy donc les o; sont les coordonnées de u™°(zg) dans la base By.
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On a donc P, (u)(zp) = 0 par définition des coefficients «; et compte tenu de la valeur de P,, trouvée a la
question précédente.

P,, divise P, (puisque Fy est stable par u) donc P, = P,, x Q puis P,(u)(zo) = Q(u) o Py, (u)(zo) = Q(u)(0)

On vient de prouver que pour zg € E fixé, on a P,(u)(xg) = 0 mais ceci est valable pour tout zy € E, on a

donc | P, (u) =0



