Correction du DM5
(Extrait E3A PST 2009 Maths B)

Partie A

mn _)\ mn
1. Si)\<Oalorsu—1~—>0d0]f1cuJr

1 . . N .
> 1 pour n > ng; la suite (u,) est donc croissante & partir d'un
Up n Up,

certain rang ng et u, = un, > 0 pour n > ng. La suite (u,) ne tend pas vers 0 donc Z u, diverge grossierement

1 _fB 1 T _ 1
2_””7“:(14_5> :1—§+0(E)donc uH_l—vn—H:ﬂn)\_'_O(ﬁ)

Un Un Un

Un+1 Un+1
<0d0nc"—+<ipourn>N
U, Un, n U, Un,

u v —
3.a) Ona —L — n+1~ﬂ

b) On fait apparaitre un télescopage sous forme de produit (on peut aussi s’intéresser & In(u,,) pour faire apparaitre

n—1
Uk+1 Vk+41 uUnN unN
une somme) : U, = Uy H u+ <upn H v+ = U—Un donc | u,, < v—vn pour n > N
k=N Ok N N

¢) Onaf>1donc Zvn converge et 0 < u, = O(v,) donc Z U, converge

U v - A U V.
4. On choisit B tel que A < 8 < 1, on a alors ntl _ Zntl p > 0 donc —+L > —ntl pour n > Ni. On en
Un, Un,
U
déduit u, > ivn pour n > Ni. Enfin, comme 8 < 1, Zvn diverge donc Zun diverge
UN,

N 1\ ! 1
5.Onax+1=<1+7> —1—7—1—0( >donc)\—1et
Tn

Puis, yzzl - (H ) (W) (Hi)l (Hlnl(i(Z)n)> 2; o &(:)D ~ nli(n) - 0(%)

1
done Lt — 1 _ 2 —|— 0 <7) donc A = 1. On montre que E Y converge par comparaison a une intégrale :
Yn n n
frs 1 t conti itive et décroissant 2, +00[; de pl /x di {_1} !
————— est continue, positive et décroissante sur [2,+oo[; de plus =
t(In(t))? P PR ()2 ~ ()], oot In(2)
1
donc t G est intégrable sur [2, +oo[ donc E Yn converge

Partie B

1. — done w, p Wntl _ I - R oL (L
On a i €]0, 7| donc w,, > 0 e " nsin NG Vn NN +o ~ o, to

1
donc A\ = 5 <let an diverge

1
2.a) La fonction ¢ m est continue sur [0, +oo| et m t—;:-oo #l—n; pour n > 1, on a 4n > 1 donc

1
t— m est intégrable sur [0, +oo[ pour n > 1

+oo 3
t
b) Omn a4n(l, — I,41) = 4n/ t X ( dt; puis on effectue une intégration par parties : les fonctions
0

1 + t4)n+1

-1 1 N , —t oo Ant3
t—tett— ERTD sont de classe C* sur R" et on a lim —— = 0 donc EX ———
(1+ 4)n t—+oo (1—|—t4)" 0 (1+t4)n+

+oo
[tx (1+t4 +/o 1+t4n,ce quldonne‘zm(]h_[nH):In
1
(T+9)"

InJrl 1 .
I 1-— n donc ZI" diverge| (A =1/4< 1)

¢) La fonction t — est continue, positive, non nulle et intégrable sur [0,4o0[ donc I, > 0 et on a

ant1|  n—a

n+1

Anp+1
G,

3.a) a ¢ N donc a, # 0 et |a,| > 0;
1+«

-0

1
+o0 (7) ; a# 0 donc 14 « # 1, la régle de Raabe-Duhamel permet de conclure dans tous les cas :
n

pour n > «, puis

n

1—

Z an est absolument convergente si et seulement si a > 0




1+«
n

Ap+1

b) Sia < —1 alors =1

1
+o (f) et 1+« < 0 donc on a vu que (|a,|) est croissante & partir d’un
n

Qn

certain rang, ce qui prouve que (a,) ne tend pas vers 0 et E a, diverge grossierement
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D’apres le CSSA, Z a, converge




