
Correction du DS3

Problème I : (extrait de Centrale PSI 1997 maths 1)

Partie I :
1. a) On a (séries de Riemann) IA = IC =]1,+∞[ donc γ = δ = 1

b) Comme |un(x)| = ln(n)
nx+2 , si x 6 −1 alors, par croissances comparées, 1

n
=

n→+∞
o(|un(x)|) donc

∑
|un(x)|

diverge et si x > −1, on choisit y tel que 1 < y < x+ 2 de sorte que l’on a un(x) =
n→+∞

o

Å 1
ny

ã
, toujours par

croissances comparées, donc
∑
|un(x)| converge. On a donc IA =]− 1,+∞[ et δ = −1

Si x 6 −2 alors (un(x)) ne tend pas vers 0 donc
∑

un(x) diverge. Si x > −2,
∑

un(x) est une série alternée

qui vérifie le critère spécial (on étudie la fonction t 7→ ln(t)
tx+2 , de dérivée t 7→ 1− (1 + 2) ln t

tx+3 , pour vérifier la

décroissance de (|un(x)|) à partir d’un rang n > e
1

x+2 ). On a donc IC =]− 2,+∞[ et γ = −2

2. a) On a IA ⊂ IC donc γ 6 δ

b) un(x+ 1 + ε) = un(x)× 1
n1+ε et comme

∑
un(x) converge, lim

n→+∞
un(x) = 0 et un(x+ 1 + ε) =

n→+∞
o

Å 1
n1+ε

ã
,

ce qui prouve que
∑

un(x+ 1 + ε) est absolument convergente

On a prouvé x ∈ IC ⇒ 1 + x+ ε ∈ IA donc δ 6 γ + 1 + ε, ceci étant valable pour tout ε > 0, on a δ 6 γ + 1
c) Avec l’exemple de I.1.a, on a γ = δ = −1.
d) Avec l’exemple de I.1.b, on a δ = −1 = γ + 1.

3. On a an =
n→+∞

(−1)n√
n
− 1

2n + o

Å 1
n

ã
donc un(x) =

n→+∞

(−1)n

nx+1/2 −
1

2nx+1 + o

Å 1
nx+1

ã
.

On a donc |un(x)| ∼
n→+∞

1
nx+1/2 , positif, donc

∑
un(x) converge absolument si et seulement si x+ 1

2 > 1 ; on a

donc IA =
ò1

2 ,+∞
ï
et δ = 1

2

On a un(x)− (−1)n

nx+1/2 ∼
n→+∞

− 1
2nx+1 , négatif, donc si x > 0,

∑ ï
un(x)− (−1)n

nx+1/2

ò
converge ; de plus

∑ (−1)n

nx+1/2

converge, donc
∑

un(x) converge. Par contre, si x 6 0, la série
∑ ï

un(x)− (−1)n

nx+1/2

ò
diverge ; si x > −1

2 ,∑ (−1)n

nx+1/2 converge, donc
∑

un(x) diverge et si x 6 −1
2 , (un(x)) ne tend pas vers 0 donc

∑
un(x) diverge. On

déduit de tout cela IC =]0,+∞[ et γ = 0

Partie II

1. On a un(x) = (−1)n√
n(ln(n+ 1))x

donc 1
n

=
n→+∞

o(|un(x)|), ce qui donne IA = ∅

Par contre, on vérifie, en étudiant la fonction t 7→
√
t(ln(t + 1))x que la suite (|un(x)|) est décroissante à partir

d’un certain rang (car (ln(1 + t))x−1

2
√
t

ï
ln(1 + t) + 2xt

1 + t

ò
−−−−→
t→+∞

+∞ donc est positive au voisinage de +∞), de

plus lim
n→+∞

|un(x)| = 0 donc, d’après le critère spécial des séries alternées,
∑

un(x) converge pour tout réel x, ie

IC = R

2. Il suffit de prendre an = 1√
n

et λn = ln[ln(n+ 1)] pour avoir IA = IC = ∅.

3. Comme IA ⊂ IC , il suffit de trouver un couple (an, λn) pour lequel IA = R : si an = 2−n et λn = ln(n), on a

un(x) = 1
2nnx =

n→+∞
o

Å 1
n2

ã
donc IA = IC = R.

Partie III
1. Comme (λn) est positive, on a x < y ⇒ |un(y)| 6 |un(x)|, donc si x ∈ IA alors

∑
|un(x)| converge puis, par

majoration
∑
|un(y)| converge, ie y ∈ IA. On en déduit que IA est un intervalle non majoré

2. Si x > γ, par définition de la borne inférieure, x ne minore pas IC donc il existe y ∈ IC tel que x > y > γ. La série∑
un(y) converge et on a 0 6 un(x) 6 un(y), puisque an > 0, donc

∑
un(x) converge



3. a) La fonction u 7→ f(u)e−αu est continue sur R+ donc F est de classe C1 sur R+ et t 7→ F (t)e(α−x)t est continue
sur [0,+∞[. De plus F admet une limite finie en +∞ donc est bornée au voisinage de +∞. On en déduit
F (t)e(α−x)t =

t→+∞
o
Ä
e−(x−α)t

ä
et comme x− α > 0, on a t 7→ F (t)e(α−x)t intégrable sur R+

b) Les fonctions F et t 7→ e(α−x)t sont de classe C1 sur [0, λn] donc, par intégration par parties (sur un segment), on

a
∫ λn

0
f(t)e−αt×e(α−x)t dt =

[
F (t)e(α−x)t

]λn

0
−(α−x)

∫ λn

0
F (t)a(α−x)t dt −−−−−→

n→+∞
(x−α)

∫ +∞

0
F (t)e(x−α)t dt

car lim
n→+∞

λn = +∞. La suite
Ç∫ λn

0
f(u)e−xu du

å
n>1

est donc convergente

4. a) On a ϕ(t) =
ß

1− |t− 1| si t ∈ [0, 2]
0 sinon

b) ϕ est continue sur R \ {0, 2}, lim
0−

ϕ = lim
0+

ϕ = 0 = ϕ(0) et lim
2−

ϕ = lim
2+

ϕ = 0 = ϕ(2) donc ϕ est continue sur R

ϕ est nulle hors de [0, 2] donc intégrable sur R et
∫
R
ϕ =

∫ 2

0
(1−|t−1|) dt =

∫ 1

0
tdt+

∫ 2

1
(2− t) dt = 1 =

∫
R
ϕ

5. a) Si ϕ
Å
t− λn
rn

ã
6= 0 alors 0 < t− λn

rn
< 2 donc λn < t < 2rn +λn < λn+1. La suite (λn) étant strictement crois-

sante, il existe au plus un entier n tel que t ∈]λn, λn+1[ donc au plus un entier n pour lequel ϕ
Å
t− λn
rn

ã
6= 0

b) On déduit de la question précédente g(t) = an
rn
ϕ

Å
t− λn
rn

ã
sur ]λn, λn+1[ et comme lim

0
ϕ = 0, lim

λ+
n

g = 0 = g(λn)

et g = 0 sur [2rn + λn, λn+1] donc lim
λ−n+1

g = 0 = g(λn+1). On conclut que g est continue sur R

c) On a
∫ λp+1

λp

g(t) dt = ap
rp

∫ λp+1

λp

ϕ

Å
t− λp
rp

ã
dt ; on pose u = t− λp

rp
, la fonction u 7→ λp + rpu est de classe C1

sur R donc
∫ λp+1

λp

ϕ(t) dt =
∫ (λp+1−λp)rp

0
ϕ(u)rp du = rp

∫
R
ϕ car (λp+1 − λp)rp > 2 et ϕ = 0 hors de [0, 2]. On

a donc
∫ λp+1

λp

ϕ(t) dt = ap

6. Avec la propriété admise,
∑

un(x) et
∑

vn(x) sont de même nature. De plus
n∑
k=0

vk(x) =
∫ λn+1

λ0

g(u)e−xu du, on

a donc
∑

un(x) converge si et seulement si la suite
Ç∫ λn

0
g(u)e−xu du

å
n>1

converge. Si x > γ, il existe y ∈ IC

tel que
∑

un(y) converge donc
Ç∫ λn

0
g(u)e−yu du

å
n>1

converge. D’après la question III.3, pour vérifier que

∑
un(x) converge, il suffit que

∫ +∞

0
g(u)e−yu du converge, on va donc chercher à prouver la convergence de cette

intégrale : soit t ∈ R, il existe n tel que λn 6 t < λn+1 ; on a alors∫ t

0
g(u)e−yu du =

∫ λn

0
g(u)e−yu du+

∫ t

λn

g(u)e−yu du.

Comme quand t tend vers +∞, λn tend vers +∞, il suffit de prouver que
∫ t

λn

g(u)e−yu du tend vers 0 quand t

tend vers +∞ : on utilise ce qui a été fait avant avec la suite (|an|) à la place de (an) (tous les calculs faits sur g
n’utilisaient rien de particulier sur la suite (an)) ; on a, en notant g̃ la fonction (positive) construite avec (|an|)∣∣∣∣∣

∫ t

λn

g(u)e−yu du
∣∣∣∣∣ 6

∫ t

λn

g̃(u)e−yu du 6

∫ λn+1

λn

g̃(u)e−yu du 6 e−yλn

∫ λn+1

λn

g̃(u) du = |un(y)|

Comme y ∈ IC , la série
∑

un(y) converge donc la suite (un(y)) tend vers 0. On déduit donc de tout ceci que∑
un(x) converge On vient de justifier ]γ,+∞[⊂ IC et comme γ = inf(IC), IC est un intervalle



Problème II : (extrait de Centrale PSI 2013 maths 2)

Question préliminaire :
1. On a 1+ z

n
=
(

1 + a

n

)
+ b

n
donc

∣∣∣1 + z

n

∣∣∣ =
…(

1 + a

n

)2
+ b2

n2 et pour n assez grand, 1+ a

n
> 0 donc un argument

de 1 + z

n
est θn = arctan

Å
b/n

1 + a/n

ã
2. On a

(
1 + z

n

)n
=
ï(

1 + a

n

)2
+ b2

n2

òn/2

einθn . Puis, comme lim b/n

1 + a/n
= 0, θn ∼+∞

b/n

1 + a/n
et limnθn = b ; enfinï(

1 + a

n

)2
+ b2

n2

òn/2

=
+∞

exp
ï
n

2 ln
Å

1 + 2a
n

+ o

Å 1
n

ããò
=

+∞
exp
ï
n

Å
a

n
+ o

Å 1
n

ããò
−−−−−→
n→+∞

ea.

On en déduit lim
n→+∞

(
1 + z

n

)n
= e(a+ib) = ez

Partie I :
1. On vérifie (A+ I3)(A− 2I3) = 0

2. Si
Å

1 + X

n

ãn
= (X+1)(X−2)Q+anX+bn alors


Å

1− 1
n

ãn
= −an + bnÅ

1 + 2
n

ãn
= 2an + bn

donc le reste de la division euclidienne

de
Å

1 + X

n

ãn
par (X + 1)(X − 2) est 1

3

ïÅ
1 + 2

n

ãn
−
Å

1− 1
n

ãnò
X + 1

3

ïÅ
1 + 2

n

ãn
+ 2
Å

1− 1
n

ãnò
3.
Å
I3 + 1

n
A

ãn
= anA+bnI3, lim

n→+∞
an = e2 − e−1

3 et lim
n→+∞

bn = e2 + 2e−1

3 , donc E(A) = e2 − e−1

3 A+ e2 + 2e−1

3 I3

Il suffit de choisir Q = e2 − e−1

3 X + e2 + 2e−1

3 pour que Q(A) = E(A).

Partie II :

1. SiD = diag(λ1, . . . , λp) alors
Å
Ip + 1

n
D

ãn
= diag

ÅÅ
1 + λ1

n

ãn
, . . . ,

Å
1 + λp

n

ãnã
−−−−−→
n→+∞

diag
(
eλ1 , . . . , eλp

)
= E(D)

Comme E(D) est diagonale, on a det(E(D)) = eλ1 × · · · × eλp 6= 0 donc E(D) est inversible

2. Si P ∈ K[X], on a P (D) = diag(P (λ1), . . . , P (λn)) donc P (D) = E(D) si et seulement si ∀i ∈ [[ 1, n ]] , P (λi) = eλi .
Il suffit donc d’introduire µ1, . . . , µr les coefficients diagonaux de D deux à deux distincts (les λi ne le sont pas
forcément) et P ∈ Kr−1[X] tel que P (µi) = eµi (interpolation de Lagrange) pour avoir P (D) = E(D).

3. On a E(D +D′) = diag
Ä
eλ1+λ′1 , . . . , eλp+λ′p

ä
donc E(D +D′) = E(D)E(D′)

4. a) • Mp(K) est un espace vectoriel
• PMP−1 ∈Mp(K) donc NP (M) existe
• ‖ ‖ est une norme donc à valeurs dans R+ donc NP est aussi à valeurs dans R+

• Si NP (M) = 0 alors PMP−1 = 0 car ‖ ‖ est une norme puis M = 0 car P est inversible
• Comme ‖ ‖ est une norme, NP (λM) = ‖PλMP−1‖ = |λ| × ‖PMP−1‖ = |λ| ×NP (M)
• De même, NP (M +M ′) = ‖PMP−1 + PM ′P−1‖ 6 ‖PMP−1‖+ ‖PM ′P−1‖ = NP (M) +NP (M ′)

On en déduit que NP est une norme surMp(K)

b) On vérifie NP (Dk −∆) = ‖PDkP
−1 −P∆P−1‖ donc (Dk) converge vers ∆ pour la norme NP si et seulement

si (PDkP
−1) converge vers P∆P−1 pour la norme ‖ ‖. Comme Mp(K) est de dimension finie, les normes NP

et ‖ ‖ sont équivalentes donc ces convergences équivalentes sont indépendantes de la norme utilisée.

5. En utilisant la question précédente, comme
Å
Ip + 1

n
A

ã
= P

Å
Ip + 1

n
D

ãn
P−1, on a E(A) = PE(D)P−1

6. E(A) et E(D) sont semblables donc det(E(A)) = det(E(D)), puis Tr(A) = Tr(D) =
p∑
i=1

λi, et det(E(A)) = eTr(A)

7. On a xIp+A = P (xIp+D)P−1 et xIp+D est diagonale donc E(xIp+A) existe et E(xIp+A) = PE(xIp+D)P−1

puis E(xIp +A) = PE(xIp)E(D)P−1 = PexIpE(D)P−1 donc E(xIp +A) = exE(A)

Partie III :
1. On a Aj−1X = 0 ⇒ AjX = A0 = 0 donc ker(Aj−1) ⊂ ker(Aj) Supposons une égalité ker(Aj−1) = ker(Aj)

pour j 6 k et soit X ∈ ker(Ak) = Kp, on a 0 = AkX = Aj(Ak−jX) donc Ak−jX ∈ ker(Aj) = ker(Aj−1) donc
0 = Aj−1(Ak−jX) = Ak−1X. On aurait donc Kn = ker(Ak−1), ie Ak−1 = 0 ce qui est absurde.



2. On a, pour j 6 k, dim(ker(Aj)) > 1+dim(ker(Aj−1)) donc dim(ker(Aj)) > j (par récurrence) ; pour j = k, comme
ker(Ak) = Kp, on obtient k 6 p

3. Ip et A commutent donc
Å
Ip + 1

n
A

ãn
=

n∑
j=0

Ç
n

j

å
1
nj
Aj donc, si n > p,

Å
Ip + 1

n
A

ãn
=

p−1∑
j=0

Ç
n

j

å
1
nj
Aj ; il s’agit

d’une somme finie de suites. On étudie la limite de chaque terme : 1
nj

Ç
n

j

å
= 1
j!×

n(n− 1) . . . (n− j + 1)
nj

−−−−−→
n→+∞

1
j!

car tous les termes du numérateur sont équivalents à n et il y en a un nombre fixé (donc c’est un produit de j

équivalents). On en déduit E(A) =
p−1∑
j=0

1
j!A

j

4. Q =
p−1∑
j=0

1
j!X

j convient.

5. Comme AB = BA, pour n > p, on a
Å
Ip + 1

n
(A+B)

ãn
=

p−1∑
j=0

Ç
n

j

å
1
nj
Aj ×

Å
Ip + 1

n
B

ãn−j
. Il s’agit à nouveau

d’une somme finie, le résultat admis par l’énoncé est aussi valable pour i = 0 puisque c’est la définition de E(B). On

a lim
n→+∞

Ç
n

j

å
1
nj
Aj ×

Å
Ip + 1

n
B

ãn−j
= 1
j!A

jE(B) donc lim
n→+∞

Å
Ip + 1

n
(A+B)

ãn
=

p−1∑
j=0

1
j!A

jE(B) = E(A)E(B),

c’est-à-dire E(A)E(B) = E(A+B)

6. A et xIp commutent, E(xIp) = exIp existe donc E(xIp +A) = E(xIp)E(A) puis E(xIp +A) = exE(A)

7. On remarque que E(A) − Ip =
p−1∑
j=1

1
j!A

j peut se factorier en E(A) − Ip = AM avec M ∈ K[A] donc AM = MA.

On alors (E(A)− Ip)k = AkMk = 0 donc E(A)− Ip est nilpotente

Partie IV :
1. Comme P (A) = 0, on a Pn(A) = Rn(A).
2. On commence par vérifier que la famille (J iq)06i6q−1 est libre : on vérifie Jqq = 0 et Jq−1

q 6= 0 (par calculs matriciels).

Si
q−1∑
i=0

αiJ
i
q = 0 alors en multipliant par Jq−1

q , il reste α0J
q−1
q = 0 donc α0 = 0 ; on montre alors par récurrence que

tous les αi sont nuls en supposant α0 = · · · = αi = 0 et en multipliant la relation initiale par Jq−i−2
q , on trouve

αi+1 = 0 (déjà vu de nombreuses fois !).

Si
∑
i=0

βi(xIp+Jq)i = 0 alors 0 =
q−1∑
i=0

i∑
j=0

βi

Ç
i

j

å
xi−jJjq =

q−1∑
j=0

(
q−1∑
i=j

βi

Ç
i

j

å
xi−j

)
Jjq donc pour tout j ∈ [[ 0, q − 1 ]] , on

a
q−1∑
i=j

βi

Ç
i

j

å
xi−j = 0 ; il s’agit d’un système linéaire triangulaire supérieur (dont les inconnues sont les βi) et dont les

coefficients diagonaux valent 1. L’unique solution est alors β0 = · · · = βq−1 = 0 donc
(
(xIp + Jq)i

)
06i6q−1 est libre

3. Si
p−1∑
i=0

aiB
i = 0 alors Q =

p−1∑
i=0

aiX
i est annulateur de B donc de chaque bloc (λiIni + Jni) = Bi. Comme Jni

ni
= 0,

on a (Bi − λiIni
)ni = 0 ; si on effectue la division euclidienne de Q par (X − λi)ni , Q = Qi(X − λi)ni + Ri avec

deg(Ri) 6 ni− 1, alors on a Ri(Bi) = 0. La liberté des matrices (Bji )06j6ni−1 impose alors Ri = 0. On vient donc
de prouver que λi est une racine de Q de multiplicité > ni. Ceci étant valable pour tout i ∈ [[ 1, k ]] , Q est divisible

par
k∏
i=1

(X − λi)ni = P . Comme deg(P ) = p > deg(Q), Q = 0 et tous les ai sont nuls puis (Bi)06i6p−1 est libre

4. D’après III.7, en appliquant le résultat sur chaque bloc diagonal, on obtient E(B) = lim
n→+∞

Pn(B) existe et

E(B) = diag(eλ1E(Jn1), . . . , eλkE(Jnk
))

La suite (Rn(B)) est donc une suite de Kp−1[B] convergente ; (Bi)06i6p−1 est une base de Kp−1[B] donc si on écrit

Rn(X) =
p−1∑
i=0

ai(n)Xi, la convergence de Rn(B) =
p−1∑
i=0

ai(n)Bi équivaut à la convergence des suites (ai(n))n>1.

Tous les coefficients de Rn convergent quand n tend vers +∞ donc la suite de polynômes (Rn)n>1 converge

5. Comme Rn(A) =
p−1∑
i=0

ai(n)Ai et comme toutes les suites (ai(n))n>1 convergent, (Rn(A)) converge et E(A) existe


