PSI2 DM7 pour le 25 novembre 2024

Probléme : Séries factorielles
(inspiré de Centrale PC 2009 maths 1)

Partie I - Etude d’un exemple

1
zx+1)...(z+n)

n
1
On considere, pour z € R** et n € N, f,,(z) = H CEwS = et, lorsque la série converge,
k=0

“+ o0 “+ o0
1
S(x) = x) =
(z) nz:;)fn( ) ;gc(x—i-l)...(x—i—n)
1. Montrer que S est définie sur R**.
2.a) Soit a > 0, montrer que Z fn converge normalement sur [a, +00].

n>=0
b) En déduire que S est continue sur R**, ainsi que la valeur de la limite en +oco de S.
3. Vérifier que S est décroissante sur R™* et montrer que lin}) S(x) = 4o0.
r—
4. Justifier que, si z > 0, on a zS(x) — S(x +1) = 1.
En déduire des équivalents de S(x) quand z tend vers 0 et vers +oo.

5. Tracer lallure du graphe de S sur RT*.

=]

.a) Justifier, pour x > 0 et n € N, I'intégrabilité sur [0,1] de 6, : t > t"(1 — t)*~! et calculer
1
L,(z) = / t"(1—t)"tdt
0
b) En déduire soigneusement 1’égalité, valable pour tout > 0 :
1
S(x) = / ef(1—t)y*tat
0

Partie II - Séries factorielles

1.a) Pour tout entier n € N et tout réel z > 0, on pose

n! 1 Unp ()
Up(T) = , Uplx) = ———= et wy(x)=
(z) z(x+1)...(x+n) (z) (n+1)* (z) v ()
- wy ()
Montrer que la série Z In est convergente.
Wp—1(x)

n>=1
b) En déduire qu'’il existe {(z), dépendant de x et strictement positif, tel que

lim =l(x)

n——+00 vn(x)

2. Soit (an)nen une suite complexe et z > 0 un réel. Montrer que le série Z anun(z) est absolument convergente
n>0
(en abrégé ACV) si et seulement si la série Z anvn(x) est ACV.
n=0
3. On désigne par A I'ensemble des suites (a,)nen telles que la série Z anun(x) soit ACV pour tout réel = > 0.
n=0
Soit @ = (an)nen un élément de A. Montrer que
+oo
a) la fonction f, : z — Z anun(x) est continue sur R,
n=0

b) la fonction f, tend vers 0 en +oo.

4. a) Donner un exemple d’un élément a de A avec a,, non nul pour tout entier n.

b) Donner un exemple de suite (a,)nen qui ne soit pas un élément de A.



5. Soit a un élément de A.

In(n
a) Montrer que si « > 0 alors la série Z an# est absolument convergente.
n>1 (n + ]_)O‘

b) Montrer que, pour tout entier n, la fonction wu, est de classe C! sur R™™ et que
, 1 n
Vo > 0, ()] < un(z) | = +In (1 n f)
x x
¢) En déduire que la fonction f, est de classe C* sur RT*

Partie III - Représentation intégrale

+oo
On considére a = (ay,)nen une suite complexe de A et on continue de noter f, la fonction f, :  — Z antn ().

n=0

1. Montrer que la série Z anz™ est ACV pour tout z € [0, 1].
n=0

Dans la suite, on définit la fonction ¢, par

+o0
Vo € [0, 1], ¢u(x) = Z anx"
n=0

2. Montrer que ¢, est continue sur [0, 1].

3. Montrer que, pour tout > 0, on a

fa(x)—/o Ga(t)(1 — )™ dt



