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Utilisation de la résistance thermique.

mur R1 RZ
milieu 1 milieu 2
milieu 1 ¢ . | milieu 2 91 92
9 9
R3
figure 1 figure 2

On consideére (voir figure 1) un mur homogéne d'épaisseur L, de section droite X, séparant un
milieu 1 de température 01 constante et uniforme et un milieu 2 de température 02 constante et
uniforme.

On note ¢ le flux thermique (en W) traversant le mur du milieu 1 vers le milieu 2. On suppose
cette grandeur constante dans le temps.

1)Quels arguments peut-on fournir pour justifier la relation ¢ = K(8, — 6,) avec K constante
positive ?

2)La lettre K n'est forcément la plus pertinante. Quelle serait l'intérét de 1'appeler G ou 1/R ?
Comment pourrait-on nommer R et G ?

3)On définit A comme étant la conductivité thermique du matériau constituant le mur. Cette
grandeur mesure l'aptitude d'un milieu a favoriser les échanges thermiques. G serait alors une
fonction de A, L et 2. Proposer une forme simple en la justifiant.

Quelle est alors I'unité de A ?

4)Le mur est en fait constitué de trois parties homogénes de propriétés différentes ( cf figure
2), chacune caractérisée par sa grandeur Ri. Comment peut-on revenir au cas de la figure 1 ?

Correction.

1) ¢ doit s'annuler pour 01=02 (équilibre thermique), et est du signe du signe de 61-02 (flux
thermique du chaud vers le froid). On peut donc penser que ¢ est une fonction impaire de 6=(01-62).

La fonction est toujours inconnue. En supposant 0 pas trop grand en valeur absolue, on peut
donc remplacer la fonction par son DL a I'ordre 1. Et on a la forme proposée avec G en W.K-1... Ne
reste plus qu'a vérifier expérimentalement.

2)Cette forme mathématique est en fait un équivalent de la loi d'Ohm : la température
représente le potentiel électrique, le flux thermique représente le courant électrique. K est donc une
conductance thermique ou l'inverse d'une résistance thermique.

3)D'apres son nom, K doit étre une fonction croissante de A. Plus la surface de contact X est

grande, plus ¢ doit étre grand. Plus le mur est épais, plus ¢ doit étre faible.

On peut donc proposer: G = /1L—Z

G esten W.K1 donc A esten W.m-1.K-1.

4)Le mur est en fait constitué de trois parties homogeénes de propriétés différentes ( cf figure
2), chacune caractérisée par sa grandeur Ri. Comment peut-on revenir au cas de la figure 1 ?
On poursuit I'analogie de la loi d'Ohm. Les portions 1 et 2 sont en série, en parallele sur la portion 3.

. Ry+R,)R
On obtient R = RitR2)Rs
Ri+Ry+Rs
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Symeétrie sphérique statique avec ou sans production volumique.
Température a l'intérieur de la Terre.

La Terre est assimilée a une boule sphérique de rayon Rt1=6400km et de centre O. La température en
M a l'intérieur de la Terre est une fonction T(M)=T(r=0M) et on note Ts=T(Rr). On suppose que le régime
permanent de refroidissement de la Terre est atteint et que les flux thermiques sont radiaux.

Alintérieur de la Terre, on distingue deux zones :
r<R.=6300 km : il n’y a aucune source de production de chaleur.
Ri<r<Rr: lithospheére, on tient compte de la source de chaleur que constitue la radioactivité de certains
éléments dont la puissance massique est a=5 10-10 W.kg-1.
A)On suppose ici r<R..On considére comme systéeme la matiere comprise entre r et r+dr.

A1)Quelle est la puissance thermique regue par ce systeme ?

A2)Faire un bilan thermique. En tenant compte de laloi de Fourier, montrer que T(r) vérifie 'équation

e . . d d
différentielle suivante : - (rz —T) =0.

dar
On rappelle en coordonnées sphériques : gradT(r) = % e,

A3)Exprimer T(r) en fonction de deux constantes d’intégration A et B. Quelle condition aux limites va
simplifier cette relation ? Conclusion sur le champ de température pour r<R;.

B)On reprend I'étude précédente dans la lithosphere. On note A=4 SI la conductivité thermique de la
lithospheére, p=2800 SI sa masse volumique.
B1)Reprendre le bilan thermique précédent pour aboutir a I'’équation différentielle :
Ai(rzd—T> + apr? =
dr dr pr=
B2)En déduire I'expression de T(r) en fonction des données et de deux constantes C et D.
B3)Avec les conditions aux limites adéquates, exprimer C et D en fonction de Ts,Rr,Ry, p, o et A.
B4)Montrer alors que la température du centre de la Terre T, est donnée par:
ap R?
To =Ts+257 (Rr = Ry) (RT +R,— zR—T)
B5)Faire 'AN et commenter la valeur obtenue. Sous la lithosphére, dans quel état physique attend-on
la matiére ? Quel phénomene physique a-t-on négligé ici ?

Proposition de solution :
A1l et A2 : voir cours.

S . . dr o U
A3.L’intégration de la relation précédente donne : 12 e A constante. On divise par r? et on integre a nouveau

. A
pour obtenir: T(r) = B — —ou B est une constante.

Si on veut éviter une divergence au centre de la Terre en r=0, on doit prendre A=0 donc la température est uniforme sous
la lithosphére.

B1. Voir cours.
2 ﬂ) __er 2

T
ar

B2.0n réécrit I'équa diff sous la forme directement intégrable : % (r i

. ar a \ P N . .
Qui donne : 12 i £r3 + C ou C est une constante. On divise a nouveau par r? ce qui donne une forme directement
s ez a C N
intégrable : T(r) = — ﬁrz -—+ D ou D est une constante.

B3.0n a une premiére CL avec T(R1)=Ts.
A la frontiere basse de la lithosphére, on ne connait pas la valeur de la température mais on sait qu’aucun flux
thermique ne vient d’en-dessous car la température y est uniforme donc j(R;) = 0 ce qui donne ici avec la loi de

. . . d
Fourier dans la lithosphére % (Rf)y=0
apR% apr
61 3ART

B4.Pour obtenir la température du centre de la Terre, il suffit de calculer la température a la frontiere basse de

la lithosphére soit T(RL) en supposant la température continue a la frontiere.

2
On obtient: T, = T + %(RT —Ry) (RT +R, -2 2—L) et pas +.
T

Ceci est un bon exemple de calcul lourd difficile a gérer...

B5.En prenant une température de surface de 0°C, on obtient sous la lithosphére une température uniforme de
1700°C. A une telle température, on peut penser que cette zone est sous forme liquide. Donc il y a possibilité de transfert
de chaleur par convection.

3
On obtient maintenant: C = %:L et on reporte dans la premiere CL: D = Ts +
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Etude du skeleton. Extrait centrale 2011 psi.
Le skeleton est un sport d'hiver qui se pratique dans un couloir de glace en pente: le coureur

s'allonge sur une planche qui glisse sur la glace en prenant appui sur des patins.
" i = -
N - - /, - ‘.

4 - —

; s S

\
/

patins ¢ L T

I

Figure 6 Figure 7 Skeleton vu de dessous

cadre

L'ensemble coureur+skeleton (voir figure 6) est assimilé a un solide de masse m=100kg pouvant
glisser sans frottement. A 'arrivée, la vitesse est de l'ordre de vo=30m.s! et le skeleton rentre alors sur
la piste de décélération droite et horizontal. Le freinage va étre réalisé par induction électromagnétique.
Pour cela , on fixe sous la planche un cadre métallique conducteur en cuivre ayant la forme d'un
rectangle de céotés L X €, voir figure 7. Les cités du cadre sont des tiges cylindriques de rayon a ( donc
de section droite s = ma?).

On donne les valeurs numériques suivantes :
longueur L=50cm, largeur £ = 30cm, longueur totale Lo=1,6m.
section droite circulaire s = ma* = 1,0cm?, capacité calorifique massique c, = 390 J. K~'. kg™

conductivité thermique A = 390 W.K~1.m™1 masse volumique p = 8,9.103 kg.m™3.

Question préliminaire 1 :

. . s L. . ) . d .
Sur la piste de décélération, la norme v de la vitesse suit la loi d—z + k.v = 0. Au bout de combien de

temps le skeleton s’arréte-t-il (noter I'ambiguité de la question) ? Quelle sera alors la distance
parcourue ?

Question préliminaire 2 :

Du fait du phénomene d'induction, I'énergie cinétique initiale est consommée par effet Joule dans
le cadre métallique. Calculer alors la température Bo du cadre métallique quand le skeleton s'arréte. On
prendra 0°C pour la température initiale du cadre.

Peut-on laisser le cadre métallique sans dispositif de protection thermique ?

On s'intéresse maintenant au refroidissement du cadre métallique apres l'arrét du skeleton. Pour
simplifier, nous le considérons comme une tige métallique droite de longueur totale L, = 2(L + ¥) et
d’axe Oz. Cette tige cylindrique est initialement a la température uniforme 6,, et se refroidit au contact
d'une atmosphere ventilée dont la température est maintenue a 8,;, = 0°C.

Les transferts thermiques entre le cadre et l'air ont lieu selon un mode dit conducto-convectif; il y a une
discontinuité de température en r=a et la puissance thermique transférée vers l'air par unité de surface
latérale est Prp, = h(Osyrface — Oair) OU Osyrface €Stla température de la surface latérale de la tige. On

donne h=10 SI.
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Comme la longueur totale de la tige est tres grande devant son rayon, nous supposons les flux
thermiques uniquement radiaux et a symétrie cylindrique. et donc la longueur de la tige n'a aucune
influence sur son évolution thermique.

On repere un point M de l'espace par ses coordonnées cylindriques d’axe Oz : (r,0,z) de base locale

(é,,€g,€,) avec les notations habituelles. Le vecteur densité de courant de chaleur est noté :

J(M,t) = j(r, )8, et on rappelle que : grad(f(r,t)) = a—f e

0)En faisant un bilan thermique sur une couronne cylindrique d’axe Oz, comprise entre les
rayons r et r+dr, obtenir I'équation différentielle vérifiée par 6(r,t) sous la forme :
20 B 0 ( )
at  rar\ or

ou [ est une constante a exprimer en fonction des données du probleme.

1)A l'aide de considérations dimensionnelles sur les constantes fournies, donner le temps
caractéristique t,, d'évolution de la température dans le métal puis le temps caractéristique T,y des
échanges thermiques entre la tige et I'air ambiant. AN.

Peut-on justifier l'approximation 8(M,t) = 6(t) pour la température d'un point M intérieur a
la tige ? On garde cette approximation pour toute la suite.

2)A un instant donné, donner ['expression de Pi(t), puissance thermique transférée a l'air
ambient au niveau de la surface latérale de la tige.
3)Etablir la loi d'évolution de la température 6(t) définie précédemment.

On a l'idée d'entourer le cadre métallique d'un manchon
isolant thermique, de conductivité thermique A;s = 0,1 SI
entre les rayons a et b.,, comme indiqué sur la figure 10. En
un point M a la distance r de l'axe du cadre, on définit le ‘

cadre manchon

champ de température 0(M, t) = 6(r, t). Entrel'isolant et
l'air existe encore un transfert thermique de type
conducto-convectif avec la méme constante h que
précédemment. Ce mode de transfert n'existe pas entre la
tige et l'isolant, donc la température est continue en r=a. Figare 10 Mandhon isola

4)Donner une premiere justification de la présence du manchon isolant.

5)Donner l'allure qualitative du profil des températures a deux instants différents sur un
intervalle spatial suffisamment grand.

6)A un instant donné, donner l'expression de P2(t), puissance thermique transférée a l'air
ambiant. Comment pourrait-on justifier que le cadre métallique pourrait se refroidir plus vite avec le
manchon isolant ?

7)Des calculs approximatifs non effectués ici permettent d'obtenir la relation suivante :
P, (t) = K(1).

a
1+ T x.In(x)

b
ou x =—- Reconnaitre la fonction K(t). Déterminer ['épaisseur d'isolant a placer pour que le

refrozdzssement s'effectue le plus rapidement possible. Déterminer alors le nouveau temps
caractéristique du refroidissement du cadre et comparer a la premiére valeur calculée.
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Correction. Inspiré de centrale psi 2011.

Question préliminaire 1 :

On obtient comme loi de vitesse v=vo.exp(-kt) donc le skeleton s'arréte au bout d’'un temps infini.
Pour obtenir la distance parcourue d(t), il vaut intégrer la vitesse entre l'instant initial et l'intant

courantt:d(t) = fot v(t)dt = %" (1 — exp(—kt)) et la distance parcourue totale est donc v—k"

Question préliminaire 2 :
L’énergie cinétique de départ est transformée en chaleur qui augmente la température du

2
"0~ 81°C

cadre métallique : psL,c,(AB) = %mvg d'otr: (A0) = 2usLyc
oCp

La température du cadre a I'arrét du skeleton est donc 6,=81°C, il ne faut surtout pas que le sportif
touche ce cadre avec une partie de son corps. Il faut donc envisager une protection thermique.

0)

Systéme : couronne cylindrique entre r et r+dr, de hauteur Lo.
La surface latérale interne est (r) = 2nrlL, .

La surface latérale externe est (r + dr) = 2n(r + dr)L,, .

La masse est dm = pr{(r + dr)? — (r)?}L,

On prend un intervalle de temps dt.

Pendant dt, il rentre en r : S(r)j(r,t)dt; il sort en r+dr : S(r+dr)j(r+dr,t)dt;

La chaleur recue nette est la différence entre ces deux termes et la température varie de df selon la
loi:  S(r)j(r,t)dt - S(r+dr)j(r+dr,t)dt = dmcp d6.

. . a6 . . . .
En remuant bien avec j(r,t) = —4 > (Fourier), puis en faisant tendre dt vers 0, on obtient la formule
, A
demandée avec: f = —.
ucp

1)Pour la conduction dans le métal, les données sont : 4, u, Cp,a . Par analyse dimensionnelle

2
T, = ”Cia est un temps dont une valeur approchée est 28s.

Pour les transferts a la surface du métal , les données sont: h, y, Cp,a . Par analyse dimensionnelle
Toch = %’}’la est un temps dont une valeur approchée est 980s soit environ 16min. Pour le facteur 2,

voir questions suivantes.
Les échanges a la surface sont beaucoup plus lents qu’a I'intérieur du métal. On peut donc supposer
que la température est uniforme a I'intérieur du métal. dans la suite, on la note 6(t).
2)P, = 2maL,h(0(t) — 64)
3)La capacité calorifique de la tige est /uraZLocp
Pendant dt, la chaleur recue par la tige est -P1(t)dtqui vaut aussi ,unazLocde
En regroupant, divisant par dt, puis en faisant tendre dt vers 0, on obtient :
do
E + Tech(g(t) — 64ir) =0
On résoud sans aucun pb : 8(t) = Oy + (0, — Ogir ). €XP (— - : )
ech

4)Le manchon isolant permet d’éviter les briilures au contact de la surface latérale de la tige.

5)
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6)P,(t) = h{6(b™) — Oq;r }21b.
La différence de température a la jonction air est plus faible avec isolant, donc la puissance thermique
surfacique est plus faible que dans le premier cas. Mais la surface de contact est plus élevée avec
I'isolant. Donc, on peut envisager que P2(t)>P1(t), donc que le cadre se refroidisse plus vite avec
l'isolant que sans l'isolant.

7)1l suffit de prendre b=a soit x=1 pour retrouver le cas sans isolant, donc K(t)=P1(t).
Pour avoir le refroidissement le plus rapide, il faut chercher le maximum de :

f(x) =
1+ ;l—_ax. In(x)
LS
1y A
On calcule maintenant :f'(x) = %qui s’annule pour x, = a—‘; ~ 1,77 > 1

(1+Ex.ln(x))
Pour x>1, f est d’abord croissante puis décroissante. c’est bien un maximum et fmax=1,13 . La valeur
de b correspondante est bo=axo=1cm et I'épaisseur d’isolant est (bo-a)=4,4mm.
Maintenant, le nouveau temps caractéristique du refroidissement est environ 1,13 fois plus petit
qu'avant et vaut 14,5 minutes.
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Extrait long centrale 09 pc avec la discrétisation.
Partie I - Etude de la diffusion thermique

Refroidissement
par circulation
d'eau

Isolant
thermique

Capteurs de
température

Résistance
chauffante

Barre de cuivre

On cherche a étudier le phénomeéne de diffusion thermique dans une barre cylindrique de
cuivre, de diametre d = 15,0 mm et de conductivité thermique A. A cet effet, on creuse une cavité a
I'extrémité de la barre pour y placer une résistance chauffante R, = 8,00Q.

Cette résistance est alimentée par un générateur délivrant une tension continue U, = 6,00 V.
Afin de rendre les pertes thermiques par la face latérale du cylindre négligeables, le barreau de cuivre
est isolé latéralement par une matiere plastique de conductivité thermique suffisamment faible par
rapport a celle du cuivre. La mesure de température se fait par l'intermédiaire de petits capteurs
logés dans des puits creusés latéralement en divers points du cylindre conducteur. Un dispositif de
refroidissement par circulation d'eau est placé a lI'autre extrémité de la barre de telle sorte que la
température du cuivre y soit égale a 20, 0°C.

LA - Etude du régime stationnaire
On se place tout d'abord en régime stationnaire et on suppose que la température, considérée
uniforme dans une section droite de la barre, ne dépend que de la position z.

[.LA.1) Quel est a priori la direction et le sens du vecteur gr—ad)T ? Rappeler la loi de Fourier donnant
I'expression du vecteur densité de courant thermique j,. Préciser la signification des différents
termes ainsi que leur dimension respective.

[.LA.2) Exprimer la puissance fournie par l'alimentation continue a la résistance chauffante. En
supposant que cette puissance est intégralement transférée a la barre située dans la partie z > 0,
exprimer j,(z = 0) en fonction de Ry, Uy et d

Evolution de la température dans la barre

I.A.3) Montrer que j, est uniforme dans la barre. En déduire 1'équation différentielle vérifiée par la
température T (2).

[.LA.4) Exprimer littéralement T(z) en fonction des données ci-dessus et de T'(L). Les deux capteurs
de température placés en z; = 8 cm et z, = 16 cm indiquent T}, = 46,4°C et T),, = 41,4°C. Donner
I'expression de la conductivité thermique du cuivre A et calculer sa valeur numérique.

[LA.5) Le refroidissement a l'extrémité de la barre est assuré par une circulation d'eau de débit
volumique d,. En négligeant les fuites thermiques latérales, exprimer grace a un raisonnement
simple la variation de température de l'eau lors de la traversée du systeme de refroidissement. On
pourra introduire la masse volumique et la capacité thermique massique de l'eau.
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LB - Equation d'évolution de la température en régime variable
Le générateur délivre maintenant une tension U(t), ce qui entraine une variation temporelle de la

température en chaque point du barreau. Néanmoins, on conserve I'hypothése d'uniformité de la
température dans une section droite de la barre, ce qui permet d'écrire la température en un point
sous la forme T(z, t).

Analyse qualitative

[.B.1) D'une maniere générale, le phénomene de diffusion thermique ne peut faire intervenir que les
caractéristiques pertinentes du matériau, a savoir la conductivité thermique A, la capacité thermique
massique a pression constante ¢, =380]-kg™!-K™! et la masse volumique p = 8870 kg - m~3.
Montrer a l'aide d'une analyse dimensionnelle, qu'il est possible de construire un coefficient de
diffusion D exprimé en m? s~ a partir de ces trois grandeurs.

[.B.2) Le coefficient de diffusion D peut s'exprimer directement en fonction de la résistance
thermique linéique r,, (résistance thermique par unité de longueur de la barre) et de la capacité
thermique linéique c;y,. Exprimer 1, et ¢;, et donner l'expression de D faisant intervenir ces deux
grandeurs.

Pour le cuivre, la valeur numérique du coefficient de diffusion D estD = 1,19 - 10~* m? - s71.
.B.3) Quel est I'ordre de grandeur At, de la durée nécessaire pour qu'une modification brutale de la
température en un point d'abscisse z; atteigne un point d'abscisse z, = z; + Az? La barre de cuivre
utilisée a une longueur L = 0,5 m. Donner une estimation de la durée du régime transitoire précédant
le régime stationnaire étudié au paragraphe .A. Quelles conséquences pratiques peut-on en déduire?
Equation de la chaleur

1.B.4) Etablir 1'équation de diffusion thermique, dite «équation de la chaleur ", & partir d'un bilan
énergétique effectué pour la portion de barre comprise entre z et z + dz.

[.B.5) Pourquoi peut-on dire que le phénomene de diffusion thermique est irréversible?

I.C - "Ondes thermiques "
Dans cette partie, la tension délivrée par le générateur est sinusoidale: U(t) = Uyv2cos (Qt). Dans
ce cas, en régime périodique établi, la réponse de chaque capteur oscille autour d'une valeur
moyenne spécifique a chacun d'entre eux: T'(z,t) = T,(2) + 65, (z)cos (wt + ¢(z))
Par exemple, la figure 2 représente les graphes des fonctions T(z;,t) et T(z,,t) avec z; = 8 cm et
Z, = 16 cm.
[.C.1) Mesurer sur cette figure les amplitudes 6,,(z,) et 0,,(z,) ainsi que le déphasage ¢ (z,) — ¢(z,)
exprimé en radians.
[.C.2) Mettre la puissance électrique dissipée dans la résistance chauffante sous la forme p(t) = P, +
Pycos (wt) en explicitant P, en fonction de U, et R.;,. Relier w et . Quelle est la fréquence de la
tension aux bornes du générateur dans l'expérience dont les résultats sont présentés en figure 2 ?
[.C.3) Justifier que 6(z,t) = 6,,(z)cos (wt + @(z)) vérifie I'équation différentielle de la diffusion
thermique.
Afin de déterminer les fonctions 6,,(z) et ¢(z), on utilise la représentation complexe pour 8(z,t) en
posant O(z,t) = Aexp (j(wt — Kz)).
Ecrire 1'équation vérifiée par le nombre complexe K et montrer qu'il peut se mettre sous la forme
1-j

é
Exprimer § en fonction de 4, p, ¢, w puis de 1y, ¢¢p, @.
[.C.4) Préciser la valeur de € sachant que la barre de cuivre peut étre considérée comme semi-infinie
pour le signal sinusoidal. En déduire les expressions de 6,,(z) et ¢(z). Une longueur de 50 cm vous
semble-t-elle suffisante pour que cette approximation soit valable ?
.C.5) Déterminer a partir des résultats expérimentaux de la figure 2, la valeur numérique de § de
deux manieres différentes.
[.C.6) On utilise souvent le terme "ondes thermiques
adjectifs utiliseriez-vous pour caractériser cette " onde "?
Evolution des températures en deux points de la barre

K=¢ avece = 1

a propos de ce type d'expérience. Quels



E conduction exer supp.docx
50

Page 9 sur 16

oy b N )
P atiiin™N P atliin N it |
V4 Y y 4 N\ V4 A}
w i .Y 4 . y 4 LY
£ X F X F4 3
. 3 V4 kY Fd 2 |
kY F 4 3 Fd b W
2 Fd 3 4 LI
4% LY 7 Y Z L |
3 Fi Y F 4 kY
1 kY F 4 2 £
s N ¥ i % 7
o A Y y 4 b\ y 4
244 . - —
% 4 4
E . .
e -~ _tal Pl | Pl s
42 i | W o N Fat i W
i N e N P ]
Pl N i N Z |
i o i N 2z
b i74l Y e
38 ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Tempsens

Figure 2 : températures en deux points de la barre

Partie II - Analogie électrocinétique et discrétisation de I'équation de

diffusion

Les ondes thermiques abordées dans la section I.C peuvent étre étudiées expérimentalement sur un
modele électrocinétique discret, facilement réalisable dans le laboratoire de votre lycée. On
considere tout d'abord une chaine infinie de cellules, associant chacune un conducteur ohmique de
résistance R et un condensateur de capacité C. Cette ligne est alimentée par un générateur idéal de
tension sinusoidale de force électromotrice e(t) = Uy,cos wt. En régime sinusoidal forcé, la tension
aux bornes dun'®™¢ condensateur est de la forme u, (t) = U,cos (wt + ¢,,), représentée en notation

complexe par u,

—— n

/e W/ V0
Figure 3

IL.A - Chaine de cellules RC en régime sinusoidal forcé

T

u

n+l

—

U

n+2

70T

I1.A.1) Etablir la relation de récurrence liant les amplitudes complexes u,, des diverses tensions aux
bornes des condensateurs. On pourra utiliser la loi des nceuds exprimée a I'aide des tensions.

I1.A.2) On cherche une solution de la forme u,, = k™u,.

Montrer que de telles solutions existent si k vérifie une condition a expliciter.
II.A.3) On se place dans lI'hypothése RCw « 1. Montrer que k =1 £+ (1 + j),/RCw/2 au deuxiéme

ordre pres en VRCw.

II.A.4) Interpréter physiquement le caractere complexe de k. Déterminer |k| au méme ordre
d'approximation que précédemment. Lever alors l'indétermination de signe dans I'expression de k.



E conduction exer supp.docx Page 10 sur 16

ILB - Choix du nombre de cellules

[I.B.1) Comme RCw K 1, |k| est proche de l'unité. Montrer que I'amplitude U,, de u,,(t) présente alors
une décroissance quasi exponentielle du type U, /U, = exp (—n/n,y). Exprimer n,

I1.B.2) En pratique, on peut se contenter d'un nombre fini de cellules électrocinétiques. Combien de
cellules faut-il prendre, a R, C et f fixés, pour que 1'on puisse considérer la chaine ci-dessus comme
infinie?

II.C - Validation expérimentale
Le tableau ci-dessous consigne des résultats expérimentaux a R et C fixés. On cherche a savoir si ces

données sont modélisables sous la forme ngey, = Af° :
Fréquence f | 200 | 350 | 500 | 650

Noexp 40 |30 |25 |22

I1.C.1) Al'aide d'une représentation graphique simple, montrer que le modeéle proposé est en accord
avec les données expérimentales. Estimer la valeur de s. Comparer aux résultats de la question I1.B.1.
[1.C.2) Sachant que R = 1,0k(, calculer la valeur numérique de la capacité des condensateurs utilisés.

IL.D - Discrétisation de 1'équation de diffusion
Les condensateurs sont repérés par leur position x,, = na ou a est la taille caractéristique d'une
cellule. On introduit une fonction u(x,t), des variables x et t, telle que la tension u,(t) (non
nécessairement sinusoidale) aux bornes du néme condensateur se note u, (t) = u(na, t) = u(xy,, t).
I1.D.1) On suppose que la variation spatiale de la fonction u(x, t) est petite sur une échelle de distance
de l'ordre de a. Montrer alors que u(x, t) vérifie I'équation différentielle
1 0%u

u(x b= rcox?

Préciser I'expression du produit rc en fonctlon de R, C et a, ainsi que son unité.

I.D.2) On désire construire une analogie entre la diffusion thermique dans la barre isolée
latéralement (étudiée dans la Partie [ ) et la propagation de signaux électriques dans la chaine de
composants électriques abordée dans cette seconde partie du probleme. Reproduire et compléter
sur votre copie le tableau ci-dessous qui regroupe les grandeurs physiques analogues.

Thermique T(x,t)—T, pPCp 6

“ s zas Upt1 — Up
Electrocinétique — | R

I1.D.3) Soit la grandeur (u,.; — u,)?/(RT), ou T désigne la température de la piéce ou a lieu
I'expérience. Cette grandeur possede-t-elle un équivalent dans le cas de l'expérience thermique ?
Quel rapprochement peut-on faire avec la question I.B.5 ?

[1.D.4) Proposer, sans justification, un schéma du montage a réaliser pour simuler les phénomeénes
thermiques par la surface latérale. La température extérieure extérieure est identique a la
température a l'extrémité du barreau.
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Extrait centrale 09 pc.

On note U, le vecteur unitaire de la direction Oz.

[A1)Si T=T(z), alors son gradient est selon U, .

La loi de Fourier est j, = —A. grad(T).
Le premier terme est la puissance thermique surfacique en Wm-2. Le gradient de T esten Kmlet 4,
conductivité thermique, est en W.m-L.K-L,

4P o _ 4UZ o

UZ >
IA2) P = = Onaalors Jo(z = 0) = -

u, = .
d2 "%  md?Rg, ?

[A3)On note S la section droite. Faire un bilan d’énergie entre z et z+dz. La puissance
entrante est jo(z)S et la puissance sortante est jo(z+dz)S. En régime stationnaire, la température de
ce morceau est constante donc ne re¢oit aucune énergie

= jo(z)=jo(z+dz) jo ne dépend pas de z.
On reprend la loi de Fourier qui donne : a_ _ 22
dz Amd? )
IA4)On obtient une loi linéaire qui peut s’écrire : @710 2o
z—L Ad?Rcp,

AN : 21=407 W.m™.

[A5)On note p la masse volumique de I'eau, ¢ sa capacité thermique
massique et AT sa variation de température . Le débit massique vaut pdv et la puissance thermique
regue par l'eau est donc pd,,cAT. En régime stationnaire et en négligeant les pertes, cette puissance
us
ncdyRen’

est tout simplement la puissance électrique P. Soit donc : AT =

IB1)D = p% par analyse dimensionnelle.
p

L

IB2)La résistance thermique est Ry, = >

- : . R
donc la résistance thermique linéique serary, = - =

La capacité du barreau est pc, LS donc la capacité linéique est ¢, = pSc,,.

. . AS 1
On obtient maintenant: D = = .
pScy  Tth.Ctn

IB3)L’énoncé invite a une analyse dimensionnelle. On peut donc assimiler D & L? /At. On sort
donc At = L?/D ~ 35 min.
A notre échelle personnelle, le régime permanent sera long a s’installer.

. . - . ] 92
IB4)Cf cours, démonstration unidimensionnelle : a—: =D a_zz'
IB5)Le changement de variable t en -t ne laisse pas I’équation invariante (a la différence par
ex de I’équation d’onde ou des lois de la mécanique). Le phénomeéne de diffusion thermique est

irréversible.

IC1)II faut faire attention a ne pas se tromper sur les courbes, celle d’amplitude la plus
élevée correspondant a la valeur de z la plus faible.
0 (z,) = 2,8°C et 0,,(z,) = 1,4°C.
D’autre part, la courbe supérieure est en légere avance de phase sur I'autre. Le décalage
temporel entre les deux courbes est de T = 40s et la période vaut T=400s.
Onaalors ¢(z,) — @(z,) = —2n.7/T = — 0,63 rad.

IC2)La puissance instantanée dissipée dans la résistance p(t)=U(t)%/Rch.
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En linéarisant, on obtient p(t) = [1 + cos(20t)] soit donc w = 2.

La période associée a w est de 4005, donc celle associée a () est de 200s et la fréquence associée est
donc de 5SmHz.

IC3)Linéarité de I'’équation différentielle : une somme de solutions est solution. On introduit
la forme proposée dans l’équation de diffusion thermique

Onobtient:l{zz—%ﬂ—em/2 +e~/m/4 f] [ a-pn. \/;]
D’ou les deux valeurs de K avec § = f \/ \/
pCp Tth.Cth.w

IC4)Si on considere la barre comme semi-infinie, il faut éviter la divergence pour z tendant
vers plus l'infini. Ce qui conduit alors a prendre € = +1.

La solution complexe estdonc: 6 = A.exp [j (wt - %)] .exp [— %]

dont la partie réelle est: 8 = A.cos (a)t — % + (],')A) exp [— %]

L’énoncé ne spécifie pas si il demande I'expression de ¢4 qui n’est autre que arg(A). Comme cette
valeur ne sert a rien pour la suite, on laisse tomber...

AN—- § = 12,3cm = L/4. Au bout de la barre , 'amplitude résiduelle ne représente que 2% de
I'amplitude en z=0. L’hypothése est raisonnable.

IC5)0n utilise les résultats numériques de la question IC1.
om(zy) _ Aexp[-F]
Om(z2) A.exp[—%z

ce qui donne 6 = % ~ 0,115m.
(g2

En utilisant la phase, ¢(z;) — ¢(z;) = @ d'oud = 0,2m.

22—21]

e[

En utilisant les amplitudes :

IC6)O0n estici en présence d'une onde progressive amortie. Comme 6 dépend de w, le milieu
est dispersif.

[IA1)L’énoncé parle en fait de la LDN en terme de potentiel :

1 1
E(En—l - En) + E(Erwl - En) +jC(1)(0 - En) =0
(2 +jRC(U)En =Up—1 + Upst1-

[IA2)En injectant dans la formule précédente,
on trouve k solution de : (2 + jRCw) =k +%

[IA3)Posons k =1+ a.Ledlde 1/kal’ordre 1 se révele insuffisant ( @ disparait), il faut le
prendre al'ordre 2 : ﬁ ~1l—a+a? cequidonne:
. . 2
a’? = jRCw = [e/™?RCw]| = [te™*VRCw]| = [+(1 +)) |[—
On obtient la forme demandée.

[IA4)Le caractere complexe de k dénote le déphasage entre les tensions successives. On
calcule |E|2 ~ 1 + V2RCw, en négligeant les ordres supérieurs.
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La chaine est infinie, donc la tension diverge si la norme de k est plus grande que 1. Il faut donc

T N . . . RCw
assurer une norme inférieure a 1 soit le signe -. On obtient alors : |K| ~1-— /T

[IB1)Rappel : si [x|<<1, 1+x~exp(X). Donc, en reprenant les résultats précédents,
n
b _ " ~ (1 _ /_) < (e VFTT2Y" = R o, = [
Up 1= 2 RCw
[IB2)e2=0,13 e-3=0,05<<1. Donc on peut se limiter a environ 3no cellules.

[IC1)Si on fait le Ln, on doit pouvoir vérifier une une loi linéaire entre Ln(noexp) et Ln(f) de
pente s. On trouve s = - 0,5. Cohérent.

[IC2)On calcule C=0,1pF.

[ID1)On repart de la question II1A1, réécrite en réel : u,,; + u,_; = 2u, + RC.% qu’'on

réorganise pour faire apparaitre des différences ( donc des dérivées en continu) :

du,
(Ups1 — up) — (up —up_1) = +RC. dt
un=u(na,t)=u(x,t) un-1=u(na-a,t)=u(x-a,t) un+1=u(na+a,t)=u(x+a,t)
;o . . du(x,t)
et la dérivée devient alors T
On a maintenant: (u(x+a,t) —u(x,t)) — (u(x,t) —u(x—a,t)) = +RC.¥.
Un dl spatial a I'ordre 2 en a est alors nécessaire :
b= N ou(x, t) N a% 0%u(x, t) © ofa?
u(xta,t) =u(x) _;C. ot BT o(a“)
On obtient I'’équation demandée avec: rc = =
[ID2)
Thermique T-To | jo.S 1/D | pc, | Rn é

Electrocinétique | u-Uo | courant | rc c/a | R | épaisseur de peau ?

[ID3)Curieux mélange.

[ID4)On ajoute une résistance R’ en parallele sur le condensateur : courant de fuite analogue
a des fuites thermiques latérales.
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Résistance thermique en symétrie sphérique.(extrait ccp2012 mp)

4.1 Les particules de combustible nucléaire

Le combustible est constitué de petites spheéres multicouches appelées particules TRISO (voir
figure n°® 3). Le cceur de matériau fissile est entouré de plusieurs couches successives ayant pour
roles d’assurer la protection du noyau et le confinement des produits de fission. Nous prendrons
comme matériau pour le cceur et la couche de céramique non pas un oxyde d’uranium UQO; et un
carbure de silicium SiC comme déja utilisé dans des centrales nucléaires mais un carbure d’uranium
UC et un carbure de zirconium ZrC pour leurs propriétés physiques plus intéressantes.

~ PyC-dense
i | e
~~ PyC-dense

C-poreux

Coeur
Matériau fissile
uc

Figure n° 3 : Vue et coupe d’une particule TRISO

Dans cette partie, on considerera que les propriétés physiques sont isotropes dans I’espace.

Couche Position | Rayon extérieur | Conductivité thermique A
(m) (W.m™' K™

Carbure d’uranium (UC) r<r r=250x10° 12

Carbone poreux F<r<r,| r,=345x10° 0,5

Carbone pyrolytique (PyC) dense | ro<r < r3 =385 X10° R

Carbure de zirconium (ZrC) rs<r<ry | ry=420x10° 20

Carbone pyrolytique (PyC) dense | ry<r<rs | rs=460x107 4

Tableau n° 1 : caractéristiques de couches composant la particule TRISO

La puissance par unité de volume produite sous forme d’énergie thermique dans le matériau fissile
UC sera notée o0p. La conductivité thermique de la couche numérotée i sera notée 4.

4.1.1 Donner la loi de Fourier en indiquant les unités des différentes grandeurs.

4.1.2 L’équation de la chaleur pour le cceur en tenant compte du terme de production s’€crit

% = —diV(j;)"' 9¢-

Justifier cette équation.
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4.1.3

4.1.4

4.1.7

4.1.8
4.1.9

4.1.10

En régime stationnaire, a quoi se réduit cette équation ?

Sachant que le laplacien en coordonnées sphériques d’un champ scalaire y/(r,6,¢) vaut :

19(,0 1 9 (. oy 1 'y
Vy=Apy=—2{r Ly l+—— 2 [sn(o .
L r ar(r al'wj+r2 sin(0)89(sm( )89)+r'zsin2(0) 00’

Déterminer 7(r) pour » <ry. On notera 7j la température en » = 0 m.
Calculer numériquement la variation de température entre les abscisses » = 0 et » = r;. La
puissance volumique op vaut 5,0 X 10° W.m™.

Afin de calculer la température dans les différentes couches de la particule TRISO, nous
allons utiliser le concept de résistance thermique.

Donner la définition de la résistance thermique R, d’un matériau soumis a un écart de
température 77—7> (77 > 1>) impliquant un flux thermique ®, (P4 —~ 0 selon 'axe
décroissant des températures).

Calculer le flux thermique en coordonnées sphériques et le mettre sous la forme :
dr
1 b
r
ou la constante B est a exprimer en fonction des données du probleme. On rappelle que le
gradient d’un champ scalaire y/(r,0,¢) s’écrit en coordonnées sphériques :

(Dlh =B

FA el e 1 ¥
or rd6 rsin(6) d¢

Vy
Calculer la résistance thermique Ry, 12 d’une coque comprise entre un rayon r; et 2 (11 < r2).

Calculer numériquement les résistances thermiques des 4 coques, Ry, 12, Rin23, Rin 34 €t Ry, 4s.

En déduire les températures aux interfaces 7', 75, 73 et 7} si la température extérieure 75
vaut 1300 K.
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Solution :

4.1.1) Loide Fourier : |Jjo = —AgradT| avec T (enK);jo(enW.m?2)eti (en W.m1.K1).

4.1.2) % = —div(TQ) + oy représente I'équation de la chaleur pour le coeur ; c’est une équation locale : en effet u
représente I'énergie interne volumique, et son augmentation au cours du temps est la différence entre
I’énergie thermique produite par le matériau fossile (cq) et ce qui est perdu par conduction (div(TQ)).

4.1.3) En régime stationnaire elle devient : |div(j,) = oq |

4.1.4) Enremplagant j,, donné par la loi de Fourier, dans I’équation précédente, on obtient :

—y div(gradT) = oq et comme div(gradT) = AT cela donne : AT(r) = —-2
1
b, s ii 2 dT(r) _ _%q i 2 dT(r) _ _5Q 2 sz(r)__cS_Q3
d’ou r2dr(r dr )_ I = dr(r dr )_ xlr = e = 3xlr tC=
ar) _ _ % ., C —_5%.2_¢C
o = 3Mr+r2 = |T(r) = 67»11“ r+K.
Enr=0onaT=To donc C =0 (sinon T(0) » +x) et K=To, dou |T(r) = —;’TQrZ + Tl
1
4.15) T(r1)-To=-434K.
4.16) |Ry =112
Dip
4.1.7) Le flux en coordonnées sphériques est le flux de j, a travers une sphére de rayon r, compté dans le sens
réel du transfert, donc selon I'axe décroissantde T :
1
=g = | T ame? = 4 T w90 2 — g |9 (222 2 g [T AT
by, = |]Q|4nr = | Ai dr| 4nr® = 4w ne) Xl = 4mh ne) X ( rz) re = 4mh; e Comme ne) >0
(T4 quand 1) alors |B = 4mAl.
4.1.8) En régime stationnaire ®wn est le méme a travers n’importe quelle surface sphérique, il est donc uniforme :
10\ _ . 1\ _ _ AT _ A(%)
Oy [d (3)| = 4m2; 1dT| soit DA (3) = 4k AT et Ry, = =
(G5) _ )
. __\rp rp/ _ \rp—rg
On trouve donc : |Ry, 12 = prepaialbey—]
4.1.9) AN: Rthi2=17530 KW? // Rth23=5,99 KW // Rihzs=0,86 KW/ Rihas =4,12 KW

4.1.10) On peut écrire pour chaque couche : Ry, 12 X Oy =Ty = Ty // Ripoz X Oy = T, = Tz /] Rypze X Opy = T3 —

Ty /I Rinas X @y = T, — Ts.
De plus @ est le méme pour toutes les couches et c’est aussi le flux de Jq, a travers la sphere de rayon ry :

dT S 4nrq 3 . , . .
(E) 4mry? = A 4nry? |—ﬁr1| = Oy, = ";1 oq| - logique, c’est la puissance fournie par le
r=rq 1
matériau fossile (puissance volumique x volume).

Oy, =2y

On calcule alors @ ; on trouve ®mn = 0,327 W et connaissant Ts on en déduit :
T, = Ts — Rypas X Py |= 1301,3 K et ainsi de suite :

T5=13016 K // T2 =1303,6 K //T1=1361,0K




