
Correction du DM7
(d’après Centrale PC 2009 maths 1)

Partie I

1. a) Si x > 0 alors 0 6 fn(x) 6
1
xn! donc

∑
fn(x) converge. On en déduit que

∑
fn converge simplement sur

R+∗ et S est définie sur R+∗

b) Si x > a > 0, on a |fn(x)| = fn(x) 6 fn(a) donc ‖fn‖∞,[a,+∞[ 6 fn(a) ; comme a > 0,
∑

fn(a) converge et∑
fn converge normalement sur [a,+∞[ si a > 0

c) On applique le théorème de continuité :
H1 : Pour n > 0, la fonction fn est continue sur R+∗.
H2 : La série de fonctions

∑
fn converge normalement sur tout segment de R+∗ (car [a, b] ⊂ [a,+∞[).

On en déduit que S est continue sur R+∗

Pour la limite en +∞, on applique le théorème de double limite :
H1 : Pour n > 0, on a lim

x→+∞
fn(x) = 0.

H2 : La série
∑

fn converge normalement sur [1,+∞[.

On en déduit lim
x→+∞

S(x) =
+∞∑
n=0

lim
x→+∞

fn(x) = 0

d) Toutes les fonctions fn sont décroissantes donc S est décroissante sur R+∗

Comme fn > 0, on a S(x) > f0(x) = 1
x

donc lim
x→0

S(x) = +∞

e) Si x > 0, on a xS(x) − S(x + 1) = xf0(x) +
+∞∑
n=1

1
(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n) −

+∞∑
n=0

1
(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n+ 1)

et
+∞∑
n=0

1
(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n+ 1) =

+∞∑
p=1

1
(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ p) en posant p = n+ 1, donc on obtient bien

xS(x)− S(x+ 1) = xf0(x) = 1 si x > 0

Comme S est continue en 1, on a lim
x→0

xS(x) = 1+S(1) et S(1) =
+∞∑
n=0

1
(n+ 1)! = e−1. On a donc lim

x→0
xS(x) = e

et S(x) ∼
x→0

e

x
De même, lim

x→+∞
S(x+ 1) = 0, on a lim

x→+∞
xS(x) = 1 et S(x) ∼

x→+∞

1
x

f)
import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

def f (n , x ) :
for k in range (1 , n+1) :

p ∗= (x+k)
return 1/p

def S(n , x ) :
s = 0
for k in range (n+1) :

s += f (k , x )
return s

X = np . l i n s p a c e ( 0 . 1 , 5 , 1 00 )
Y = [ S (100 , x ) for x in X]
p l t . p l o t (X,Y)

2. a) θn est CM0 sur [0, 1[ et θn ∼
t→1

1
(1− t)1−x avec 1− x < 1 donc θn est intégrable sur [0, 1[.



Par IPP : les fonctions u : t 7→ tn et v : t 7→ − (1− t)x

x
sont C1 sur [0, 1[ et lim

t→1
u(t)v(t) = 0 car x > 0 donc

In(x) =
ï
tn × −(1− t)x

x

ò1

0
+ n

x

∫ 1

0
tn−1(1− t)x dt = n

x
In−1(x+ 1) = · · · = n!

x(x+ 1) . . . (x+ n− 1)I0(x+ n) et

I0(x+ n) = 1
x+ n

donc In(x) = n!fn(x)

b) On va appliquer le TITT avec F (t) = et(1 − t)x−1 =
+∞∑
n=0

1
n! t

n(1 − t)x−1, pour tout t ∈ [0, 1[ ; on pose

un(t) = 1
n! t

n(1− t)x−1 et on vérifie :

H1 :
∑

un CVS sur [0, 1[ vers F .
H2 : les fonctions un et la fonction F sont CM0 sur [0, 1[.
H3 : les fonctions un sont intégrables sur [0, 1[ car un = 1

n!θn.

H4 :
∫ 1

0
|un(t)|dt = 1

n!

∫ 1

0
θn(t) dt = fn(x) et

∑
fn(x) converge puisque x > 0.

On en déduit S(x) =
+∞∑
n=0

∫ 1

0
un(t) dt =

+∞∑
n=0

1
n!In(x) =

+∞∑
n=0

fn(x) donc S(x) =
∫ 1

0
et(1− t)x−1 dt pour x > 0

Partie II

1. a) On a wn+1(x)
wn(x) = (n+ 1)(n+ 2)x

(x+ n+ 1)(n+ 1)x donc ln wn+1(x)
wn(x) = − ln

Å
1 + x

n+ 1

ã
+x ln

Å
1 + 1

n+ 1

ã
=

n→+∞
− x

n+ 1 +

x

n+ 1 +O

Å 1
(n+ 1)2

ã
= O

Å 1
n2

ã
donc

∑
ln wn+1(x)

wn(x) est absolument convergente

b) La série
∑

[ln(wn+1(x)) − ln(wn(x))] converge donc la suite (ln(wn(x)) converge vers un réel c(x) et par

continuité de l’exponentielle, la suite (wn(x)) converge vers l(x) = ec(x) > 0

2. On a donc un(x) ∼
n→+∞

l(x)vn(x) puis |anun(x)| ∼
n→+∞

l(x)|anvn(x)| (positives) donc par le théorème de compa-

raison sur les séries, comme l(x) 6= 0, on a
∑

anun(x) est ACV si et seulement si
∑

anvn(x) est ACV

3. a) On applique le théorème de continuité des séries de fonctions :
H1 : pour n > 0, la fonction x 7→ anun(x) est continue sur ]0,+∞[ (c’est une fraction rationnelle).
H2 : Si [a, b] ⊂ R+∗, ie 0 < a < b, et x ∈ [a, b], on a |anun(x)| 6 |an|un(a) car un est une fonction positive

et décroissante sur R+∗. On a donc ‖anun‖∞,[a,b] 6 |an|un(a) donc la convergence absolue de
∑

anun(a)
donne la convergence normale de

∑
anun sur le segment [a, b].

La série de fonctions
∑

anun converge donc normalement sur tout segment de R+∗.

On en déduit que fa est continue sur R+∗

b) On applique cette fois le théorème de double limite :
H1 : on a lim

x→+∞
anun(x) = 0 car x(x+ 1) . . . (x+ n) −−−−−→

x→+∞
0.

H2 : si x > 1, on a |anun(x)| 6 |an|un(1) donc ‖anun‖∞,[1,+∞[ 6 |an|un(1), donc, comme à la question
précédente, on obtient

∑
anun converge normalement sur [1,+∞[.

On en déduit lim
x→+∞

fa(x) =
+∞∑
n=0

lim
x→+∞

anun(x) donc lim
x→+∞

fa(x) = 0

4. a) D’après la première partie, la suite (an) définie par an = 1
n! est une suite de A.

b) D’après II.2, une suite de A est donc une suite telle que
∑ an

(n+ 1)x est ACV pour tout x > 0 ; si on choisit

an = 1 alors la série
∑
n>0

1
(n+ 1)x ne converge (absolument) que pour x > 1 (donc pas pour tout x de R+∗)

donc (an) /∈ A.

5. a) Comme α > 0, on a ln(n) = o
Ä
(n+ 1)α/2

ä
puis an

ln(n)
(n+ 1)α = o

Å |an|
(n+ 1)α/2

ã
. On en déduit, par le théorème

de comparaison, que
∑

an
ln(n)

(n+ 1)α est ACV puisque
∑ |an|

(n+ 1)α/2 converge d’après II.2, car α2 > 0.



b) Comme un est une fraction rationnelle, elle est de classe C1 sur son domaine de définition donc sur R+∗. On

a ln(un(x)) = ln(n!) −
n∑
n=0

ln(x + k) donc, en dérivant, on obtient u
′
n(x)
un(x) = −

n∑
k=0

1
x+ k

= − 1
x
−

n∑
k=1

1
x+ k

.

Il suffit donc de prouver que
n∑
k=1

1
x+ k

6 ln
(

1 + n

x

)
: on a, pour x > 0 et k > 1, 1

x+ k
6

∫ k

k−1

dt
x+ t

donc

n∑
k=1

1
x+ k

6

∫ n

0

dt
x+ t

=
[

ln(x+ t)
]n

0
= ln x+ n

x
donc on a bien

∣∣∣∣u′n(x)
un(x)

∣∣∣∣ 6 1
x

+ ln
(

1 + n

x

)
c) On applique le théorème de dérivation :

H1 : les fonction anun sont de classe C1 sur R+∗.
H2 : la série de fonctions

∑
anun converge simplement sur R+∗.

H3 : si [a, b] ⊂ R+∗, ie 0 < a < b, et x ∈ [a, b], on a |anu′n(x)| 6 |an|un(a)
Å1
a

+ ln
(

1 + n

a

)ã
donc

‖anu′n‖∞,[a,b] 6 |an|un(a)
Å1
a

+ ln
(

1 + n

a

)ã
= αn. Puis αn ∼

n→+∞
|an|un(a) ln

(
1 + n

a

)
∼ |an|un(a) ln(n)

car ln
(

1 + n

a

)
= ln(n)+ln

Å1
a

+ 1
n

ã
= ln(n)+o(ln(n)). D’après II.2 et le théorème de comparaison,

∑
αn

converge si et seulement si
∑
|an|

ln(n)
(n+ 1)a converge, ce qui est le cas d’après II.5.a puisque a > 0. On en

déduit donc que la série
∑

anu
′
n converge normalement sur [a, b] donc sur tout segment de R+∗.

On a donc fa ∈ C1(R+∗) et f ′a(x) =
+∞∑
n=0

anu
′
n(x) si x > 0

Partie III

1. D’après II.2, la série
∑ an

(n+ 1)2 est ACV et comme, pour x ∈ [0, 1[, on a anxn = o

Å
an

(n+ 1)2

ã
, le théorème de

comparaison donne
∑

anx
n est ACV pour x ∈ [0, 1[

2. On utilise le théorème de continuité des séries de fonctions :
H1 : les fonctions hn : x 7→ anx

n sont continues sur [0, 1[.
H2 : la série de fonctions

∑
hn CVNTS de [0, 1[ car ‖hn‖∞,[α,β] = |an|βb et

∑
anβ

n est ACV si [α, β] ⊂ [0, 1[,
donc β ∈ [0, 1[, d’après la question précédente.

On en déduit que φa est continue sur [0, 1[

3. On utilise le TITT en posant gn(y) = an(1− y)1−xyn, pour x > 0 fixé :

H1 : Si y ∈ [0, 1[ alors
+∞∑
n=0

gn(y) = (1− y)x−1Φa(y) donc la série
∑
n>0

gn CVS sur [0, 1[ vers y 7→ (1− y)x−1Φa(y).

H2 : Les fonctions gn et la fonction y 7→ (1− y)x−1Φa(y) sont continue sur [0, 1[ car Φa est continue sur [0, 1[.
H3 : Les fonctions gn sont intégrables sur [0, 1[ d’après I.6.a

H4 : On a
∫ 1

0
|gn(y)|dy = |an|

∫ 1

0
(1 − y)x−1yn dy = |an|un(x) (I.6.a) et comme (an) ∈ A, la série

∑
anun(x)

est absolument convergente donc
∑∫ 1

0
|gn(y)|dy converge.

On en déduit que y 7→ (1− y)x−1Φa(y) est intégrable sur [0, 1[ si x > 0 donc
∫ 1

0
(1− y)x−1Φa(y) dy existe si x > 0

et
∫ 1

0
(1− y)x−1Φa(y) dy =

+∞∑
n=0

∫ 1

0
gn(y) dy =

+∞∑
n=0

anun(x) = fa(x) pour tout x > 0


