Correction du DM7
(d’apres Centrale PC 2009 maths 1)

Partie I
1.a)

b)

2.a)

1
Siz > 0alors 0 < f,(x) < — donc Z fn(x) converge. On en déduit que Z fn converge simplement sur
n!

R et ‘ S est définie sur R**
Siz>a>0onalf,(z) = fulz) < fula) donc || frllso,fa,400] < fn(a); comme a > 0, an(a) converge et

Z fn converge normalement sur [a,+oo[ si a > 0

On applique le théoreme de continuité :
H1 : Pour n > 0, la fonction f, est continue sur RT*.

H2 : La série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment de R™ (car [a, b] C [a, +00).

On en déduit que ‘ S est continue sur R™*
Pour la limite en +o00, on applique le théoréeme de double limite :
Hl: Pourn>0,ona lim f,(z)=0.

r——+00

H2 : La série Z fn converge normalement sur [1,4o0].

On en déduit | lim S(z Z lim fn(z) =0

Tr—+00 Tr—+00

Toutes les fonctions f,, sont décroissantes donc ‘ S est décroissante sur RT*

Comme f, >0, ona S(z) = fo(z) = % donc lig%) S(z) =400

+oo too
1 1
Siz>0,onaxzSx)—Sx+1)=2xf(x)+ —
(2) = S +1) = 2fole) ;(1‘4-1)(90—1—2)...(304-71) ;(x+1)(x+2)...(x+n+1)
+oo
1 1
t = sant p = 1,d btient bi
(S] nz;) x+2)...(x+n+1) pz:;(x—i-l)(x—i—?)...(x—i-p) en posant p = n + 1, donc on obtient bien
‘xS(w)—S(x—i—l):xfo(x):lsix>0‘
o
Comme S est continue en 1, onailg%)xS(x) =14+5(1)et S(1) = ;m =e—1.On a donc i%xS(z) =e
1
et | S(z) ~ = De méme, lim S(z+1)=0,ona lim zS(x)=1let|S(x) ~ —
x—0 xr——+00 r—~400 r—+o00 I
import numpy as np
0 import matplotlib.pyplot as plt
Br ] def f(n,x)
for k in range(1l,n+1)
al p *= (xtk)
ol return 1/p
ol def S(n,x)
s =0
o for k in range(n+1)
s += f(k,x)
o ‘ ‘ . return s
0 1 2 3 4 5
X = np.linspace(0.1,5,100)
Y = [S(100,x) for x in X]
plt.plot (X,Y)

0, est CM° sur [0,1] et 6, avec 1 —x < 1 donc 6, est intégrable sur [0, 1].

1
t—1 (1 —¢)l-=



Partie I1

1.a)

b)

2. On

raison sur les séries, comme [(x) # 0, on a Z anun(z) est ACV si et seulement si Z anvp () est ACV

3.a)

4. a)

b)

sont C! sur [0,1[ et lim u(t)v(t) = 0 car > 0 donc

t—1

Par IPP : les fonctions u : t — t" et v : t — —

(1-0"

—(l—t)w}1 n/l = n n!
I,(x) = [t" x ——~ — [ "1 —t)Fdt = —1I,_ )=---= I t
(@) x x 0+a: 0 (1-9) T i@ +1) zz+1)...(x+n—1) of@tmn)e

Iy(z+n) = :C—%-% donc‘[n(x) =nlf,(x) ‘

—+oo

1
On va appliquer le TITT avec F(t) = ef(1 — t)*~! = Z —t"(l — t)*7", pour tout t € [0,1[; on pose
n= O
1
Up(t) = ﬁt"(l —t)*! et on vérifie :
H1 : Zun CVS sur [0,1] vers F.
H2 : les fonctions u,, et la fonction F sont CM° sur [0, 1[.
1
H3 : les fonctions u, sont intégrables sur [0, 1] car u, = —'Hn.
1 1t v
H4 : / lun ()] dt = —/ 0, (t)dt ) et Z fn(x) converge puisque x > 0.
0
+oo 1 1
On en déduit S(z Z/ up,(t)dt = Z fn(x) donc | S(z) = / e'(1—)*~1dt pour z > 0
n=0 n= O 0
Onawﬂ(@: (n+1)(n+2) donclnm:fln( v )+xln(1+ ) - +
wp () (x4+n+1)(n+1)* Wy () n+1 n+1/ noto n+1

1 1
- _x'_ 1 +0 (W) =0 (ﬁ) donc Zln IW est absolument convergente

La série Z[ln(wnﬂ(x)) — In(wy(x))] converge donc la suite (In(w,(x)) converge vers un réel c(x) et par

continuité de I'exponentielle, | la suite (w,(z)) converge vers I(z) = ¢“®) > 0

a donc u, (z) et l(x)v,(z) puis |apu, ()] ete l(x)]|anvn(x)| (positives) donc par le théoréme de compa-

On applique le théoreme de continuité des séries de fonctions :

H1 : pour n > 0, la fonction x — anu,(x) est continue sur ]0, +o00[ (c’est une fraction rationnelle).

H2: Si[a,b] CRT™ ie 0 <a <b, etx € ab],ona lau,(z) < |an|u,(a) car u, est une fonction positive
et décroissante sur R™*. On a donc [|antin||oo,a,0) < |@n|tin(a) donc la convergence absolue de Z antn(a)

donne la convergence normale de E anu, sur le segment [a, b].

La série de fonctions g anuy, converge donc normalement sur tout segment de R™*.

On en déduit que | f, est continue sur R™*

On applique cette fois le théoreme de double limite :
Hl: ona lir+n anun(z) =0 car x(x+1)...(m+n)—+>0.
o0 r—r 400

r—
H2:si 2z > 1, on a |apun(z)| < |an|un(1) donc |lantnllso,1,400[ < |@n|un(1l), donc, comme a la question

précédente, on obtient E anun converge normalement sur [1, +o0].

On en déduit hm falz E xll)m anuy(z) done xll}rfoo falx) =0
D’apres la premiére partie, la suite (a,) définie par | a, = — | est une suite de A.
n!

D’apres I1.2, une suite de A est donc une suite telle que Z est ACV pour tout « > 0; si on choisit

n + 1)
alors la série Z m ne converge (absolument) que pour x > 1 (donc pas pour tout z de R™*)
n

n=0

donc (a,) ¢ A.

1 n
Comme a > 0, on a In(n) = o ((n + 1)a/2) puis annnﬂ =0 (m) On en déduit, par le théoreme

1
de comparaison, que Zan(nnin) est ACV | puisque Z (n_'_a;)la/z converge d’apres I1.2, car % > 0.




b) Comme u, est une fraction rationnelle, elle est de classe C* sur son domaine de définition donc sur RT*. On

1 1 1
a In(u,(x)) = In(n!) Zln x + k) donc, en dérivant, on obtient Ei; = — Z T E T o Z
n=0 Un =0 k=

1 1 oo
Il suffit donc de prouver que ; PR <ln (1 + g) :ona,pourx >0et k> 1, pr— < / ; donc
n
1 Todt n 1
Z g/ :{ln(:c—kt)} :lnIJrn <7—|—ln(1—|—ﬁ)
=tk o T+t 0 x x
¢) On applique le théoréme de dérivation :

1: les fonction anu, sont de classe C' sur R1*.
2 : la série de fonctions E anuy, converge simplement sur R

donc on a bien

1
H3: si[a,b] € R™, ie 0 < a < b, et z € [a,b], on a |ayul,(x)] < |an|un(a) (*‘Fhl (1+ﬁ>) donc
a a

1 n . n
lants, lloo o] < lan|tn(a) (a +1In (1 + E)> = ay,. Puis o, ety |an|un (a) In (1 + E) ~ |ap|un(a) In(n)

1 1
car In (1 + %) = In(n)+In (a + E) = In(n)+o(In(n)). D’aprés I1.2 et le théoréme de comparaison, Z a,

1
converge si et seulement si Z |an|M converge, ce qui est le cas d’apres I1.5.a puisque a > 0. On en
(n+1)°
déduit donc que la série Z anul, converge normalement sur [a, b] donc sur tout segment de R™*.
On a donc | f, € CLR™™) et f(x Zan )siz >0
Partie IIT
1. D’aprés I1.2, la série Z (713_77’1)2 est ACV et comme, pour z € [0,1[, on a a,z™ = o ((ninl)Q)’ le théoreme de

comparaison donne Z anz™ est ACV pour z € [0, 1]

2. On utilise le théoréme de continuité des séries de fonctions :
HI : les fonctions hy, : & — a,x™ sont continues sur [0, 1].

H2 : la série de fonctions Zh" CVNTS de [0,1[ car ||hnllco a5 = |an|B° et Zanﬁ” est ACV si o, 8] C [0,1],
donc § € [0, 1], d’aprés la question précédente.

On en déduit que ‘ ¢q est continue sur [0, 1[‘

3. On utilise le TITT en posant g,(y) = a,(1 —y)' ~“y", pour z > 0 fixé :

+oo
H1: Siy € 0,1] alors Zgn(y) = (1 —y)* '®,(y) donc la série Zgn CVS sur [0, 1] vers y — (1 — y)* 1@, (y).
n=0 n=0

H2 : Les fonctions g, et la fonction y +— (1 —y)* ' ®,(y) sont continue sur [0, 1] car ®, est continue sur [0, 1[.

H3 : Les fonctions g, sont intégrables sur [0, 1] d’aprés I1.6.a
1

1
H4: On a / l9n ()| dy = lan| [ (1 —y)* 9" dy = |an|un(z) (I.6.a) et comme (a,) € A, la série Zanun(x)
0 0
1
est absolument convergente donc Z / |gn(y)| dy converge.
0

1
On en déduit que y — (1 —y)* ' ®,(y) est intégrable sur [0, 1[ si # > 0 donc / (1 —y)*1®,(y) dy existe si z > 0
0

1 00 1
et /(1—y)$‘1¢’a(y)dy=2/ gn(y)dy—zanun = fa(x) pour tout x >0
0 =00




