Réduction des endomorphismes

I Calculs de réduction

Exercice 1 |[Solution|
e

Diagonaliser ou trigonaliser les matrices suivantes puis calculer leur puissance n®™°.

2 1 -1 11 -5 5 0o 1 1 6 2 2
A=(12 1) . B=(-5 3 =3} . c=(1 2 1] ; D=(-1 3 -1
11 2 5 -3 3 -1 1 2 -1 -1 3
Exercice 2 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution|
011
Diagonaliser A=(1 0 1
1 10
Exercice 3 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|
1 2 =3
Soit A=(2 4 —6
4 8 —12

Déterminer le rang de A.
En déduire sans calcul le polyndéme caractéristique.

Déterminer les éléments propres de A.

hw b=

A est-elle diagonalisable ?

Exercice 4 (CCINP PSI 2022) |/Solution/

0o 1 3
Soit A = 2 1 -3
-2 1 5

Déterminer les valeurs propres de A.
A est-elle diagonalisable 7

Déterminer u et v, deux vecteurs propres de A et w tel que (u,v,w) soit une base de R3.

R

Trigonaliser A.

Exercice 5 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|

0 1 1
Soit A= 1 2 —1]. Trigonaliser A et calculer A™.
-1 1 2
Exercice 6 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution/
-1 1 3
Soit A= -2 2 2
-2 1 4

1. Montrer que A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable
2. Déterminer les éléments propres de A.

3. Déterminer un vecteur propre v de A associé a la valeur propre 2 puis un vecteur v tel que (A — 2I3)v = u. En
déduire une matrice P inversible et T triangulaire supérieure telles que A = PTP~!

4. Calculer T* puis A*

Exercice 7 (CCINP PSI 2023) |[Solution|

a 0 1
Soient « e Ret M, = 0 1 0
1 0 «

1. Déterminer Xy, et les valeurs propres de M,

2. M, est-elle diagonalisable ? Si oui, déterminer ses espaces propres, P inversible et D diagonale telles que M, =
PDP!

3. M, est-elle inversible ?

4. Lorsque M, n’est pas inversible, déterminer des bases de ker(M,) et Im(M,,).



et A—I5. A est-elle diagonalisable ? Trouver P telle que P~1AP =

Exercice 9 (CCP PSI 2009) |[/Solution

2 1 -2
Déterminer I’ensemble €2 des réels a tels que A= 1 a —1 | n’est pas diagonalisable.
11 -1

Pour a € Q, trouver P inversible telle que P~*AP soit triangulaire supérieure.

Exercice 10 (ENSAM PSI 2015) |/Solution)

Pour quelles valeurs de z € C, la matrice M =

e
O = O

z
0 | est-elle diagonalisable ?
1

Exercice 11 (ENSAM PSI 2016) |/Solution)

a b
A quelle condition nécessaire et suffisante, A= | a 0 b | est-elle diagonalisable ?
a b 0
Exercice 12 (Mines-Ponts PSI 2023) [/Solution|
0 0 a
Pour quelles valeurs de @ € R la matrice [ 1 0 0 | est-elle diagonalisable 7
1 10

indication : étudier les variations de X4 pour déterminer le nombre de valeurs propres de A.

Exercice 13 (CCP PSI 2018) |[Solution

1 2 -2
SoitA=(4 5 -2
4 3 0

1. Déterminer le polyndéme caractéristique de A.

2. Exprimer A" comme combinaison linéaire de I3, A et A%

Exercice 14 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution

a ¢ b
Soit A=b a ¢c|eMz(CletJ=(0 0 1
c b a 1 0 0

1. Exprimer A en fonction de J et J?.
2. Calculer le polynome caractéristique de J. La matrice J est-elle diagonalisable ?

3. Diagonaliser A.

Exercice 15 (CCINP PSI 2022) |/Solution

Pour (a,b,c) € R3, on pose M(a,b,c) =

o O KR
o ot O
QL OO

Déterminer les valeur propres de M (a,b,c).

Déterminer le noyau de M(a,0,a) et M(a,b,a) (pour a et b non nuls)

A

Justifier que M (a, b, c) est diagonalisable et la diagonaliser (trouver P et P™!)

Exercice 16 (CCINP PSI 2022) |/Solution

0 1 1
Soient M =1 0 1]etR= , avec (a,b) € C2.
1 1 0

Montrer que M est diagonalisable.
Exprimer R en fonction de M et I3. Montrer que R est diagonalisable.

On pose u, = Tr (M™). Montrer que (u,) est & valeurs entieres et que (uy,) diverge.

B w b=

On pose v, = Tr (R"). Déterminer les valeurs de (a, b) pour lesquelles (v,) converge.

Calculer det(M(a,b,c)) et déterminer le noyau et I'image de M (a, b, ¢) lorsqu’elle n’est pas inversible.

o o e

o ot O

o @R



Exercice 17 (AADN PSI 2012) |/Solution/

1
CNS sur a pour que M = | —1 soit diagonalisable. Dans ce cas, calculer M".
1
Exercice 18 (CCP PSI 2018) |/Solution|
1 0 1
Soit A = -1 2 1

2—-mn n—-2 n
1. Déterminer le polyndéme caractéristique de A.

2. A est-elle diagonalisable ?

Exercice 19 (ENSEA/ENSIIE PSI 2022) |/Solution/

-1 m m

Soit m € R; soit A,, = 1 =1 0 |.La matrice A,, est-elle diagonalisable ?
-1 0 -1
Exercice 20 (CCINP PSI 2022)
-m—-1 m 2
On définit : Vm € N, A,, = -m 1 m
—2 m 3—m

1. Donner les valeurs propres et sous-espaces propres de A,,.
2. Donner si existence les valeurs de m telles que A,, soit diagonalisable. Méme question pour l'inversibilité.

3. Si A,, est diagonalisable déterminer la matrice de passage P.

Exercice 21 (CCP PSI 2021) |[Solution]

0 sii=j
Soit Ap, = (@i j)1<ij<n avec a; ; =< 1 sili—j| =1 . On pose D, (8) = Xa,(2cos0).
0 sinon

sin((n 4+ 1)0)

1. Trouver une relation entre D, 2, D, 1 et Dy, et en déduire que D, (0) = —
sin

pour § € R\ 7Z.

2. A, est-elle diagonalisable ?

Exercice 22 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Solution

Soit # € ]0, 7[. On note E l'ensemble des suites réelles vérifiant : ¥n € N, upq0 —2c0s0 upy1 + up =0
1. Montrer que E est un R-espace vectoriel. En donner une base.
2. Soit p € N. Pour quelles valeurs de § existe-t-il une suite non nulle de E telle que uy = up11 =07

3. Soit A € M, (R) telle que : V(i,5) €[1,p]* a;; = 6;—j|,1. Déterminer les éléments propres de A. Est-elle diago-
nalisable ?
indication : résoudre le systéme AX = 2cosf0X en posant X = (u;)1<i<p

Exercice 23 (Mines-Ponts PSI 2014) |/Solution/

Soit f canoniquement associé a

1. Trouver une CNS sur a, b et ¢ pour que f soit diagonalisable.

2. Montrer que dans ce cas, on a f" € Vect{idg, f} pour tout n € N.

Exercice 24 (CCINP PSI 2023) |/Solution
Soit A, € M,(R) telle que a;; = { Losv=g

1 sinon On note P, le polynéme caractéristique de A,,.

1. Justifier que A,, est diagonalisable
indication : a faire aprés le cours sur les espaces euclidiens
2. Donner le spectre de As
3. Montrer que, pourn 23, P, = (X —n+1)P,-; —X(X-1)...(X —n+2)

4. Montrer que Vk € [0,n — 1], (—1)”_]“Pn(k‘) > 0 et en déduire que A,, possede une valeur propre dans chacun des
intervalles ]0,1[,]1,2[,...,]n —2,n — 1.

5. En déduire a nouveau que A, est diagonalisable.



Exercice 25 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/

a (c)
Soient a,b,c € C, bc #£#0,b# cet M =
(0) a
a+t (c+1)
1. Calculer A(t) = et en déduire Xyy.

(b+1) a+t
indication : montrer que A(t) € Ry[t] (sans chercher a le calculer complétement)

2. M est-elle diagonalisable ?

Exercice 26 (ENTPE PSI 2007) |/Solution/
T it ,
Soit A = (a;;) € Ma,(R) avec a;; = { si1+ j est pair

0 sinon
diagonalisable ?

Exercice 27 (Mines-Ponts PSI 2011) |/Solution/

Soit A = <aixj)1<i,j<n avec aj,n, = 0y, et a; 1 = o_1, les autres coeflicients nuls. Donner une CNS sur les o; € C pour
que A soit diagonalisable et la diagonaliser.

Exercice 28 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Solution/

Donner le rang de A, puis ses éléments propres. A est-elle

b1 al 0 . 0

ar by ap

Soient ay,...,an—1 des réels non nuls, by,...,b, ERet A= | as  bs 0
Qp—1
0 0 Ap—1 bn
Z1
1. Soit X = un vecteur propre de A. Montrer que x,, # 0.
In

2. Montrer que les sous-espaces propres de A sont des droites.
indication : raisonner par l'absurde en introduisant deux vecteurs propres linéairement indépendants et utiliser la
premiére question.

3. Déterminer Card(Sp(A))
indication : d faire aprés le cours sur les espaces euclidiens

Exercice 29 (Centrale PSI 2022) |/Solution| B
Si (a, 8,7,6) € (C*)*, pour M = (: g), on pose M = (g g) ot M* =DM .
On pose A ={M € My(C),M* = —-M et Tr(M) =0} et B={M € M3(C),MM* =I5 et det(M) =1}
1.a) A est-il un R espace vectoriel ? De quelle dimension ?
b) A est-il un C espace vectoriel ?
2. Déterminer AN B.

3. Les matrices de B sont-elles diagonalisables 7

indication : commencer par M € B si et seulement si M = (*O[B g) avec |al* + |B* = 1.

II Matrices de rang 1 ou 2
Exercice 30 (CCP PSI 2015) |/Solution|

Soient E¥ un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, f une forme linéaire non nulle sur F et a # 0 un vecteur de F.
On pose u(z) =z + f(x)a.
1. Montrer que u est un endomorphisme de F qui admet 1 pour valeur propre. Quelle est la dimension de F1(u) ?

2. Donner une CNS sur a et f pour que u soit diagonalisable.

Exercice 31 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution

Soient F un espace vectoriel de dimension finie n > 2, ¢ une forme linéaire non nulle sur F, a € E non nul et f définie
par f(z) ={4(z)a — £(a)x

1. Montrer que f est un endomorphisme de E qui s’annule en a.



. Justifier que si £(a) # 0 et f(z) = 0 alors x € Vect{a}.
. Calculer f(z)sil(z)=0

. [ est-il diagonalisable 7

. Déterminer Xy et Tr(f).

Exercice 32 (CCINP PSI 2022) |/Solution
Soient X € M,, 1(R) et A= X"X.

1. Déterminer rg(A) et Sp(A).
2. Déterminer X4.
3. Montrer que det(l,, + A) =1+ *XX

Exercice 33 (CCP PSI 2014) |[Solution
Soit (X,Y) € M,,1(R)? non nulles et M = XY

1. Déterminer le rang de M.
2. Déterminer det(M — AI,,) en fonction A\, X et Y.

3. Soit A€ GL,(R),Y = A" X et M = X"'Y.
det(X X + A)
det(A)

U W N

En calculant det(M + I,,), montrer que =14+ 'XA'X

Exercice 34 (CCINP PSI 2022) |/Solution

Soit A € M, (R) telle que a1 ; = a;1 =1, les autres coefficients nuls.
1. Déterminer le rang de A; en déduire ker(A).
2. A est-elle diagonalisable 7 Que dire de la multiplicité de la valeur propre 07
3. Montrer que A possede 3 valeurs propres 0, A et 1 — \.
4. Trouver un polyndéme annulateur de degré 3.
Exercice 35 (Mines-Télécom PSI 2023)
Soit A € M, (R) telle que ¥(i,5) € [1,n] * a;; = ij°.
1. Déterminer le rang de A et déterminer ses valeurs propres sans calculer le polyndme caractéristique.
2. En déduire que A est diagonalisable.

3. Déterminer une base de vecteurs propres de A.

Exercice 36 (Mines-Télécom PSI 2019) |/Solution|

a1 ag co. Qp
as 0 0

Soient A,, = . . . yaveen =22, a; € C et P, =Xy,
a, 0 ... O

1. Calculer P, et Ps.
2. Calculer rg(A,) et en déduire que X"~ 2 divise P,,.

n
3. Montrer que P, = X”*Q(X2 —a1X —b,) avec b, = Z az.
k=2
4. A, est-elle diagonalisable 7

Exercice 37 (CCINP PSI 2023) |/Solution

Soient n > 2, a € C et A= (a;;)1<i j<n € Mn(C) telle que a; ; = ' 772
1. Montrer que a est diagonalisable si a € R
indication : d faire aprés le cours sur les espaces euclidiens

2. Calculer le rang de A et en déduire ses valeurs propres.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

Exercice 38 (CCP MP 2015) [/Solution

Soient a et b deux vecteurs unitaires et libres de E euclidien. Soit w : x +— (a|z)a + (b|x)b. Déterminer ker(u) puis les
éléments propres de u.

Exercice 39 (ENTPE-EIVP PSI 2015) [/Solution|
n

Soit (aq,...,a,) € R™ tel que Z a? = 1. Trouver les éléments propres de S € M, (R) telle que i = {
i=1
indication : examiner rg(S — Ip,).

1—a? sii=j
—a;a; sinon



IIT Matrices semblables

Exercice 40 (Mines-Ponts PSI 2018)
01 3 2 0 0

A=[12 1 -3 )etB=|0 —2 —12 | sont-elles semblables ?
0 2 4 0 1 5

Exercice 41 (CCP PSI 2023) |[Solution

Deux matrices A et B de M,,(K) possedent le méme spectre.
1. Montrer que si les valeurs propres sont deux & deux distinctes alors A et B sont semblables.

2. Donner deux matrices ayant le méme spectre mais non semblables.

Exercice 42 (Centrale PSI 2018) |/Solution|

1.a) Montrer que deux matrices semblables ont le méme polynoéme caractéristique.
b) Monter que si A € M,,(C) et P € C[X] alors Sp(P(A)) = {P(A),X € Sp(A4)}
2. Déterminer les matrices de M3(C) semblables & leur carré.

3. Déterminer les matrices de GL2(C) semblables & leur inverse.

IV Sous-espaces stables

Exercice 43 |/Solution|
0 -1 1
Soit A= 2 1 —3 |.Déterminer les sous-espaces de R® stables par A.
2 -1 -1
Exercice 44 (Mines-Ponts PC 2015) |/Solution
1 1 0
Déterminer les sous-espaces de R? stables par M = [ —1 2 1
1 0 1
Exercice 45 (Centrale PSI 2012) |/Solution|
-1 k -k
Trouver les sous-espaces stables par ’endomorphisme associé a A = 1 -1 0
1 0 -1
Exercice 46 (CCINP PSI 2022) |/Solution
2 2 -1
Soient A= —1 5 —1 | et a ’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
0o 1 2

1. A est-elle diagonalisable ?

2. Déterminer les droites stables par a

3. Soient P un plan stable par a et a’ ’endomorphisme de P induit par a
a) Montrer que X, divise X,
b) En déduire P C ker(a — 3id)?

¢) Trouver les sous espaces de R? stables par a

Exercice 47 (CCP PSI 2018) |/Solution|

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, H un hyperplan de F et u € L(E).
1. Montrer que H est stable par u si et seulement si il existe A € C tel que Im(u — Aid) C H.

3 1 2
2. Soit A=| 0 —1 1 |].Déterminer les sous-espaces stables par A.
-3 -1 -2
Exercice 48 (Centrale PSI 2009) |/Solution|
-8 1 5
1. A= 2 -3 —1 ] est-elle diagonalisable? *A I'est-elle ?
—4 1 1

2. Trouver les droites stables par ’endomorphisme u de R? associé a A.

3. Montrer que si P : ax + by + cz = 0 est stable par u alors (a,b,c) est vecteur propre de ‘A. En déduire tous les
plans stables par .



Exercice 49 (Centrale PSI 2022) |/Solution

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et f € L(E)

1. Montrer qu’il existe au moins deux sous espaces de E stables par f.
Donner un exemple d’endomorphisme de R? n’ayant que 2 sous espaces stables.

2. On suppose f # 0 et non injectif. Montrer qu’il existe au moins 3 sous espaces de E stables par f.
Dans le cas ou n est impair, montrer qu'il existe 4 sous espaces de E stables par f. (indication : penser au théoréme
du rang)
Donner un exemple d’endomorphisme de R? n’ayant que 3 sous espaces stables.

3. On suppose f diagonalisable. Montrer que f admet un nombre fini de sous espaces stables si et seulement si f
admet n valeurs propres distinctes.
indication : montrer qu’un sev est stable si et seulement si il est engendré par des vecteurs propres de f

V Commutant et équations matricielles

Exercice 50 (Navale PSI 2019) (/Solution|

1. Diagonaliser A = (i 1)

2. Que dire de X € M3(R) telle que X 2 4+ X = A? Donner ses éléments propres et trouver les matrices X solutions

Exercice 51 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|

. (-2 3
801tAf(6 _5>

1. Montrer que X4 = (X — 1)(X + 8); A est-elle diagonalisable ?
2. Déterminer P inversible et D diagonale telles que A = PDP~!; calculer P!
3. Trouver les matrices B € My(R) telles que A = B?

Exercice 52 (CCP PSI 2016) |/Solution|

1 2 0
Soit A=(0 3 0
2 -4 -1

1. Diagonaliser A.
2. Montrer que si M commute avec D, matrice diagonale semblable a A, alors M est diagonale.
3. Trouver les matrices M € M3(R) telles que M + M + I3 = A.

Exercice 53 |/Solution
0

00

Soit A € M3(R) telle que A # 0 et A% + A = 0. Montrer que A est semblable & | 0 0 —1 |. Déterminer toutes les
01 0

matrices qui commutent avec A.

Exercice 54 (Mines-Télécom PSI 2021)

2 2
Soit u € L£(R?) canoniquement associé & A = -1 0
4 3
1. u est-il diagonalisable 7
1 0 0
2. Montrer qu’il existe une base B dans laquelle Matg(u) = | 0 -1 1
0 0 -1

3. Déterminer les endomorphismes de R® qui commutent avec u

Exercice 55 (CCINP PSI 2022) |/Solution

Soient E un espace vectoriel de dimension n, u € L(E) ayant n valeurs propres distinctes et Z,, = {v € L(E),uov = vou}
1. Montrer que Z, est un espace vectoriel
2. Montrer que si v € Z,, alors E)(u) est stable par v
3. Donner dim(E)(u)) et en déduire que les vecteurs propres de u sont aussi des vecteurs propres de v
4

. Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et v sont diagonales puis déterminer dim(Z,,)

Exercice 56 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution|
Soit A € M,,(K) diagonalisable; on note Ag, ..., A, ses valeurs propres distinctes et mq,...,m, leurs ordres de multipli-
cités.



1. Montrer qu’il existe un polynéme annulateur de A de degré r et que tout polynéme annulateur non nul de A est
de degré > r.

2. On note K[A] = {P(A), P € K[X]} ; montrer que dim(K[A4]) =r.
3. On note C(A) = {B € M, (K), AB = BA}; montrer que dim(C'(4)) = me
4. Montrer que dim(C(A4)) =r < dim(K[4]) =n < n =r & C(A4) = K[4]

Exercice 57 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution|

2 1 1
Soit f € L(R?) de matrice A= | 1 0 1 |. Trouver les g € L(R?) tels que ¢° + 29 = f.
1 3 =2

Exercice 58 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/

1. Soient A € M,,(R) diagonalisable et B = A% + A + I,,. Exprimer A comme un polyndéme en B.
indication : vérifier que B est aussi DZ et trouver les vp de B en fonction de celles de A.

2. Est ce toujours vrai dans M,,(C)?

Exercice 59 (CCINP PSI 2023) [/Solution

1 0 0
Soit A= 0 2 1 | canoniquement associée & f. On suppose f = g°.
1 2 1

1. Déterminer les éléments propres de A ; est-elle diagonalisable 7

2. soient e; et eg des vecteurs propres de f associés & 1 et 3; montrer que g(ej) et g(es) sont aussi des vecteurs
propres de f, associés a 1 et 3.

3. En déduire que ey et ez sont aussi des vecteurs propres de g ; quelles sont les valeurs propres associées ?
4. g est-il diagonalisable ?

5. Quelles sont les valeurs propres possibles de g 7

Exercice 60 (CCP PC 2013) |/Solution/

2 0 0
Soit A=10 1 1 | associée a u.
0 0 1

1. Montrer que E = ker(u — 2id) @ ker(u — id)?.
2. Soit v de matrice X telle que X™ = A. Montrer que ker(u — 2id) et ker(u — id)* sont stables pas v.

3. En déduire que X = (g }O,> avec o € C et Y € My(C) puis trouver X.

Exercice 61 (CCP PSI 2018) |[Solution

1 1 -1
Soient A= —1 3 —3 | et f un endomorphisme de E dont la matrice dans une base B est A.
-2 2 =2

1. Montrer que E = ker(f?) @ ker(f — 2id).

2. Trouver un vecteur de ker(f?) qui n’appartient pas a ker(f).

0 1 0
3. Trouver une base B’ dans laquelle Mats (f)=( 0 0 0
0 0 2

4. Soit g un endomorphisme de E tel que f = g*. Montrer que ker(fz) est stable par g.
Que peut-on en déduire ?

Exercice 62 (IMT PSI 2019) [/Solution

Existe-t-il B € M3(K) telle que B? =

O OO

SO =

o = O
~

Exercice 63 (ENSAM PSI 2017) |/Solution)
0 01

SoitA=(2 1 0
0 01



1. Trigonaliser A dans M3(R).
2. Montrer que si M vérifie M? = A alors Sp(M) C {—1,0,1} et 0 € Sp(M).

3. Estimer les dimensions des différents sous espaces propres et résoudre M2 = A.

Exercice 64 (Centrale PSI 2007) |/Solution|

-1

1 sont des polynémes en A de degré au plus 2.
3

Montrer que les matrices qui commutent avec A =

DO = =
NN O

Exercice 65 (CCP PSI 2015) |[Solution

Soient A € M, (R) et P € R[X] tels que P(A) soit triangulaire & coefficients diagonaux 2 & 2 distincts. Montrer que A
est diagonalisable.

Exercice 66 (Mines-Ponts PSI 2012) |/Solution/

1 sii=j+1
Trouver un polynéme annulateur de A € M, (R) avec a;; = —1 sij=n Donner la dimension de C[A].
0 sinon

Exercice 67 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution

Soit u € L(R?) admettant 3 valeurs propres distinctes et C(u) = {v € L(R*),u0v = v ou} le commutant de u.
1. Justifier que u est diagonalisable.
2. Déterminer C(u) lorsque u est canoniquement associé a diag(1, 2, 3).
3. Montrer que C(u) = Vect{id, u,u?}

Exercice 68 (CCINP PSI 2021) [/Solution

Soient E un espace de dimension finie n et f € L(F) admettant n valeurs propres distinctes Aq, ..., A,. On note C(f)
I’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f.

1. Montrer que ¢ : P € R,,_1[X] — (P(A\1),...,P(\,)) est un isomorphisme de R,,_1[X] sur R™.

2. Soit g € C(f). Montrer que les vecteurs propres de f sont aussi des vecteurs propres de g.

3. En déduire qu’il existe une base de vecteurs propres communs & f et g puis que g est un polynoéme en f
4. En déduire la dimension de C(f).

Exercice 69 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

Soit (A, B) € M,,(C)? telles que AB = BA; on suppose que A posseéde n valeurs propres distinctes.
1. Montrer qu'il existe P € GL,(C) telle que A = PDP™', B = PD'P~! avec D et D’ diagonales.
2. On note d; et d; les coefficients diagonaux de D et D'. Montrer que 3Q € C,,_1,Vi € [1,n],Q(d;) = d..
3. Montrer que B est un polyndéme en A. Que peut-on en déduire sur le commutant de A ?

4. Est-ce encore vrai si les valeurs propres de A ne sont plus simples 7

Exercice 70 (Centrale PSI 2016) |/Solution|
Soit A € M,,(R); on cherche la dimension de F, ot F = {M € M, (R), AMA =0}

1. On suppose A diagonalisable. Montrer que dim(E) = dim{N € M,(R),DND = 0}, ou D est diagonale a
expliciter ; en déduire dim(FE) en fonction de n et de rg(A).

2. Est-ce encore vrai si A n’est pas diagonalisable ?
indication : par blocs avec A= PJ,Q™".

Exercice 71 (Centrale PSI 2018) |/Solution|

1. Soient n € N* et X € R" non nul; montrer que Ex, ensemble des matrices de M,,(R) dont X est un vecteur
propre, est un espace vectoriel.

2. Déterminer E'x et sa dimension.

Exercice 72 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

Soient A et B dans My (C) telles que AB = BA. Montrer que A est un polynéme en B ou B est un polynéme en A.
Qu’en est-il si A et B sont dans M,,(C) avec n > 3 ou si A et B sont dans Mz (R)?
indication : discuter sur le nombre de valeurs propres distinctes de A et sur sa diagonalisabilité.



VI Polynoémes annulateurs

Exercice 73 (CCP PSI 2018) |/Solution|

. 0 sie=y
Soit A = (ai,j) S Mn(R) avec a; j = { 1 sinon J

1. A est-elle diagonalisable ?
2. Calculer (A +1,)%.

3. Montrer que si P annule A alors les valeurs propres de A sont des racines de P. Que peut-on en déduire sur les
valeurs propres de A.

4. Déterminer Sp(A).

Exercice 74 (CCP PSI 2008) |[Solution

11
Trouver les valeurs propres possibles de M telle que M? + M = (1 1), puis déterminer toutes les matrices M a 'aide

de polyndémes annulateurs appropriés.

Exercice 75 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/
1 ... 1

Soient J = | : (1 |€ M, (R) et M € M, (R) telle que M? + M = J
1 .01
Trouver un polynéme annulateur de J et diagonaliser J.
Trouver un polynéme annulateur de M et montrer que M est diagonalisable.

Montrer que les vecteurs propres de M sont aussi des vecteurs propres de J.

R

Déterminer M.

Exercice 76 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension finie tel que u® = u. Montrer que u? est un projecteur ;
que dire de u si rg(u) = Tr(u)?

Exercice 77 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution
Soient (A, B) € M,,(R)? telles que ABAB = 0. A-t-on BABA =07
indication : calculer (BA)® puis distinguer n < 2 etn > 3.

Exercice 78 (CCINP PSI 2021) |/Solution
Soit u € L(R™) tel que u® 4+ u* +u =0

Etudier ker(u) Nker(u? + u + id)
Montrer que ker(u? + u + id) = Im(u) et R = ker(u) @ Im(u).

Soit v ’endomorphisme de Im(u) induit par u; que représente le degré du polynome caractéristique de v ?

hw b=

Montrer que 0 ¢ Sp(v) et que rg(u) est pair.

Exercice 79 (CCINP PSI 2023)

Soit A € M, (R) telle que A> — A* + A —1, =0
1. Montrer que les valeurs propres de A sont racines de X® — X2+ X —1
2. Calculer det(A)
3. Que dire de Tr(A)?

Exercice 80 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution
Soit A € M,,(R) telle que A* — 34 — 5I,, = 0. Montrer que det(A) >0

Exercice 81 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution|
Soit A € M,,(R) telle que A*> = A + I,,. Montrer que det(A) > 0.

Exercice 82 (CCINP PSI 2023) [/Solution
Soit A € M,,(R) telle que A* +9A4 =0, n > 3.

Montrer que Spc(A) C {0, 3¢, —3i}
A est-elle diagonalisable dans R? Dans C?

Montrer que si n est impair alors A n’est pas inversible.

Wb

Montrer que si A est symétrique réelle et non nulle alors A ne peut pas vérifier A> +94 =0



Exercice 83 (Navale PSI 2022) |/Solution|
Trouver les matrices M € M, (R) telles que M® = M? et Tr(M) =n

Exercice 84 (CCP MP 2010) [/Solution

Déterminer toutes les matrices A € M3(R) de trace 7 telles que A% — 542 +6A = 0.

Exercice 85 (CCP PSI 2013) |/Solution|
Déterminer X4 pour A € GL5(R) telle que A* —3A4% +24 =0 et Tr(A) = 8.

Exercice 86 (CCP PSI 2012) |[Solution
Soit A € M3(R) telle que det(A) = 10, Tr(A) = —6 et A — I3 ¢ GL3(R). Exprimer A~! comme un polynéme en A.

Exercice 87 (CCINP PSI 2019) |/Solution

Soit A réelle, carrée, de trace nulle telle que A3 — 442 444 = 0.
1. Montrer que les valeurs propres de A sont racines de X® —4X? +4X.

2. Déterminer toutes les matrices A possibles

Exercice 88 (TPE-EIVP PSI 2019) |/Solution/
Soit n > 2; trouver les matrices A € M,,(R) telle que A*— A3 — A+ T1,=0et A2—34+21,=0

Exercice 89 (ENSAM PSI 2016) |/Solution/

1. Montrer que si A € M,,(R) vérifie A% = —1I,, alors n est pair.
2. Montrer que si B € M,,(R) vérifie B> — B + I,, = 0 alors n est pair.

3. Montrer que si C' € M,,(R) vérifie C* — C? + C = 0 alors rg(C) est pair.
indication : montrer que ker(C) et Im(C) sont supplémentaires.

Exercice 90 (CCP PSI 2012) |/Solution|
Soit M € M,,(R) telle que M? + M + I,, = 0.

1. M est-elle diagonalisable ? inversible ?
2. Donner Tr(M) et det(M) et montrer que n est pair.

3. Soit A € M, (R) telle que A> = M ; A est-elle diagonalisable ?
On suppose que n/2 est impair. Montrer que Tr(A) € Z et est impaire.

Exercice 91 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/
1. Factoriser P = X% — 4X* 4 2X3 4 8X2 — 8X
2. Déterminer les matrices M € M, (R) telles que P(M) =0 et Tr(M) =0

Exercice 92 (Centrale PSI 2018) |/Solution/

1. Montrer que si P est un polyndme annulateur de A, matrice réelle de taille n, les valeurs propres de A sont racine
sde P ; la réciproque est-elle vraie?

2. Montrer que si P = (X +3)(X? + X + 1) annule A, alors Tr(A) est un entier négatif.

3. Montrer que l'on peut trouver un polynoéme de degré 3 tel que si P est annulateur de A, alors rg(A) est pair.

Exercice 93 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

2 4
1. Trouver un polyndéme P € Z[X] dont a = cos (g) est racine. En déduire la valeur de a et celle de b = cos (g)

indication : vérifier que z = >/ est solution de z° + z + 1+ 271 + 272 = 0 et rééerire cette équation en faisant
apparaitre la variable 2’ = z 4 27 1.

2. Soit A € M, (R) telle que A* + A% + A2+ A+ I, = 0 et telle que Tr(A) € Q. Montrer que n est un multiple de 4.

Exercice 94 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/
Déterminer le plus petit entier n € N* pour lequel il existe M € M., (R) telle que Tr(M) = 0 et 2M>—M? —13M +51,, = 0.

indication : P = (2X +5) (X _3 +2\/5> (X _3- \/5>

2

Exercice 95 (CCP PC 2010) |/Solution/
Montrer que A € M,,(R) vérifiant A° + A + 41, = 0 n’a pas de valeur propre réelle. En déduire que n est pair. Calculer
det(A) et Tr(A).

Exercice 96 (CCINP PSI 2023) [/Solution
Soit M € GL,(R) telle que M + M~ =1,



1. Calculer M* + M~* pour k € {3,5,7}
2. Montrer que M est diagonalisable dans M,,(C) et donner une matrice diagonale semblable & M
3. Déterminer M* + M~* pour tout entier k

Exercice 97 (CCP PSI 2012) |[Solution
Soit A € M3(R) non nulle telle que A = *A. Déterminer un polynéme annulateur de A.

Montrer que si 0 est valeur propre de A alors A est semblable & (8 (1)>

Exercice 98 (CCP PSI 2023) |[Solution
1. Soit A € M, (R) et P annulateur de A; montrer que les valeurs propres de A sont des racines de P.
2. Existe-t-il A € M3(R) telle que Tr(A) =0 et A + AT =137
indication : trouwver Sp(A) puis vérifier A inversible et A — Is non inversible pour aboutir & une contradiction.

Exercice 99 (CCINP PSI 2019) [/Solution
Soit M € M,,(C) telle que M* + *M =1,

1. Montrer que les valeurs propres de M sont racines de tout polynéme annulateur de M.

2. On suppose M symétrique ; montrer que M est diagonalisable et que det(M) x Tr(M) # 0
3. Montrer que M est diagonalisable, méme si M n’est pas symétrique.
4

. Montrer que M est inversible si et seulement si 1 ¢ Sp(M)

Exercice 100 (CCP PSI 2007) |/Solution
Déterminer Sp(A) si A € M,,(R), telle que A(A—1I,,)* = 0 avec (A—1,)> # 0 et A(A—1,) # 0. A est-elle diagonalisable ?

Exercice 101 (ENSEA PSI 2016) |/Solution/
Soit f € L(E), avec E C-espace vectoriel de dimension n, tel que (f —id)® o (f —2id) =0 et (f —id)? o (f — 2id) #0. f
est-il diagonalisable ?

Exercice 102 (ENSAM PSI 2011) |/Solution/
Soit A € My(Z) telle que 3Ip € N*, AP = I,. Montrer que A'? = I,.
indication : montrer qu’il existe 0 € R tel que Tr(A) = 2cos 0.

Exercice 103 (CCP PC 2011)
Soit (M;)1<j<p € Mn(C)? telle que M; = —1,, et, pour j # k, MMy, = —M;M;.

1. Trouver un polynéme annulateur de M, prouver qu’elle est diagonalisable et que Sp(;) C {7, —i}.
2. Montrer que n est pair, que Sp(M;) = {i, —i} et dim(E;(M;)) = dim(E_;(M;)).

3. Calculer det(M}).
4

. Déterminer une telle famille pour n = 2 et n = 4.

Exercice 104 (CCP PSI 2012) |/Solution/

Soient A, B et C trois matrices carrées complexes d’ordre n telles que A = B+ C, A2 = 3B+ C et A% = 5B + 6C.
Trouver un polynéme annulateur de A et montrer que ces matrices sont diagonalisables.

Exercice 105 (Navale PSI 2023) |/Solution/
Soient f,u,v € L(E) et (\,u) € K? tels que : f = Au+ pv , f2 = Nu+p?v, f2 = Mu+ pPv. Montrer que f est
diagonalisable.

Exercice 106 (Mines-Ponts PSI 2012) [[Solution
Soit A € M,,(C) telle que 1 ¢ Sp(A) et A° — 2A soit diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable.
indication : polynéme annulateur et vérifier que —1 n’est pas valeur propre de A®> — 2A.

Exercice 107 (Mines-Ponts PC 2011) [/Solution
Soit A = (a;;) avec a;j =1sit=j,ouj=1i+1ou (i,j) = (1,n) et 0 sinon. Montrer que A est inversible si n est impair
et que son inverse est un polynéme en A.

Exercice 108 (Centrale PSI 2017) |/Solution/

Soit u endomorphisme de F, espace vectoriel de dimension finie n.
1. Donner une relation entre my(u) et dim(E)(u)), définir X, et énoncer le théoréme de Cayley-Hamilton.
2. Montrer que si X.,(0) # 0 alors ker(u) = ker(u?).



VII Polyndéme caractéristique et autres polyndémes

Exercice 109 (Petites Mines PSI 2021) |/Solution|
n—1

Pour tout polynéme P € R,[X] de la forme P = X" Z ap X", on associe sa matrice compagnon :
k=0

0 ap

Cp (0) ai

€ M, (R)

oS = O

0 ... 1 Ap—1
Montrer que Cp est inversible si et seulement si P(0) # 0
Déterminer le polyndéme caractéristique de Cp.

Montrer que les espaces propres de Cp sont de dimension 1

_ow b=

Montrer que C'p est diagonalisable si et seulement si P est scindé a racines simples

Exercice 110 (Mines-Ponts PSI 2015) |/Solution

Soit A la matrice de M,,(R) dont les coefficients diagonaux valent 1,2,...,n, tous les autres étant égaux & 1. Montrer
n—1

que A € Sp(A) si et seulement si Z =1.

A—1i
i=0
En déduire que A admet n valeurs propres distinctes.

Exercice 111 (ENSIIE PSI 2011) |/Solution)
Soit N € M,,(C) nilpotente d’indice p (N =0 et N?~* #0) et A € M,,(C) commutant avec N.

1. Donner le spectre et le polynéme caractéristique de N.
2. On suppose A inversible. Montrer que A™'N est nilpotente et en déduire det(A + N) = det(A).
3. On ne suppose plus A inversible. Montrer IM € M,,(C), AM = (A + N)? et en déduire det(A + N) = det(A).

Exercice 112 (Mines-Ponts PSI 2014) |/Solution|
Soient A € M,,(C) et (P) la propriété : 3IM € M,,(C),VA € C,det(M + AA) # 0

1. Montrer que (P) est vraie si A ¢ GL,,(C); on pourra introduire le rang de A.
2. Montrer que (P) est fausse si A € GL,(C).

Exercice 113 (Mines-Ponts PSI 2010) |/Solution/

Soit A € M,,(C). Trouver les polynémes P tels que P(A) soit nilpotente.
indication : trigonaliser et chercher une CNS sur les valeurs propres de P(A) pour qu’elle soit nilpotente.

Exercice 114 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution

Montrer que A € M2 (C) est diagonalisable si et seulement si pour tout P € C[X] non constant, il existe M € My(C)
telle que A = P(M).

Exercice 115 (Mines-Ponts PSI 2016) [[Solution

On donne Ay, ..., A, des réels deux a deux distincts, u, v1, ...,v, des endomorphismes (v; # 0) d'un R-espace vectoriel £

p
tels que Vk € [0, p] ,u” = Z v,

i=1
P

1. Montrer que VP € R[X], P(u) = Z P(X;)v;. En déduire que u est diagonalisable.
i=1

2. Montrer que Aq,..., A, sont les valeurs propres de u et déterminer les polynémes annulateurs de w.

3. Montrer que v; est le projecteur sur E}, (u) parallélement & @ Ey, (u).
J#i

VIII Reéduction simultanée

Exercice 116 (CCINP PSI 2023) |/Solution

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) dont la matrice A est la méme dans toutes les bases.
1. Soit P € GL,(K). Montrer que AP = PA.
2. Soit B € M,,(K), montrer qu’il existe A € K tel que B — AI,, soit inversible. En déduire AB = BA.

3. Déterminer A. Comment appelle-t-on un tel endomorphisme f?



Exercice 117 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|
Soit E un sous espace vectoriel de M,,(C) pour lequel on aVA e E;A#0= A e GL,(C)

1. Soit A, B inversibles
a) Montrer que  — det(zA — B) est polynomiale et déterminer son degré
b) montrer qu’il existe un complexe k tel que kA — B ne soit pas inversible
2. En déduire dim(FE) < 1
3. Trouver E

Exercice 118 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/
Soit G une partie de GL£,,(C) stable par produit et telle que VA € G, A% = I,, et V(A, B) € G?>, AB = BA

1. Montrer qu’il existe P € G£,,(C) telle que VA € G, P~ AP soit diagonale.
indication : raisonner par récurrence (forte) sur n on commengant par introduire les sous-espaces propres d’une
des matrices de G.

2. En déduire que G est fini et Card(G) < 2".

Exercice 119 (CCINP PSI 2022) [/Solution
1 1

0 -5 —4 -1
Soient A= -1 0 2 |,B=| 0 2 0 )et&={MecM;3R),BM=DMA}
1 2 0 -1 1 1

1. Montrer que £ est un espace vectoriel
2. Déterminer les espaces propres de B. B est-elle diagonalisable ?
3.a) Montrer que B et A" ont une valeur propre commune

b) En déduire M # 0 dans &

¢) Montrer que dim(&) > 2

4. Calculer dim(&).
indication : montrer P(B)M = M P(A) pour P € R[X]

Exercice 120 (CCINP PSI 2021) [/Solution
Soient A, B,U € M, (C), telles que U # 0 et AU =UB

1. Soit P annulateur de A; montrer que les valeurs propres de A sont des racines de P
2. Montrer que P(A)U = UP(B)
3. Montrer que Sp(A4) N Sp(B) # 0

Exercice 121 (CCINP PSI 2023) [/Solution
Soient A, B € M,,(C) telles que Sp(A) N Sp(B) = 0

1. Montrer que, si P annule A, alors les valeurs propres de A sont des racines de P.
2. Montrer que X4(B) est inversible.

3. Montrer, pour X € M,(C), AX =XB & X =0.

4. Montrer que VM € M,,(C),3!X € M,,(C),AX — XB = M.

Exercice 122 (CCINP PSI 2019) [/Solution

Soient f et g deux endomorphismes de E, espace vectoriel de dimension finie, qui vérifient f2 = g2 = id et fog+gof = 0.
1. Montrer que f et g sont des automorphismes, Sp(f) = Sp(g) = {—1, 1} et que f est diagonalisable.
2. Montrer que g induit un isomorphisme de ker(f — id) sur ker(f + id) et en déduire que dim(E) = 2n est paire.

3. Montrer qu'il existe une base B de E dans laquelle Matg(f) = (Ig _OI ) et Matp(g) = (IO I(;L)

Exercice 123 (Centrale PSI 2023) |[[Solution|

Notons E = C*. Soient (u,v) € L(E)? telles que uov = —vou et u? =v

1. Montrer que Tr(u) = Tr(v) = 0.
indication : montrer que u et v sont bijectifs.

2 = idg.

Montrer que u et v sont diagonalisables et que leurs valeurs propres sont 1 et —1 de multiplicité 2.
Soit (z,y) une base de E;(u), montrer que (v(x),v(y)) est une base de EF_1(u).
Soit B = (x,y,v(z),v(y)), Montrer que B est une base de E.

RANE B Sl

Montrer de u o v est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres et ses sous espaces propres en fonction de z
et y.



Exercice 124 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution
Soient A et B dans M,,(C) diagonalisables. Montrer que AB = BA si et seulement si 3C € GL£,,(C),3(P,Q) € C[X]*, A =

P(C) et B=Q(C).
Exercice 125 (Centrale PSI 2013) |[/Solution|

Soient A, B et C' 3 matrices complexes de taille n telles que AC = CB.

1. Montrer qu’il existe P et @ inversibles telles que C' = P (‘8 8) Q! our =1g(0).

2. Montrer que A et B ont au moins r valeurs propres communes comptées avec multiplicité.

Exercice 126 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/
Soit (A, B) € M,,(C)? diagonalisables dans M,,(C) tel que A? = B? et A* = B>,

1. Montrer que A = B.

indication : introduire une base de vecteurs propres de A et montrer que ce sont aussi des vecteurs propres de B
en distinguant si la vp de A associée est nulle ou pas.

2. Est-ce toujours vrai méme si A et B non diagonalisables 7

Exercice 127 (Centrale PSI 2015) |[[Solution|

Soit (A, B) € M,(C)? telles que AB = 0. Montrer que A et B ont un vecteur propre commun. (distinguer les cas
Sp(B) # {0} et Sp(B) = {0})

En déduire que A et B sont cotrigonalisables (3P € GL,,(C) telle que P~*AP et P~! BP soient triangulaires supérieures).
Généraliser au cas ou AB € Vect{A4, B}.

IX Exercices théoriques

Exercice 128 (Mines-Télécom PSI 2017) [/Solution

Soient u et v deux endomorphismes de E un espace vectoriel.
1. Montrer que si A # 0 est une valeur propre de v o u, alors A est aussi valeur propre de u o v.
2. Supposons maintenant que E soit de dimension finie, montrer alors la proposition précédente pour A = 0.
3. Pour F = R[X], on pose u(P) = P’ et v(P) la primitive de P nulle en zéro. Calculer ker(u o v) et ker(v o u).

Exercice 129 (CCINP PSI 2023) |/Solution

Soit u € L(C™) avec n > 1

Montrer que si u est diagonalisable alors u? est diagonalisable
Montrer que la réciproque est fausse

Pour A € C*, montrer ker(u? — \?id) = ker(u — Nid) @ ker(u + \id)

Montrer que la réciproque de a) est vraie si u est bijectif ou si ker(u) = ker(u?).

Exercice 130 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution

1. Soient A et B deux matrices réelles. Montrer que si I'une des deux est inversible alors A + ¢B est inversible pour
tout ¢ € R sauf en un nombre fini de points.
indication : relier det(A + tB) avec Xy-15 ou Xap—1

o=

2. On se donne (aq,...,a,) et (by,...,b,) deux familles de R™. Montrer que si 'une des deux est libre alors la famille
(a1 4+ tby,...,an + thy,) lest aussi sauf pour un nombre fini de valeurs de t.

Exercice 131 (TPE-EIVP PSI 2018) |/Solution
Soient A € M, 4(R) et B € M, ,(R).

1. On suppose p = ¢ et A inversible; montrer que X4 = Xpa.
On admettra que ce résultat reste valable si A n’est pas inversible.

2. Sip < ¢, montrer que Xpa = X9 PX4p; on pourra justifier qu’il existe P € GL,(R) telle que A = (A/ O) P avec

A" e M,(R).
indication : écrire B = P~ 1B’ en décomposant B’ par blocs pour pouvoir faire les produits.
0 0 O
3. Sip=2,g=3et BA=[0 1 0 |, calculer AB.
0 0 1

indication : calculer (BA)? puis déterminer ker(B) et Im(A)

Exercice 132 (AADN PSI 2012) |/Solution/

1. Montrer que si B et C' sont deux matrices complexes semblables alors xI,, — B et xI, — C sont aussi semblables.
En est-il de méme pour (z1,, — B) ™! et (zI, — C)™* (si elles existent) ?



2. Pour A € M,,(C), on note Pa(x) = det(xl, — A) et P} son polynome dérivé. Montrer que si z n’est pas une valeur

Pl
propre de A alors Tr (a1, ~ 4)) = 245,
A

indication : décomposer la fraction en élément simples et trigonaliser A.

Exercice 133 (CCP PSI 2012) |/Solution/
Soit A € M, (R) vérifiant Vk € [1,n], Tr(A*) = 0.

1. En calculant Tr(X4(A)), montrer que 0 € Sp(A) et que A est semblable & A" dont la derniére colonne est nulle.

2. On note B la matrice extraite de A’ en enlevant la derniére ligne et la derniére colonne. Montrer que Vk €
[1,n —1],Tr(B*) = 0 et en déduire que A™ = 0.

Exercice 134 (CCINP PSI 2023) |/Solution
n

Soit n € N*, une matrice A = (a;;)1<i,j<n € Mn(R) est dite a diagonale propre si Xy = H(X — ag,k). On note E,

k=1
l’ensemble des matrices réelles de M,,(R) a diagonale propre.
1. Soit pour M € E, antisymétrique.
a) Calculer xpr. Que vaut M"™?
b) Montrer que M? est diagonalisable dans M,,(R). En déduire que M? = 0.
¢) Calculer Tr(M?) en fonction des coefficients de M. En déduire que M = 0.
1
2. Soit un sous-espace F' de M, (R) tel que F' C E,,. Montrer que dim(F) < %
Exercice 135 (CCINP PSI 2019) [/Solution
Soit A = (a; ;) € M, (R) avec a; ; >0 et Vi €[1,n] ’Zai’j =1
j=1
1. Montrer que 1 est valeur propre de A.
Soient A € Spe(A4), X un vecteur propre associé et k tel que |zg| = max ;.
<ign
1. Montrer que |A| < 1 et |arr — A < Zak’j'
Jj#k
indication : commencer par la deuzxiéme inégalité
2. On suppose |A| = 1, trouver .
Exercice 136 (Centrale PSI 2010) |[Solution/
1. Soit A € M,,(C) telle que Vi €[1,n],|a;:| > Z la;,;|. Montrer que A est inversible.
J#i
indication : regarder le systéme AX = 0 et une ligne bien choisie.
2. Montrer que | det(4)] > [ [|am| -3 |ai,j|}
i=1 j#£i
X Matrices par blocs
Exercice 137 (CCINP PSI 2023) |/Solution
Pour A € M,,(C), on pose B = <é é) € My, (C).
1. Diagonaliser M = (1 1)
P s “\o o
2. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si B lest et déterminer les valeurs propres de B en fonction de
celles de A.
Exercice 138 (CCINP PSI 2022) [/Solution

Soient A € M,,(C) et B = (61 61) € Mz, (C).

1. Montrer que, pour P € C[X], P(B) = (P(OA) P(OA)> + P(0) (8 _II">
2. Déterminer rg(B) en fonction de rg(A).

3. On suppose A diagonalisable. Montrer que B est diagonalisable.
indication : distinguer les cas 0 € Sp(A) et 0 ¢ Sp(A).



4. Etudier la réciproque.

Exercice 139 (Centrale PSI 2014) |/Solution/

]_. POUI‘ A c Mn(]R)a montrer que B = (ﬁ 4;44

2. Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A ’est.

Exercice 140 (ENSAM PSI 2011) [/Solution

Soient M € M, (R) et A= (% %) Montrer que A ¢ GL,,(R) et que A est diagonalisable si et seulement si M est.

) est semblable a <_A 0 ) (indication : diagonaliser <1 4))

0 34 11

Exercice 141 (Mines-Ponts PSI 2011) [[Solution

A quelle condition sur A € M, (R), B = (61 gﬁ) est-elle diagonalisable ?

Exercice 142 (CCINP PSI 2021) [/Solution

1. Enoncer le théoreme de Cayley-Hamilton
2. Montrer que si A et B sont semblables alors P(A) et P(B) sont semblables.

61 ﬁ) : calculer M*, pour k € N.

4. Calculer P(M) pour P € R[X], en fonction de P(A) et P'(A)

5. Montrer que si M est diagonalisable alors A ’est aussi.

3. Soient A € M, (R) et M = (

6. Montrer que si M est diagonalisable alors A est nulle

Exercice 143 (CCINP PSI 2021) [/Solution
1. Montrer que si U et V' sont semblables alors R(U) et R(V') sont semblables, si R € R[X].

A B> ; calculer P(M) pour P € R[X], en fonction de P(A),

2. Soient A, B € M, (R) telles que AB = BAet M = (O A

P'(A) et B
3. Montrer que si A est diagonalisable et B = 0 alors M est diagonalisable.

4. Montrer que si M est diagonalisable alors A est diagonalisable et B est nulle

Exercice 144 (Centrale PSI 2018) |/Solution/
1. Soit F' définie de My(C)? dans M4(C) par F(A, B) = <CCL§ Zg) siA= <CCL 3) Montrer que F(A; Az, B1Bs) =
F(Ay, B1)F (A, Bo)
2. Donner Tr F'(A, B), det F'(A, B) et rg F(A, B) en fonction de Tr(A), Tr(B), det(A), det(B), rg(A) et rg(B).

3. Donner une condition suffisante sur A et B pour que F(A, B) soit diagonalisable.

Exercice 145 (CCINP PSI 2022) [/Solution

Soient n € N*, A € M, (C) et B = <Sl Ig)

1. Déterminer le rang de B en fonction du rang de A. En déduire que A est inversible si et seulement si B est
inversible.

2. Déterminer X en fonction de X4. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de A et B?
indication : calculer Xg(\) en supposant A # 0 pour commencer et faire des manipulations par blocs sur le
déterminant.

Montrer que si A est inversible et admet n valeurs propres distinctes alors B est diagonalisable.
B est-elle diagonalisable si A n’est plus supposée inversible 7

Si B est diagonalisable, montrer que A l’est aussi.

A S

Si A est diagonalisable, montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est inversible.

Exercice 146 (Centrale PSI 2023) |/Solution

Soit A €},(R) et B la matrice par blocs définie par : B = (A I").

I, O
1. Exprimer X'p en fonction de X4.

2. Montrer que si A diagonalisable alors B est diagonalisable.



Exercice 147 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution
Soient A € M,,(C) et B = (I" 0). On suppose B diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable et A — I,, est

A A
inversible.
Etudier la réciproque.

indication : elle est vraie : on peut construire une base de vecteurs propres de B a partir d’une base de vecteurs propres
de A.

Exercice 148 (ENSAM PSI 2009) |[/Solution|

Soit A € M,,(C). Exprimer le rang de M = (A

0 _i") en fonction de celui de A. M est-elle diagonalisable ?

Exercice 149 (CCINP PSI 2018) [/Solution

1. Soit M = (g 61) ot A, B € M, (R); calculer M?.

2. Montrer que si P(M) = 0 alors les valeurs propres de M sont des racines de P.
3. On suppose B = A™!; justifier que M est diagonalisable et préciser les dimensions des espaces propres de M.

4. On suppose A = I, = —B; justifier que M est diagonalisable dans C et préciser les dimensions des espaces propres
de M

Exercice 150 (CCP PSI 2017) |/Solution
. Soient (4, B) € GLn(C)? et N = (0

-

B 0
. Calculer N? et P(N?) pour P € C[X].

. Si N est diagonalisable, AB 1'est-elle ? Etudier la réciproque.

. (Complément :) montrer que M € M,,(C) est diagonalisable si et seulement si M? Pest et ker(M) = ker(M?).

Exercice 151 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/
Soient A et B dans M,,(C) diagonalisables.

). Montrer que N est inversible et déterminer N 1.

=W N

1. Pour D € M,,(C), trouver l'inverse de P = (IOn ID>

2. On suppose Sp(A) N Sp(B) = 0; montrer que C' € M,,(C) peut s’écrire C = DB — AD avec D € M,,(C) et en

P A C (A O
déduire que (O B) est semblable a (0 B)'

3. Montrer la réciproque.
-\, C )

indication : commencer par le faire lorsque A et B sont diagonales en trouvant C telle que rg ( 0 B
- n

A— ) 0 . s
et rg ( 0 " B_ >\In) soient différents, avec X\ € Sp(A) N Sp(B).
Exercice 152 (ENSEA PSI 2014) |/Solution/

Soit A une matrice diagonalisable de M, (R) et M = (A I")

I, A

1. Montrer que si A est semblable & D alors M est semblable a <? %)

2. Déterminer les éléments propres de M en fonction de ceux de A. Montrer que M est diagonalisable.

Exercice 153 (Centrale PSI 2012) |[/Solution|
. A A3

Soit A€ GL,(R); B= <A‘1 A

indication : en diagonalisant B dans le cas n = 1, trouver une matrice diagonale par blocs semblable d A.

Exercice 154 (Mines-Ponts PSI 2011) |/Solution/

Pour (A, B) € M,,(K)?, on pose C = (A B

) est-elle diagonalisable ? (commencer par n = 1)

B A) Montrer que Xo = Xa4+p X Xa_p.

Exercice 155 (Centrale PSI 2014) |/Solution
Soient A € M,,(C) et B = (0 A

A 0). Déterminer rg(B) en fonction de rg(A) puis étudier la diagonalisabilité de B en
fonction de celle de A.



XI Endomorphismes matriciels

Exercice 156 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution|

1. Montrer que f qui & <Z Z) € M3 (R) associe (d

2b . . . /12
% a ) est un endomorphisme et déterminer ses éléments propres.

2. f est-il diagonalisable 7 Inversible 7

Exercice 157 (CCP PSI 2013) |/Solution
Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme de M, (R) défini par ¢(M) = M + 2°M. Est-il diagonalisable ?

Calculer sa trace et son déterminant.

Exercice 158 (CCINP PSI 2023) |/Solution
Soit a,b € R et E = M, (R). On pose : VM € E,u(M) = aM + bM7T.

1. Montrer que u est un endomorphisme.
2. Montrer que u est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
3. Calculer Tru et det u.

Exercice 159 (CCP PSI 2017) |/Solution

Donner les éléments propres de f : M +— M + Tr(M)I,,. Est-il diagonalisable ? Bijectif ? Si oui, calculer f~*.
Exercice 160 (CCP PSI 2018) |/Solution

Soit (A, B) € M, (R)?, non nulles, et ¢ : M € M,,(R) — M + Tr(AM)B.

Montrer que ¢ est linéaire.

Déterminer dim(ker(y)) et dim(Im(y)).

Montrer que si M est un vecteur propre de ¢ associé & A # 1, alors M est colinéaire & B.

Ll e

Déterminer les valeurs propres de ¢ ; ¢ est-il diagonalisable ?

Exercice 161 (Mines-Ponts PSI 2010) |/Solution/

Mountrer que f4 défini par f4(M) = Tr(A)M — Tr(M)A, ot A est une matrice fixée de M,,(R) de trace non nulle, est un
endomorphisme de M,,(R). Quel est son noyau, son image? f4 est-il diagonalisable ? Donner ses éléments propres.

Exercice 162 (CCINP PSI 2022) [/Solution

I

Soient A= j 42 1 |ety:XeM;3C)— AXA
) .
/A

1. Donner les valeurs propres de A, A est-elle diagonalisable ?
2. Donner les valeurs propres de ¢, ¢ est-il diagonalisable ?

3. Déterminer Im(yp).
indication : écrire A = CCT avec C une colonne

Exercice 163 (CCINP PSI 2019) [/Solution

1. Donner une CNS pour qu'une matrice soit diagonalisable.
2. Soit A € M, (R) telle que A% —5A + 61, = 0; montrer que A est diagonalisable ; que dire de ses valeurs propres ?

3. Soient D diagonale semblable & A et f : M — DM + MD; montrer que f est un endomorphisme de M,,(R)
diagonalisable (on pourra décomposer les matrices par blocs).

4. Montrer que g : M — AM + M A est diagonalisable.

Exercice 164 (Centrale PSI 2023) |/Solution/

. (4 =3
801tS—<_3 _4>

1. Montrer que S est semblable & une matrice diagonale a préciser et a une matrice de diagonale nulle
2. Soit ¢ : M € M3(R) — diag(1,2)M — Mdiag(1,2). Déterminer Im ¢ et en déduire 3(C, D) € M3(R), S = CD—-DC

3. Soient (z,y) € R* et A,B € My(R) telles que AB = (ﬁ 151) et BA = (131 1;) Déterminer les valeurs
possibles de x et y.
indication : Calculer Tr(AB), Tr(BA), det(AB) et det(BA). Vérifier que pour les valeurs de x,y trouvées, AB et
BA sont semblables d la méme matrice diagonale et construire A et B d partir des matrices de passage et de la

matrice diagonale.

Exercice 165 (CCINP PSI 2022) [/Solution
Soient A € M, (R) et fa: M € M,(R) — AM



Montrer que f4 est un endomorphisme de M., (R).
Montrer que si A2 = A alors f4 est un projecteur.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 est diagonalisable

Construire une matrice propre de f4 a partir d’un vecteur propre de A.

o w b=

Faire de méme dans le sens inverse et conclure Sp(A4) = Sp(fa)
indication : introduire les colonnes d’un vecteur propre de fa.

Exercice 166 (ENSAM PSI 2014) |[/Solution
Soient A et B dans M, (R) diagonalisables et f: X € M, (R) - AX — XB.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. Montrer que ‘B est diagonalisable.

3. Soient (Uy,...,U,) et (Vi,...,V,) des bases de vecteurs propres de A et *B. On pose M;; =U; th.
Calculer f(M; ;) et en déduire que f est diagonalisable.

Exercice 167 (CCINP PSI 2022) [/Solution
Soient (A4, B) € M, (R)? tel que A= AB —BAet f: X € M,(R) — XB — BX

1. Montrer que f est un endomorphisme
2. Calculer Tr(A) et Tr(A®) pour k € N*
3. Montrer que f(A*) = kA* pour k € N*
4

. En déduire que A est nilpotente.
indication : raisonner par l'absurde et s’intéresser d Sp(f)

Exercice 168 (Mines-Télécom PSI 2023) [/Solution

1
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit s une symétrie de E. Soit ¢ : u € L(E) — ¢(u) = §(u os+sou).

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).
2. Déterminer un polynéme annulateur de ¢.

3. ¢ est-il diagonalisable 7 Déterminer ses éléments propres.

Exercice 169 (Mines-Ponts PSI 2012) [[Solution
Soit f défini sur M, (C) par f(M) = (C1+Cs,Cy+Cs,...,Cr_1 +Cy,Cpy + C1), 0 Cp, ..., Cyp, sont les colonnes de M.
f est-il diagonalisable ? Déterminer ses éléments propres.

XII Endomorphismes de K[X]

Exercice 170 (CCP PSI 2013) |/Solution
Déterminer les éléments propres de ¢ : P € R[X]| — 2XP — (X? —1)P".
indication : commencer par chercher le degré des événtuels vecteurs propres.

Exercice 171 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution
Soit f: P € Ry[X] — (X + 1)P'(X) — (bXZ+ X — 1)P(0), b € R.

1. Montrer que f est un endomorphisme de Ry[X] et écrire sa matrice dans la base canonique.
2. Montrer que le polynome caractéristique de f induit une bijection de R sur R.
3. f est-il diagonalisable ?
Exercice 172 (CCINP PSI 2021)
Soient a € Ret f(P) = (X —a)P' + P — P(a).
1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R, [X].

2. Déterminer le noyau, I'image et les éléments propres de f.

Exercice 173 (Centrale PC 2015) |/Solution|

—1
Soit M € M, (R) dont les coefficients juste au dessus de la diagonale sont n

2
S e , ceux juste en dessous
n n

3=

n—1

,-..,——, les autres étant nuls. En considérant 'endomorphisme de R,,_1[X] canoniquement associé & M, dire si

n
M est diagonalisable.

Exercice 174 (ENTPE-EIVP PSI 2015) |[Solution/

Soit a € R. Trouver les éléments propres de ¢ : P € R[X] — (X —a)P’.
Quels sont les polynémes divisibles par leur dérivée ?



Exercice 175 (CCINP PSI 2023) |/Solution

Soit ¢ lapplication qui & tout polynéme P de R3[X] associe le reste de la division euclidienne de X 2P par X* —1.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X]
2. Montrer que ¢ est diagonalisable et donner ses éléments propres
3. Calculer Tr(p) et det(p).

Exercice 176 (TPE-EIVP PSI 2019) |/Solution

Soient E = C,,_1[X], F et G de degrés n avec G scindé & racines simples ay, ..., a,.

1. Montrer que ¢ qui & P € E associe le reste de la division euclidienne de F'P par GG est un endomorphisme de E.
X — as

2. On pose L; = H 4
S G — Ay

J#i
3. @ est-il diagonalisable ?

Exercice 177 (ENSEA-ENSIIE PSI 2013) |/Solution|

1-X
Soit ¢ défini sur R, [X] par ¢(P) 1+X)"P (m)

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].

. Montrer que (Ly,..., L,) est une base de E.

1
= 2n/2(

2. Résoudre I'équation ¢(P) = Q. Montrer que ¢ est un automorphisme et déterminer ¢~

3. En déduire que ¢ est diagonalisable.

Exercice 178 (ENSAM PSI 2007) |/Solution/

oo
Soit w défini sur R, [X] par u(P)(z) = €® e 'P(t)dt. Montrer que u est un endomorphisme et donner sa matrice

x
dans la base canonique. u est-il diagonalisable ?

Exercice 179 (Centrale PSI 2013) |/Solution/
1 1 1
Soit A € R, [X] tel que / At)dt #O0etu: P— A/ P(t)dt — P/ A(t) dt. Montrer que u définit un endomorphisme
0 0 0
de R, [X]; u est-il diagonalisable ?

Exercice 180 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/
X+1
1. Donner les éléments propres de ¢ € L(R[X]) défini par ¢(P) = P (T—’—) On pourra utiliser (X 4 a)*.

1 1+up
2. Idem pour ¢ € L(C*(R,R)) défini par ¢(f)(z) = f (x; > On pourra utiliser la suite ug = 2, 41 = —|—2u .

Exercice 181 (Mines-Télécom PSI 2023) [/Solution
Soit ¢ I'application de R3[X] dans R* : P+ (P(0), P’(0), P(—1), P'(—1)).

1. Montrer que ¢ est linéaire.
2. Déterminer ker ¢. L’application est-elle bijective ?
3. Exprimer M, matrice de ¢ dans la base canonique.

4. a) Montrer que M est diagonalisable.

b) Donner un polynéme annulateur de M.
¢) M est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

5.a) Montrer qu’il existe un unique polynéme @ tel que ¢(Q) = (0,1,0,1).
b) Déterminer Q.

¢) En déduire la valeur de la somme Z k2.
k=0
indication : comparer X? et Q(X) — Q(X — 1)

XIII Endomorphismes sur les espaces de fonctions

Exercice 182 (Mines-Ponts PSI 2015) |/Solution

Soit E D’espace vectoriel des fonctions continues de R dans R admettant une limite finie en 4-0o. Déterminer les éléments
propres de T qui, & f € E associe T(f), définie par T'(f)(x) = f(x + 1).

Exercice 183 (Mines-Ponts PSI 2016) [[Solution

Soit D(f) : @ +— xf'(z). Montrer que D est un endomorphismes de C>° (R, R) ; trouver son noyau et ses éléments propres.



Exercice 184 (CCP PSI 2015)
Soient £ = C™®(R,R) et ¢ défini sur E par ¢(f)(z) = f'(x) — zf(z).

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Déterminer ses éléments propres puis ker(¢?).

Exercice 185 (CCINP PSI 2022) [/Solution
1

x
Soient E = C°([0,1],R) et o définie sur E par o(f): 2 € [0,1] — w/o f()dt iz €]0,1]
£(0) siz=0
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de FE.
indication : DL de f avec Taylor-Young

2. Montrer que 0 € Sp(yp)

3. Montrer que 1 € Sp(¢p) et déterminer Ey(yp).
indication : montrer qu’un vecteur propre est nécessairement de classe C' sur 10, 1]

4. Déterminer les autres valeurs propres et sous-espaces propres de .

Exercice 186 (Mines-Ponts PSI 2014) |/Solution/
1
Soient E = C°([0,1],R) et f € E. On pose T(f) : x € [0,1] — / min(z, t) f(t) dt).
0

Montrer que T est un endomorphisme de E. Trouver ses éléments propres.

Exercice 187 (CCP PSI 2007) |/Solution/

Montrer que u défini par u(f)(z) = / cos(x — t) f(t) dt est un endomorphisme de C°(R,R). Calculer u(f)(0). Trouver

0
les fonctions f telles que u(f) soit constant.
Déterminer les valeurs propres de w.

XIV Applications et autres
Exercice 188 (CCP PSI 2012) |/Solution

Unp
Soit (un)nen une suite réelle telle que pour tout n € N, on a u,43 = 6upto — 1luy41 + 6uy,. On pose X, = | wpta

Upn+2
Déterminer A € M3(R) telle que X,,+1 = AX,, et en déduire u,, en fonction de ug, u1, uz et n.



Solutions

1 -1 0 1 0 0 0o 1 2 0 0 O
Exercice 1 [[sujet] A" = -1 1 1 02" o0 |PYHB=(1 1 -1 01 0 |P,
0 1 1 0o o0 3" 1 -1 1 0 0 16"
11 1\ /2" 0 2"-1 1 1 1\ /4" 0 nda"!
C"=(1 00 0 1 —2n |PLD'=[-1 0 0 0 47 p4ant ) Pt
1 10 0 0 1 0 -1 0 0 0 4n
1 1 1
Exercice 2 A = Pdiag(—1,-1,2)P Y avec P=| -1 0 1
0o -1 1
Exercice 3 1. Cy =2C; et C3 = —3C; # 0 donc rg(A4) =1
2. 0 € Sp(A) et mg(A) > dim(ker(A)) = 2. Comme Tr(A) = —7,0ona X4 = X*(X +7)
3. Ep(A) = Vect{(2,—-1,0),(3,0,1)} et E_7(A) = Vect{(1,2,4)}
4. DZ
Exercice 4 1. Xy = (X —2)°
2. Non car sinon elle serait semblable & 213 et P2IsP~1 = 215 # A.
3. u=(1,2,0),v=(0,3,—-1) et w=(0,0,1) par ex
2 0 3 1 0 0
4. A=P|0 2 3 ]|siP=[2 3 0
0 0 2 011
1 11 2" 0 2" -1
Exercice 5 A"=(1 0 O 0 1 —2n |P!
1 1 0 0 O 1
Exercice 6 1. X4 = (X —1)(X —2)? et rg(A — 2I3) =2
2. E3(A) = Vect{(1,0,1)} et E1(A) = Vect{(1,—1,1)}
1 0 0 1 10
3. u=(1,0,1)et v=(0,1,0) puisT=[0 2 1])siP=|-1 0 1
0 0 2 1 10
1 0 0
4. TF =0 2" k2*' | et A" =PT"P!
o o 2
Exercice 7 |/sujet] 1. Xy = (X = 1)(X? —2aX +a? —1) donc Sp(M) = {l,a — 1,a + 1}
01 -1
2. Myestsymréellee P=|1 0 0 | etD=diag(l,a+1,a—1) (distinguer & = 0 et & = 2 pour les dimensions
0 1 -1

des espaces propres)
3. det(M,) =a*—1

4. ker(M;) = Vect{(1,0,—1)} et Im(M;) = Vect{(1,0,1),(0,1,0)}. Puis ker(M_1) = Vect{(1,0,1)} et Im(M_;) =
Vect{(—1,0,1),(0,1,0)}

Exercice 8 rg(A) = rg(A — I3) = 2 donc {0,1} € Sp(A); comme Tr(A) =1, X4 = X*(X — 1) donc A n’est pas

1 3 1 0 0 -1
DZ puisque dim(Eg(A))=1. A= 0 1 0 00 1 |pP
1 20/ \0 0 0

Exercice 9 Xa=X(X—-1)(X—a);sia¢{0,1} X4 est SARS donc A est DZ, pour a = 0 rg(A) = 2 donc pas
DZ et pour a =1, rg(A — I3) = 1 donc pas DZ : Q = {0, 1}.

1 3 1 00 —1 111 00 0
Poura=0,A=[0 1 0 0 0 1 |Pletpoura=1,A=[0 1 0 01 1])pt
1 20 00 0 1 10 0 0 1

Exercice 10 [[sujef]] On a Xy = (X — 1)[(X — 1)? + 2] SARS si z # 0 donc M est DZ. Pour z = 0 la seule vp est 1 donc
si M était DZ, on aurait M = PIsP~! = I3, absurde. M est DZ si et seulement si z # 0.



Exercice 11 [[sujet] Ona Xy = (X +a)(X +b)(X —a—b);sia#bet —a# a+bet —b+# a+balors X4 est SARS
donc A est DZ. Si a =b # 0, on vérifie rg(A + al3z) = 1 donc A est DZ. Si 2a 4+ b =0 et a # 0 on vérifie rg(A + al3) = 2
donc A n’est pas DZ (idem si a 4+ 2b =0 et b # 0). Enfin, si a = b =0 A est nulle.

Exercice 12 W X4 =X2—aX —a done X)) = 3X2% — q.Sia < 0 alors X4 est strictement croissant sur R donc
Sp(A) = {\} et A ne peut pas étre DZ car sinon on aurait A = \3. Si a = 0 alors X4 = X* donc A ne peut pas non plus

2 27
étre DZ. Sia > 0, X4 (\/;) <0et Xy <—\/§) =a (g\/g— 1> donc X4 est SARS si et seulement si a > Z; on en

27 27
déduit A DZ si a > — 1 par contre si 0 < a < e , X4 n'est pas SARS et comme rg(A — A\l3) > 2 donc dim(F)(A)) < 1
2
et A ne peut pas étre DZ. Ainsi, A est DZ si et seulement si a > 17

Exercice 13 1. Xy = (X - 1)(X —2)(X -3)

2. An:(3 2+ 72n)A2+(2n+2,372+5>14+(3"—3><2n+3)13

Exercice 14 1. A=als+cJ +bJ?
2. X; = X% —1 est SARS
1 1
j 4% ) donc A = Pdiag(a + b+ c,a+cj+bj% a+cj> +bj)P~!
) .
J J

3. J = Pdiag(1,j,j?) avec P =

— =

Exercice 15 1. Xyy=(X-b)(X—-a-0c)(X—a+c)
2. ker(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,—1),(0,1,0)} et ker(M(a,b,a)) = Vect{(1,0,-1)}
3. det(M(a,b,c)) = bla —c)(a+c¢). Sib =0 et |a] # |c| ker(M(a,0,¢)) = Vect{(1,0,—1)} et Im(M(a,b,c)) =
Vect{(a,0,¢),(c,0,a)}.Sib=0eta = ¢, ker(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,—1), (0,
0)} et Tm(M(

Sib=0eta= —c ker(M(a,0,—a)) = Vect{(1,0,1),(0,1, a,0,a)) = Vect{(1,0,—1)}. Si b # 0
et a = ¢, ker(M(a,b,a)) = Vect{(1,0,—1)} et Im(M(a,b,a)) = Vect{( 0, 1) (0,1,0)}. Si b # 0 et a = —c,
ker(M(a,b, —a)) = Vect{(1,0,1)} et Im(M(a,b,a)) = Vect{(1,0,-1),(0,1,0)}.
1 0 1 1
4. M(a,b,c) est DZ car symétrique réelle et M(a,b,c) = Pdiag(b,a + ¢,a — c¢)P~! avec P = 7 V2 0 0 |e
0O 1 -1

O3(R) donc P~ = 'P

Exercice 16 |[sujet] 1. M est symétrique réelle
2. R=al3+bM = P(al3 +bD)P~' si M = MDP~" donc R est DZ
3. rg(M + I) = 1 donc mq (M) 2z dim(E;(M)) = 2 et Tr(M) = 0 donc Xy = (X — 1)*(X — 2). En DZ, on trouve
U, =2x 1" +1x2" € Net limu, = +oco.
la—bl<loua—-b=1
4. v, =2x% (a—b)" +1x (a+ 2b)" donc (v,) CV si et seulement si et
la+2b <1loua+2b=1

Exercice 17 X4 = (X —1)%(X —2) donc A est DZ si et seulement si rg(A —I3) = 1 ce qui est vrai si et seulement
si @ = 0. Dans ce cas (X — 1)(X — 2) annule A donc A" = (2" —1)A+ (2 —2")1s.
Exercice 18 1. Xy = (X —1)(X —2)(X —n)

2. Sin¢ {1,2} Aest DZ;sin=1, rg(A — I3) = 2 donc non DZ; si n = 2, rg(A — 2I3) = 1 donc DZ

Exercice 19 [[sujet]] X4 = (X +1)3 et A # I3 donc A,, n’est pas DZ.

Exercice 20 1. X4 = (X —1)(X +m—1)2 Sim = 0alors Sp(Ag) = {1} et F1(Ag) = Vect{(0,1,0),(1,0,1)}.
Sinon, Sp(4,,) = {1,1 — m}; E1(An) = Vect{(1,1,1)} et E1_m(Am) = Vect{(1,0,1)} sauf pour m = 2 ou
_3(As) = Vect{(1,0,1), (1,1,0)}

2. A,, est DZ si et seulement si m = 2 et inversible si et seulement si m # 1

1 11
3. Porm=2,P=(1 0 1
1 1 0
Exercice 21 |[/sujet] 1. En développant directement le déterminant par la premiere colonne, on trouve D, o =

2¢c080D, 11 — D, puis le résultat donné par récurrence sur n (double)

0,1,0)} et Im(M(a,0,a)) = Vect{(1,0,1)}.



k
2. Si 6 = ni—:—rl pour k € [1,n] alors 2 cos 6y est une vp de A,, ; ces vp sont distinctes puisque 0 €0, 7[ sur lequel

cos est strictement décroissante donc bijective. A,, possede n vp distinctes donc est DZ.

Exercice 22 1. u, = acos(nh) + Bsin(nd) donc E = Vect{(sin(nd)), (cos(nh))} est de dimension 2

a=0 R o : (2k + 1)m
2 = =0< { d 1 t tell t t seul tsi =-—1r—"—
Uy = Upy1 Beos((p+1)6) = 0 onc il existe une telle suite si et seulement si S+ 1)
k€ [0,p]
Ul
3. On vérifie que si on pose X = alors la suite (u,,) est dans E et doit vérifier up = u,11 = 0 donc on a une
Up
(2k + 1)m

solution non nulle si et seulement si A = 2 cos avec k € [[1,p] ce qui donne p valeur propres distinctes

2(p+1)
(car cos est strictement décroissante sur |0, 7[). On en déduit que X4 est SARS donc A est DZ et que ses espaces
propres sont des droites (engendrées pas les suites (u,) de E avec ug = 0 et u; = 1 pour les différentes valeurs de
0 précédentes)

Exercice 23 1. X = (X — 1)*(X —2)? donc f est DZ si et seulement si rg(f — id) = rg(f — 2id) = 2 ce qui
est le cas si et seulement si a =0+ c.

2. Dans ce cas, P = (X — 1)(X — 2) annule f et on aura f™ = af + fid si R = aX + [ est le reste de la division
euclidienne de X" par P.

Exercice 24 |/sujet] 1. symétrique réelle

2. Sp(A) = {3 i2\/5}

3. Successivement : C; <— C; — C} pour j > 2 puis développer par rapport a Cy, ; le deuxieme déterminant se ramene
a un déterminant diagonal aprés dvt par rapport a la derniere ligne

4. (~1)"*P,(k) = (n—k—1)(=1)""1"*P,_1(k) si k €[0,n — 2] donne le résultat par récurrence si k € [0,n — 2]
et P,(n—1) = —(n—1)! <0. Cela veut dire que P,, change de signe sur tout intervalle de la forme |k, k + 1[ pour
k €[0,n — 2] donc (TVI) s’annule au moins une fois sur ces n — 1 intervalle.

5. De plus P,(n—1) <0et P,(x) ~ 2" —— 400 donc P, s’annule aussi une fois sur |n — 1,400[. P, est de

—+o0 T—r+00
degré n et possede au moins n racines distinctes donc est SARS

Exercice 25 [[sujet] 1. On effectue L; + L; — Ly pour ¢ > 2 (il n’y aura plus de ¢t dans les autres lignes que L;) et si
on développe par rapport & L1, A est affine. Il existe «, 5 tels que A(t) = at+8;0ona A(—c) = (a—c)" et A(=b) =

_pn —ac+fB=(a—c)" C(a=b)"—(a—c)" Cba—o)" —cla—o)"
(a b) donc { —ab+ 6 — (a _ b)n on trouve alors a = — ot B _ o s
on en déduit Xy = —b(X —a+)" +e(X —a+b)"
Y —b+c
— n B )
2. XJ\/[(A) =0« (M> = é, soit & c C tel que 5 = . on trouve alors \ — a b+ (C a)(5k voc
A—a +c C o 6k

2ikm

b
0p = de » # 1lcar o = - # 1. On vérifie que ces valeurs de A
Xy est SARS et M est DZ

—~ Ol

pour k € [0,n —1]) sont 2 & 2 distinctes donc

Exercice 26 On vérifie rg(A) = 2 et Eo(A) = Vect{E2;41 — E1,E9;yo — E2,1 < i < n— 1} puis AX =nX si
X = Z Ey ou X = ZEgi,l donc A est bien DZ.

i=1 i=1

Exercice 27 On vérifie X4 = X" — Hai. S’il existe i tel que a; = 0 alors Sp(A) = {0} donc si A est DZ si et

i=1
n

seulement si A = 0. Sinon X4 est SARS sur C et les vp de A sont les racines n®™° de H «;. Un vecteur propre associé a

i=1

a1 102 Q1.0
un tel \ est (1,7, 2o T et )

Exercice 28 |/sujet/ 1. Si z,, = 0 alors la derniére ligne du systéeme AX = AX donne a,_12,_1 =0 donc x,_1 =0
puis z; = 0 par récurrence descendante

2. Si dim(Ey(A)) > 2, on prend deux vecteurs propres X,Y linéairement indépendants; le ,Y — y, X est alors un
vecteur propre dont la derniere coordonnée est nulle, ce qui est absurde avec Q1



3. A est sym réelle donc DZ, my(A) = dim(Ex(A)) = 1 donc X4 est SARS

Exercice 29 [[sujet] l.a) MeAe M= <:% fa) avec a € R donc on vérifie (par R-linéarité de la conjugaison)
que A est un R-ev puis (avec § = a + ib), on trouve A = Vectr{E11 — E22,FE12 — E21,iE1,2 +iFE51} donc
dimR(A) =3

0 1 . 0
b) M_<—1 O)EAmalszM—(_Z, 0)¢A
O[i"’ |/8|2 = 1 . 0 €i9
2. MeAnB& (¢ af=0 @azOetﬁ:ewdoncAﬂB:{(__7;9 O),GER}
—a?+|pr=1 ¢
af? + |3 = 1 .
i a B [+ 18 =1 _ 7 a B
3. On vérifie M = € B & D = & y=—-0 On a donc M = — _ | avec
v 9 ay+ 6 =0 21182 =1 -5 @
el af? + |82 =

|a|? 4+ 8> = 1. On a alors Xy = X? — 2X Re(a) + 1, A = 4(Re(a)? — 1) et comme Re(a)? < |af* =1 — |8, si
B #0,0na A 0 donc M est DZ. Reste les cas 8 = 0 qui sont évidents car M est déja diagonale.
Exercice 30 1. Comme a # 0, ker(u — id) = ker(f) est un hyperplan donc dim(E;(u)) =n — 1.

2. w est donc DZ si et seulement si v admet une autre vp \; si u(z) = Az avec X # 1 alors « € Vect{a} donc u est DZ
si et seulement si a est vecteur propre de u pour une valeur propre autre que 1 donc si et seulement si f(a) # 0.

Exercice 31 1. Facile
2. onazx= ig;a car {(a) € R™.
3. f(z) = —4(a)z (donc vp si x # 0)
4. f*(x) = —L(a)f(z) donc X (X + £(a)) annule f. Si £(a) # 0, il est SARS et si £(a) = 0 alors f2 = 0 donc non DZ
(0 est la seule valeur propre possible et f # 0)

5. si £(a) = 0 alors Xy = X™; sinon Ey(f) = Vect{a} et E_;q)(f) = ker(f) est un hyperplan donc Xy = X (X +
{(a))""'. Dans tous les cas, Tr(f) = —(n — 1)¢(a).
Exercice 32 1. 1g(A) =1si X #0 (et A =0s1 X =0); donc mo(A4) = n—1 et Sp(A) = {0, Tr(A4)} (et
Tr(A) = *XX)
2. Xy =X""HX -Tr(4) = X" (X - 'XX)
3. det(A+1,) = (—1)"X4(-1)
Exercice 33 1. rg(M)=1
2. det(M — AI,) = (=1)" Xy (\) = (=1)" X" 1 (X — Tr(M)) (matrice de rang 1) et Tr(M) = 'Y X.
3. det(X'X + A) = det(A)det(M + I,,) = det(A)(=1)"(=1)" "1 (-1 - XA X).

Exercice 34 1. (Cy,Cy) est libre puis C; = %Cg donc rg(A) = 2 et ker(A) = Vect{jes — 2¢;}

2. A est symétrique réelle donc DZ (& voir plus tard; on ne va pas s’en servir pour la suite); on a mg(4) >
dim(ker(A)) = n — 2 (si on sait déja A DZ, c’est méme = n — 2).
3. Si on note X, le polynéme caractéristique de A € M,,(R), en dvant par la derniére colonne puis la derniére ligne,
on a X, (A\) = AX,,_1 XA —n?; on en déduit x4 () = \""2(A\2 — X\ —5) avec s = Ziz comme A = 1+4s% > 0 et que
i=2
s # 0, on a bien Sp(A4) = {0,A\,1 — A} (car Tr(A) = 1). On peut alors retrouver A DZ puisque mo(4) =n —2 =
dim(ker(A)).
4. X(X? - X —5) = X(X — A\)(X — 1+ \) convient puisque A est DZ
Exercice 35 1. L; =il # 0doncrg(A) =1;onadonc0 € Sp(A4) et mg(A4) > dim(Ep(A4)) = n—1. Comme
n 1 2 2 1)2
Tr(A) = Zi?’ = (%) ,ona Xy = X"! (X - w> et A est DZ car mp(A) =n—1 = dim(Ey(A))
i=1
2. fait

3. j2Cy = C; donc on trouve Fo(A) = Vect{j’e; —e1,j €[2,n]} et E,2012 (A) = Vect {Ziel}
! i=1

Exercice 36 1. Facile



2. rg(a,) = 2 ¢’il existe i > 2 tel que a; # 0 (ce que 'on supposera par la suite car sinon A, est déja diagonale),
rg(a,) = 1 sinon et si a3 # 0 et A, = 0 si tous les a; sont nuls. On en déduit 0 € Sp(A4,) et mo(4,) >
dim(Ep(A,)) =n — 2.

3. Facile (rec par exemple)

4. A = a? —4b,;si A # 0 et b, # 0 (possible dans C) alors A, posseéde trois valeurs propres, deux simples et 0
d’ordre n — 2 avec dim(FEy(A,)) = n — 2 donc A, est DZ. Si A # 0 et b, = 0 alors P, = X" (X — a;) donc

2
mo(A,) = n —1 # dim(Eg(A,)) et A, n'est pas DZ. Enfin, si A = 0 et b, # 0 alors P, = X" 2 (X — C;—l) :
rg (An — %In) >n —1 car a; # 0 donc les colonnes Cs, ..., C, sont linéairement indépendantes et A,, n’est pas

DZ.

Exercice 37 |/sujet] 1. sym réelle
2. Cp = "7 1Cy et C; # 0 donc rg(A) = 1 puis (fait en cours) Xs = X" (X — Tr(4))
2n—2
3. Comme dim(Ep(A)) =n —1, A est DZ si et seulement si Tr(A) # 0 et Tr(A) = Z ok =
k=0
déja vu : cas réel) donc A est DZ si et seulement si « n’est pas une racine non réelle 2n®™¢ de unité

170[271

T oz (pour a? # 1,
-«

Exercice 38 Comme (a,b) est libre u(z) = 0 < (alz) = (blz) = 0 donc ker(u) = P = Vect{a,b}*. Si (e3,...,en)

est une base de P, dans B = (a,b,e3,...,¢,), on a Matg(u) = (é 8) avec A = ((a1|b) (a1|b)) donc u est DZ si et

seulement si A est DZ. Comme X4 = X? —2X + 1 — (a|b)? et A = 4(1 — (a|b)?) > 0 d’aprés Cauchy-Schwarz, X4 est
SARS donc A est DZ

Exercice 39 Si A=S8~—1, onarg(d) =1donc Xy = X" HX — Tr(A)) = X" (X +1); on en déduit
Xs = (X —1)" (X)) puis E1(S) = Ep(A) = Vect{are1 — a;e;,i = 2} et Eo(S) = E_1(A) = Vect{aie; + -+ anen}

Exercice 40 rg(A — 2I3) # rg(B — 2I5) donc A et B ne sont pas semblables (A n’est pas DZ alors que B est)

Exercice 41 |/sujet] 1. A et B sont alors DZ et semblables & la méme matrice diagonale donc semblables entre elles
2. A=0et B = Ej2 ne sont pas semblables mais Sp(4) = Sp(B) = {0}.

Exercice 42 1.a) Cours

b) Fait en cours (trigonaliser)
2. On a Sp(A) = {\1, \a} = Sp(A4?%) = {A3, A2}, on a donc deux cas :
— A1 = M et Ay = A3, ce qui donne Sp(A) C {0,1} : si Sp(4) = {0} alors X4 = X? puis (C-Ham) A? = 0 donc
A = 0 aussi (récip OK), si Sp(A4) = {0,1} alors X4 = X (X — 1) donc (C-Ham) A% = A (récip OK), ou bien

Sp(A) = {1} et dans ce cas A est semblable & T = (1 a) et comme T?% = (2 O> T (1/2 (1)> la réciproque

0 1 0 1 0
est OK.
— A = A3 et Ag = A} ce qui donne Sp(A) = {0} puis A = 0 (OK), ou Sp(4) = {1} (donc OK) ou enfin
Sp(A) = {j,7%} et A est semblable & D = ((J) ]02) et comme D? = <(1) é) D ((1) (1)) c’est OK aussi.
Les solutions sont donc les matrices de projections, celles dont le spectre est {1} et celles qui sont semblables & D.

3. Si A # +1 est vp de A alors Sp(A4) = {\,A7'}; A et A~ sont DZ et semblables & diag(\, \™') donc semblables
entre elles. Si 1 est vp simple de A alors —1 est Pautre vp, A et A~! sont semblables & diag(1, —1) donc OK. Si 1

est vp double alors soit A est DZ et A = I, (donc OK) soit A est TZ, semblable & <(1) ?) avec a # 0. A™! est

1 —a\ (-1 0\ (1 a\(-1 0\
alors semblable a (O 1 ) = ( 0 1) (0 1) ( 0 1) donc OK aussi (idem pour —1).

Exercice 43 X4 = X(X—2)(X+2) donc on a 3 droites stables : Eg(A) = Vect{(1,1,1)}, E2(A) = Vect{(1,—-1,1)}
et E_o(A) = Vect{(0,1,1)}.

Si P est un plan stable et v 'endomorphisme induit par A sur P alors v est DZ et X,|X4. On a donc X, = X(X — 2)
et dans ce cas P = ker(v o (v — 2id)) (C-H) donc P C ker(A? —24) = {(x,y,2),2 = 2z} qui est un plan stable; avec
X, = X(X 4 2) on trouve P, = {(x,y,2),y = 2z} et avec X, = (X —2)(X +2), Ps = {(z,y,2),2c +y — z =0}

Exercice 44 [[sujet]] Xar = (X —2)(X — 1 —i)(X — 1 + 1) donc dans R?, une droite stable Ey(M) = Vect{(1,1,1)}. Si
P est un plan stable et v 'endomorphisme induit par M sur P alors X, est réel et divise Xy donc X, = X2 —2X + 2
puis pas C-H, P C ker(M? — 2M + 2I3) = {(2,y, 2),y + z = 0} qui est bien un plan stable.



1 sik=0
. - _ 3 —
Exercice 45 |[sujet/| Xa = (X +1)° et rg(A+ I3) = { 9 sinon

Si k = 0 toute droite incluse dans E_1(A) = {(z,y,2),z = 0} est stable; si k # 0, une droite stable E_;(A4) =
Vect{(0,1,1)}. Si P est un plan stable et v ’endomorphisme induit sur P alors X, = (X+1)? donc (C-H) P = ker(v+id)* C
ker(A + I3)%; si k # 0 alors ker(A + I3)* = {(x,y,2),y — 2z = 0} est un plan stable alors que si k = 0, (A + I3)*> = 0
donc son noyau est R? donc pas un plan (et P C R® n’apporte pas grand chose). Si k = 0, ker(A + I3) = Vect{es,e3}
est un plan stable; si P est un autre plan stable, il existe g € P tel que (A + I3)zg € Im(A + I3) \ {0} et comme
Im(A + I3) = Vect{(0,1,1)}, (0,1,1) € P On a donc P = Vect{zo, (0,1,1)} avec xo ¢ ker(A + I3), on vérifie alors que
tous ces plans sont stables.

Exercice 46 1. X4 = (X —3)3 et dim(F3(A4)) =1
2. Une seule droite stable : E3(A)
3.a) cours
b) deg(X,) = dim(P) = 2 donc X, = (X — 3)? et avec C-Ham, P = ker(a’ — 3id)? C ker(a — 3id)*

¢) On vérifie que ker(a — 3id)? est bien un plan (donc = P) et c’est le seul plan stable.

Exercice 47 1. Sixz € H et Im(u — Aid) C H alors u(z) = (u— Mid)x + Az € H donc H est stable; si H est
un hyperplan stable alors E = H @ Vect{e} donc u(e) = zg + Ae et on vérifie que Im(u — Aid) C H.

2. X4 = X3 donc 1 droite stable Ey(A) = Vect{(1,—1,—1)}; si P est un plan (donc hyperplan) stable par A alors
Im(A — M3) C P donc A — A3 n’est pas inversible, ie A € Sp(A4) = {0}, puis Im(A) C P donc P = Im(A) car
rg(A) = 2. On vérifie ensuite que Im(A) est bien un plan stable.

Exercice 48 1. X4 = (X +4)%(X +2) et rg(A+4I3) = 2 donc A et *A ne sont pas DZ.
2. Deux droites stables E_o(A) et E_4(A).

3. Si R? est muni du produit scalaire canonique (X|Y) = ‘XY alors P = N+ si n = (a,b,c); si P est stable par
A alors pour X € P, on a AX € P donc (AX|N) = 0 et on vérifie (AX|N) = (X|"AN) donc ‘AN 1 X pour
tout X € P, ce qui signifie que AN € P+ = Vect{N} puis AN = AN donc N est un vecteur propre de *A (car
N # 0). On a donc deux plans stables E_4(‘A) et E_5(*A) (pour lesquels on vérifie que ce sont bien des plans
stables vu que le début de la question ne faisait pas prouver ’équivalence, qui est pourtant vraie).

Exercice 49 |/sujet] 1. {0} et E sont stables. Si f est une rotation de R? d’angle 7/2, alors f n’a pas de valeur
propre donc il n’existe pas de droite stable et {0} et R? sont les seuls sev stables

2. ker(f) # {0} et ker(f) # E (car f # 0) est aussi un sev stable.
Si n est impair alors f admet 4 espaces stables : {0}, ker(f), Im(f) et E. ker(f) = Im(f) est impossible en
dimension impaire avec le th du rang.
f associé & E 5 (nilpotent) possede 3 espaces stables : {0}, ker(f) = Im(f) = Vect{e;} et R?.

3. Si Xy est SARS, on vérifie qu'un sev est stable si et seulement si il est engendré par une famille de vecteurs propres
de f : si F est stable alors g induit par f sur F est DZ donc F = Vect{u;} avec u; des vp de g, ie des vp de f qui

appartiennent & F' (récip facile). On a donc Z sev de dimension k stables par f.

Si A est vp multiple de f alors toute droite incluse dans F)(f) (il y en a une infinité) est stable par f.
Exercice 50 1. A= PDP ™! avec D = diag(0,2) et P = <_11 1)
2. X commute avec A donc, comme les vp de A sont simples, on a X = PAP™! avec A = diag(a, B) telle que

2 _ _ 1
{ ZQ ig: 3 { gi ?1]: _g On a donc 4 solutions : X = Pdiag(0,1)P~* = §A, X = Pdiag(—1,1)P~! =

1
A — I, X = Pdiag(0, —2)P~! = —A et X = Pdiag(—1,-2)P ! = 5A - I

Exercice 51 |/sujet] 1. facile puis X4 est SARS

11 e _1_1<2 1)
2.P—(1 72>,D—d1ag(1,—8)etP =3\1 1

3. B® = Asi et seulement si A® = D avec A = P! BP donc une seule solution A = diag(1, —2) et B = PAP™!

01 2 -1 0 0
Exercice 52 [[sujet] 1. A=(0 0 2 0 1 0)pP!
11 -1 0 0 3

2. Facile (grace aux coefficients diagonaux de D qui sont distincts 2 & 2)



3. On pose M = PNP~! puis M + M + I3 = A si et seulement si N + N + I3 = D, N commute avec D donc

a +at+1=-1 a=1
est diagonale; N = diag(a,b,c) est solution si et seulement si { b'+b+1=1 & b=20 (la fonction
" +e+1=3 c=—1

x — ' + x + 1 est bijective donc il n’y a & chaque fois qu'une solution). La seule solution est donc M =
Pdiag(1,0,—1)P~ 1.

2

0 0 O 0 0 O
Exercice 53 OnaB?=[0 0 —1|] =[0 —1 0 | doncsiA estsemblablea B e; et e3 sont des vecteurs
01 O 0 0 -1

de ker(A? + I3). On vérifie que ker(A? + I3) # {0} : sinon, comme (A? + I3)A = 0, on aurait Im(A) C ker(A% 4 I3) donc
A = 0. On choisit ey € ker(A + I3) non nul, on pose e3 = Aey et on choisit e; € ker(A) non nul, ce qui est possible car
si ker(A) = {0}, A est inversible donc A? + I3 = 0 puis det(A)? = det(—1I3) = —1 ce qui est absurde avec une matrice
réelle. Reste a vérifier que (e, ea, e3) est libre : si ae; + fea +yAes = 0 alors (en composant par A), fAes —ves = 0 puis
—fBey —vAes =0 donca= 8 =~=0.

Exercice 54 |/sujet] 1. X4 = (X —1)(X +1)? et dim(E_;(A)) = 1 donc pas DZ

1 0 1
2. on prend e; vp ass a 1, ex vp ass & —1 et e3 tel que u(es) +e3 =exsdonc P=|1 2 1 | convient.
1 -2 0

3. u commute avec v si et seulement si Matg(v) =

o o e
o ot O
>0 O

Exercice 55 |/sujet] 1. facile

2. cours
3. Ey(u) est une droite. Si e est un vp de u alors D = Vect{e} est une droite stable par v donc e est aussi un vp de v

4. toute base de vp de u convient; Z, est donc isomorphe (se placer dans une telle base) & I’ensemble des matrices
diagonales donc dim(Z,) = n

T

Exercice 56 1. = H(X — A;) convient (cours) et si P(A) = 0 alors Ay,..., A\, sont r racines distinctes
i=1
de P donc deg(P) > r.
2. Si B = P(A) alors on écrit P = Py@ + R avec deg(R) < r —1 et on a B = R(A) car Py(A) = 0. On a donc
B € Vect{I,, A,..., A" '}; Vinclusion réciproque est évidente donc K[A] = Vect{I,,, A,..., A"~} puis on vérifie
que (I, A, ..., A""1) est libre car si apl, + A+ -+, 1A' =0alors P=ag+uy X+ +a,_ 1 X!
annule A et est de degré < r donc est nul, ie a; = 0.
3. Si B commute avec A alors les espaces propres de A sont stables par B donc si A = Pdiag(A I, .-, /\TLM)P_1
alors B = Pdiag(By, ..., B,)P~! (diag par blocs) ; le réciproque étant évidente, on en déduit que (By, ..., B,) —
Pdiag(By,...,B,)P~! est un isomorphisme de M,,, (K) x -+ x M,, (K) sur C(A), ce qui donne dim(C(A)) =

> dim(Myy, (K)) = m}.
i=1 i=1

I T
4. dim(C(A)) =r & Z m? = r ce qui arrive si et seulement si m; = 1 et comme n = Z m;, ceci équivaut an =r (A
i=1 i=1
posséde n vp simples) ; les autres équivalences sont évidentes avec ce qui précede, en particulier car K[A] C C(A)
donc K[A] = C(A) si et seulement si dim(K[A]) = dim(C(A)).

Exercice 57 [[sujet]| On vérifie A = PDP~! avec D = diag(0,3, —3), on vérifie que si M* +2M = A alors AM = MA =
M* + 2M? donc P~'MP commute avec D. Comme les coefficients diagonaux de D sont 2 & 2 distincts, on en déduit

a®+2a=0
P~'MP est diagonale. On pose alors M = Pdiag(a, b, c)Pil, M est alors solution si et seulement si { > +20=3 <
A +2=-3
a=0 1
b=1 (car a, b, c sont réels). Il existe donc une seule solution M = Pdiag(0,1, —1)P~! = gA.
=—-1

Exercice 58 1. Si A= PDP ! avec D = diag(a;I,,,) (vp distinctes) alors B = PAP~! avec A = D* + D +
I, = diag(b;I,,,) et b; = a + a; + 1. On aura A = Q(B) si et seulement si D = Q(A) donc si et seulement si
a; = Q(b;) pour tout i (c’est donc un probléme d’interpolation). Comme z + 2 4+ + 1 est injective sur R (car
strictement croissante), les b; sont deux & deux distinctes donc un tel polynome @ existe.



0

Q),onaB:Oetilest
0 =1

2. Le probléme est que dans C, z — 2% 4+ = + 1 n’est plus injective; si on prend A = (

impossible de trouver @ tel que A = Q(B)

Exercice 59 1. Xy = (X — 1)*(X = 3), E1(A) = Vect{(2,—1,1)} et E3(A) = Vect{(0,1,1)} donc A n’est
pas DZ
2. si f(e;) = Aie; alors f(g(es)) = ¢°(e;) = g(f(es)) = Miglei) et g(e;) # 0 car g est bijective (det(g)? = det(f) = 3)
3. Comme F1(f) et E5(f) sont deux droites, engendrées par e; et eg, on a g(e;) € Vect{e;} donc g(e;) = p;e; puis
f(ei) = muZe; donc e; est associé & +1 et ez & £3.
4. Si g était DZ, f = g? le serait aussi

5. g posséde donc deux valeurs propres distinctes (avec 3 g serait DZ) on a donc X, = (X + 1)*(X £+ v/3) ou
X, = (X +£1)(X £ v/3)% Dans le second cas, on aurait (en TZ g) Xy = (X —1)(X — 3)? ce qui est faux. On a donc
X, = (X £1)%(X £V3)

Exercice 60 1. ker(u — 2id) = Vect{e;} et ker(u — id)*> = Vect{es, e3}

2. v commute avec u donc avec (u — 2 — 1) et (u — id)>.

- 1 1\ . .
3. X est diagonale par blocs car les 2 espaces sont stables. On vérifie que Y commute avec (0 1) si et seulement si

a 0 0
) donc les solutions sont X = [ 0 S avec o = 2 (une racine
0 0

5
B

(a" na” b

Y:(a b);onaalorsY": n
a 0 a

0

n®me de 2),B"=letnf" ly=1ey= &
n

Exercice 61 1. ker(f?) = {zey + yes + zes,x +y — z = 0} et ker(f — 2id) = Vect{e; + es}

2.61—62
0 1 1
3. P=PB—-B)=|-4 -1 1
-4 0 0

4. g commute avec f2; on a h* = 0 donc h est nilpotent puis &}, = X2 donc h? = 0 ce qui donnerait ker(f) = ker(f?).

Exercice 62 [[sujet]| Si B existe, on a B® = 0 donc B est nilpotente, donc B*> = 0 (C-Ham). On en déduit Im(B?) C
ker(B) ce qui est absurde car rg(B?) = 2 donc rg(B) > 2 et dim(ker(B)) > 2 qui contredit le th du rg

1 0 0 0 0 1
Exercice 63 1. A=PTP 'avecP=| -2 1 0|etT=[0 1 2
0 01 0 0 1

2. X4 = X(X—1)? donc M*(M?—13)* =0, X*(X?—1)? annule M donc Sp(M) C {—1,0,1}. det(M)? = det(A) = 0

donc 0 € Sp(M).

3. Si Sp(M) = {—1,0,1} alors M est DZ et A le serait aussi donc Sp(M) # {—1,0,1}. Si Sp(M) = {0} alors
Sp(A) = {0} ce qui est faux. On a donc Sp(M) = {0,1} ou Sp(M) = {0,—1}. Les deux espaces propres de M
sont forcément des droites (sinon M serait DZ), on a donc Eq(M) = Eg(A) et Ex1(M) = E1(A) ce qui donne

0 0 « 0 0 1
PMP=|0 41 B | =T On trouve deux solutions opposées T =+ [ 0 1 1
0 0 4#£1 0 01

Exercice 64 Xy = (X —1)(X —2)(X —3) donc A= PDP " avec D = diag(1,2,3). AM = MA si et seulement
si DN = ND avec M = PNP~!; on vérifie que ND = DN si et seulement si N est diagonale (car les vp de A sont
distinctes) donc la dimension du commutant de D est 3, celle du commutant de A est 3 aussi (car N — PNP™! est un
isomorphisme du commutant de D sur celui de A). Comme I3, A et A% sont 3 matrices libres qui commutent avec A, elles
forment une base du commutant de A qui est donc Ry[A].

Exercice 65 |/sujet/| P(A) est DZ et ses espaces propres sont des droites; comme A et P(A) commutent, toutes ces
droites sont stables par A. Toute base de vecteurs propres de P(A) est aussi une base de vecteurs propres de A donc A

est DZ (et on peut vérifier aussi que les valeurs propres de A sont elles aussi deux & deux distinctes puisque P est une
application donc P(A) # P(u) = X\ # p).

Exercice 66 [[sujet]] On vérifie que Xy = X"+ X" 1 +...4 X +1 donc les vp de A sont les racines n + 1°™¢ de 1 autres
que 1 donc n vp distinctes. Tout polynéme annulateur de A est donc divisible par X4 (puisque Sp(A) est inclus dans les

racines d’un tel polyndéme) on en déduit que (I, A4,..., A" !) sont libres et comme A posséde un polynéme annulateur
de degré n, dim C[A4] < n donc dim(C[A]) = n.



Exercice 67 [[sujet] 1. X, est SARS
2. On vérifie Mdiag(1,2,3) = diag(1,2,3)M si et seulement si M est diagonale

3. Comme les vp sont 2 & 2 distinctes, on vérifie comme & la question précédente que dim(C(u)) = 3, (id, u, u?) sont
dans C(u) et libres (car sinon on aurait un polynéme annulateur de degré < 2, ce qui absurde car les 3 vp doivent
étre racines de ce polynoéme) donc c’est une base de C'(u)

Exercice 68 |[sujet/ Tout est fait en cours; on trouve dim(C(f)) = n car C(f) = R[f] et f admet un polynéme
annulateur de de degré n (Xy) mais pas de degré n — 1 non nul (car les n vp seraient racines de ce polyndme) donc

R[f] = Vect{id, f,..., f"'}.
Exercice 69 1. Les espaces propres de A sont des droites stables par B donc engendrées par des vecteurs
propres de B ; toute base de vecteurs propres de A est donc aussi une base de vecteurs propres de B.
2. Polynome interpolateur de Lagrange
3. Ona Q(D) = D' donc Q(A) = B.
4. C’est faux : si A = I alors A commute avec toute matrice B mais toute matrice n’est pas un polynéme en I (les
polynémes en I sont des matrices scalaires donc forcément diagonales).

Exercice 70 |[sujet] 1. Si A= PDP ! alors AMA =0+« DND =0 avec N = P"'MP et comme N +— P"'MP
est un isomorphisme on a 1’égalité des dimension annoncée. On a (DN D); ; = \;d; ;A; donc dim(E) = n*—rg(D)? =
2 2
n? —xg(A)

2. Rien ne change : M — Q~'MP reste un isomorphisme.

Exercice 71 |/sujet] 1. X est vecteur propre de la matrice nulle et si AX = AX, BX = puX alors (e¢d + fB)X =

(@A + Bu) X
2. On complete X en une base B de R™ et on note la matrice de passage de la base canonique de R™ a cette base 5 ;
A
0
ona M € Ex si et seulement si M = PNP~! ott N est une matrice dont la premiére colonne est . |. Comme
0

M +— PMP™! est un isomorphisme, on en déduit que dim(Ex) = 1 +n(n — 1) car {E11}U{E;;,i>1,j > 2} est
une base de P"'Ex P (ensemble des matrices N).

Exercice 72 Si A est DZ avec des vp distinctes alors comme les espaces propres de A sont des droites stables
par B, ils sont engendrés par des vecteurs propres de B donc toute base de vecteurs propres de A est aussi une base de
vecteurs propres de B. Il existe P tel que D = P"'AP et D' = P~'BP sont diagonales puis il existe Q € Ry [X] tel que
Q(D) = D' donc B = Q(A) est un polynéome en A.

Si B est DZ avec des vp distinctes, c’est A qui est un polynéme en B.

Reste donc a étudier les cas ou A et B n’ont qu’une seule valeur propre. Si A est DZ alors A est semblable & AI> donc
A = A, = ABY est un polynéme en B.

Reste le cas o A et B ne sont que trigonalisables : 'espace propre de A est une droite stable par B donc est engendrée par

un vecteur propre de B et il existe P telle que T = P~YAP et T' = P~'BP sont toutes deux triangulaires supérieures.
!/

/ !
T= (a C;) et T' = <§ p ) avec o # 0; on vérifie alors T" = I, + %(T — aly) donc B est un polynéme en A.

0 B
0 0 1 0 00
Dans M3(C), cela devient faux :siA=[0 0 0 |etB=[0 0 1 | on vérific AB= BA =0 mais A> =0 donc B
0 0 O 0 0 O

n’est pas un polynéme en A et B2 = 0 donc A n’est pas non plus un polynéme en B.
Dans M3(R), la démonstration précédente reste valable sauf dans le cas olt X4 et X' ne seraient pas scindés dans R, il y
a alors 2 vp complexes conjuguées pour A et B donc A et B sont DZ dans M3 (C) (on est donc dans le premier cas traité
au dessus), on peut trouver un polynéme réel tel que P(D) = D' donc B est encore un polynoéme en A : si D = diag(a, @)
et D' = diag(8, B), il suffit de prendre P = A\(X — ) + 8 avec A = Im(3)/ Im(a).
Exercice 73 1. Symétrique réelle ou P SARS qui suit
(A+I )2 =n(A+1,)
= (X +1)(X +1—mn) annule A donc Sp(4) C {1,1 —n}
4. Tr(A) = 0 donc les deux valeurs propres possibles sont effectivement des valeurs propres; rg(A + I,,) = 1 donc

m1(A) = dim(E;(A)) =n — 1; la deuxiéme est donc simple

Exercice 74 Notons A = G 1) On a det(M)det(M + I) = det(A) = 0 donc 0 € Sp(M) ou —1 € Sp(M);

de méme det(M — I) det(M + 2I) = det(A — 2I3) = 0 donc 1 € Sp(M) ou —2 € Sp(M). On a donc 4 possibilité pour
Sp(M) :



1
— s Sp(M) = {0,1} alors Xy = X(X —1) et (C-H) M? = M donc M = §A qui est bien une solution.
— si Sp(M) = {0, -2} alors M? = —2M donc M = —A qui est solution.
— si Sp(M) = {~1,1} alors M? = I, donc M = A — I, qui est solution.
1
— si Sp(M) = {~1, -2} alors M? = —3M — 2I, donc M = 5A — I, qui est solution.

Exercice 75 1. J? = nJ puis Sp(J) = {0,n}, Eo(J) = Vect{e; — e;,i > 2} (hyperplan) et E,(J) =
Vect{(1,...,1)} (= Eo(J)* par th spectral si besoin)

2. P=(X?+X)? —n(X?+X)=X(X +1)(X?+ X —n) est SARS
3. MX = XX = JX = (M + )X

—1++1+4
4. On a Sp(M) C {0,—1, A1, A2} avec Ao = % MJ = JM = M?> + M? donc les espaces propres de J

sont stables par M ; si J = Pdiag(0l,,_1,n)P~! alors M = Pdiag(N, u)P~* (matrices diagonales par blocs) puis
N2+ N=0et u?>+p=ndonc p= A1,2; les solutions sont donc M = Pdiag(N, )\172)P_1 ot N € M,,_1(R) est
DZ avec Sp(N) c {-1,0}.

Exercice 76 u* = ud ou =u% On a Sp(u) C {0,1,—1}, Tr(u) = my(u) — m_1(u) et rg(u) = my(u) +m_y(u)
donc si rg(u) = Tr(u), on am_1(u) = 0 puis u +id € GL(E) donc 0 = u® —u = (u+id) o (u* —u) puis u? —u = 0; u est
un projecteur (récip OK).

Exercice 77 On a (BA)® = 0 donc Spe(BA) = {0} (car non vide) donc Xpa = X™. Sin > 2, on a (C-Ham)
(BA)2 = 0. Par contre, sin > 3, on prend A = E1 2+ Ey3 et B = Ey; + £ 2, on vérifie (AB)2 = Eiz = 0 alors que
(BA)? = (E1 2+ E23)* = E13 # 0.

Exercice 78 1. Si u(z) = 0 alors u*(x) + u(z) + 2 = 0 donc ker(u) N ker(u® + u + id) = {0}
2. Si 2 € ker(u? 4+ u + id) alors © = —u(z) — u?(z) € Im(u) et (u? +u +id) ou = 0 donc Tm(u) C ker(u? + u + id)
3. On a prouver ker(u) NIm(u) = {0} et le th du rg permet de conclure
4. deg(X,) = dim(Im(u)) = rg(u)
5. X2+ X +1 annule v donc 0 ¢ Sp(v) ; On en déduit aussi que v ne possede pas de vp (réelle) donc rg(u) = deg(X,)
est pair
Exercice 79 1. cours
2. X2~ X? 4+ X —1= (X —1)(X?+1) donc Spc(A) C {1,4,—i} avec (A réelle) m;(A) = m_;(A) donc det(A) =
1™ x Ji ™ =1
3. Tr(A) = my +m;(i — i) = my = n — 2m; donc, en particulier, Tr(A) € [0,n]

Exercice 80 [[sujet]] X® —3X —5 = (X —7)(X — A\)(X — ) avec 7 > 1 (étudier la fonction polynémiale) et A est réelle
donc det(A) = r™|A[*"2 > 0

Exercice 81 P =X3— X —1 annule A donc les vp de A font partie des racines de P; on vérifie (étude de fct)
que P admet une seule racine réelle r et qu’elle est > 0. Comme A est réelle ses valeurs propres complexes sont conjuguées
avec les mémes ordre de multiplicité donc si P = (X — r)(X — s)(X —3) alors X4 = (X — r)*(X — 5)?(X —35)? (avec a
et 8 nuls éventuellement). On a donc det(A) = r*|s|” > 0.

Exercice 82 1. P=X(X —3i)(X + 3i) annule A

2. Si A est DZ sur R alors Sp(A4) = {0}, A est semblable & 0 donc A = 0. Sur C oui car P est SARS

3. m3;(A) = m_3;(A) donc mo(A) = n — 2mg;(A) ne peut pas étre nul si n est impair

4. A est DZ donc cf 1.b
Exercice 83 X? - X? = X3(X — 1)(X — §)(X — j*) donc Spe(M) C {0,1,5,5°}; A est réelle donc m; =
mje puis Tr(M) = my + m;(j + j*) — mq — m; donc m; = n, my = m; = 0 (ie xpr = (X — 1)"). On a ensuite
M?*(M — §1,)(M — j*I,)(M — I,) = 0 et M, M;I,,, M — j*I,, sont inversibles donc M = I,, (vécip évidente)
Exercice 84 P = X(X —2)(X — 3) annule A donc Sp(A) C {0,2,3}, A posséde 3 vp (en les répétant) dont la

somme est 7; la seule possibilité est 2,2,3 donc X4 = (X —2)*(X —3). De plus P est SARS donc A est DZ. Les solutions
sont donc toutes les matrices semblables a diag(2,2, 3).

Exercice 85 A est inversible donc A% —3A4+2I5 =0; P = (X —1)(X — 2) annule A donc les vp possibles de A
sont 1 et 2 (et A en posséde 5), leur somme est 8 donc X4 = (X — 1)%(X — 2)3

Exercice 86 A—1I3 ¢ GL3(R) donc 1 € Sp(A), si a et B sont les deux autres vp complexes de A,ona l4+a+f =
Tr(A) = —6 et 1 x a x 3 =det(A) = 10 donc {a, 8} = {2,5} puis X4 = (X — 1)(X +2)(X +5) = X®> +6X* +3X — 10

et par C-H, on a un polynéme annulateur permettant de calculer A~! = 1—0(/12 +6A + 313).



Exercice 87 |/sujet/ 1. Cours

2. P = X(X —2)? annule A donc les vp possibles de A sont 0 et 2; comme Tr(A) = 2my(A) = 0, la seule vp possible
est 0. La matrice A — 21, est donc inversible et A(A — 2I,,)*> =0 < A = 0 (vécip évidente).

Exercice 88 X?2-3X+2 = (X—1)(X—2) SARS donc A est DZ (dans R) et Sp(A4) C {1,2} puis X*~X?-X+1 =
(X —1)*(X?+ X +1) donc Sp(A) = {1} et comme A est DZ, on a A = I,, (récip OK)

Exercice 89 1. det(A)? = det(—1,) = (—1)" = 0 car A est réelle donc n est pair.

2. X? - X +1=(X+4)(X + 5% annule B donc les vp possibles de B sont —j et —j2; comme B est réelle, —j et
—j2 sont effectivement vp avec le méme ordre de multiplicité o et n = 2o est pair.

3. Si X € ker(C) NIm(C) alors CX = 0 et X = CY donc C®Y — C?Y + CY = 0 qui donne X = 0; le théoréme
du rang assure alors R™ = ker(C') ® Im(C). Im(C) est un sev stable par C sur lequel 'endomorphisme induit est
bijectif donc vérifie v> — v + id = 0 donc rg(C') est pair d’aprés la question précédente.

Exercice 90 1. P=X>+X+1= (X —75)(X —j?) annule M donc Spg(M) = @ donc M n’est pas DZ dans
M, (R); par contre P est SARS dans C donc M est DZ dans C. M~! = —(M + I,,)

2. M est réelle donc j et 52 sont vp de M avec le méme ordre de multiplicité o. On a n = 2« pair, Tr(M) = a(j+52%) =
—a= —g et det(M) = %52 =1

3. A est annulée par X* + X2 4+ 1 SARS dans C donc A est DZ dans C mais pas dans R sinon M le serait aussi.
Les vp possibles de A sont +5 et £ avec les méme ordres de multiplicité pour j et j2 et pour —j et —j2 donc

Tr(A) = a(j + 72) = b(j + 7%) = b—a € Z; de plus % = a + b est lordre de multiplicité de j comme vp de M

(diagonaliser A dans C et calculer A?) donc a + b est impair et b — a = (a + b) — 2a sera impair aussi.

Exercice 91 1. P=X(X -2*X —V2)(X +V2)

2. Sp(M) C {0,2,V2, —v/2} et Tr(M) = 2my+m3v/2—m4v/2 donc, comme V2 ¢ Q, on a mz = my puis Tr(M) = 2m,
donc mg = 0. Comme 2 ¢ Sp(M), M — 2I,, est inversible puis X (X — v/2)(X + v/2) est SARS et annule M. On
en déduit M DZ et semblable & D = diag(0l,,,, V2I,n,, —V/2I,,,) ; on vérifie réciproquement que toute matrice de
la forme PDP~" convient

Exercice 92 1. Cours
2. Sp(A) C {-3,4,7%} et Tr(A) = —3m_3(A)+m;(A)(j+j*) car A est réelle donc m;(A) = m2(A) puis Tr(A) € Z~
car j + j2 = —1.
3. P = X(X?41) convient : on a alors rg(A) = m;(A) + m_;(A) = 2m;(A) si A est réelle
Exercice 93 1. e¥™/% estracine de X° —1 = (X —1)(X*+ X?+ X2+ X +1) donc de X*+ X3+ X2+ X +1 =
1)? 1 . ,
X? {(X + Y) + (X + f) — 1} - on en déduit que e>™/® +e727/5 = 2¢ est racine de X2+ X —1 et a est racine

1 1
%\/getb:%ﬁ—lzT\@.

2. On a Sp(A) C {€**7/5,k €[1,4]} et A est réelle donc Tr(4) = my (62”/5 + 6_2”/5) + mo (64”/5 + 6_4”/5) =

de 4X? +2X —1. Comme a > 0, on a a =

1 5
mia + mob = —z(ml + ma) + T(ml — my). Comme NG ¢ Q, on a m; —mg = 0. Enfin, n = 2my + mg = 4my

(la somme des ordres de multiplicité est égal a n).

Exercice 94 11 faut sans doute dire qu’on a besoin de la factorisation de P pour localiser les valeurs propres (et
on peut penser que 'examinateur donne alors cette factorisation, ou une racine « évidente »); M est forcément DZ car P
est SARS et M posséde au plus 3 valeurs propres. Une seule est impossible pour avoir Tr(M) = 0, deux aussi car V5 ¢Q
donc Sp(M) = {1, A2, As} (dans lordre de la factorisation de P); on doit avoir n3 A1 +noAe +ngAs = 0 donc ng = ng (car
NG ¢ Q) et —5ny +3(ng+n3) = 0 ie bny = 6ny. On a donc au minimum ny = 6, ny = ng = 5 puis n = ny +ng +ng > 16.
Réciproquement M = diag(A11s, A2l5, A3]5) convient.

Exercice 95 |/sujet/| P = X 2 4+ X + 4 n’a pas de racine réelle donc A posséde 2 racines complexes conjuguée avec
le méme ordre de multiplicité a; n = 2a est pair, det(A) = (ri79)® = 4™2? = 2" (produit des racines de P) et

Tr(A) =a(r; + 1) = —a = f% (somme des racines de P).

Exercice 96 |/sujet] 1. Utiliser le binéme pour (M + M~1)* car M et M~' commutent ; résultats cf c)

2. Ona M?+1,=Met X?> — X +1 est SARS dans C, M est réelle donc semblable & D = diag(—j1p, —jglp) avec
n = 2p (forcément pair)



3. M*+M~* = P(D*+D~*)P~! puis (—j)F+(—42)* = (-1)* (eT +e 7 ) = (—1)k2 COS% donc M*+M~F =

2ik
(—1)*2cos T

I,

Exercice 97 A= (A?) = ("A)? = A* donc P = X(X? — 1) annule A; les racines de P sont 0,1,7,5%; si 0
est vp alors j et j° ne peuvent plus I'étre (car A est réelle et posséde au plus 2 vp). On a donc det(A? + A + I,) =
det(A — jI,) det(A — j2I) # 0 puis, en simplifiant la relation initiale A(A — I5) = 0. Si 1 n’est pas vp de A alors A — I,
est aussi inversible et on arrive & A = 0 donc Sp(A4) = {0,1}, A est DZ donc semblable & Es 5.

Exercice 98 |/sujet/ 1. cours

2. Ona (AT)? = (I3—A) et (A?)T = (I3—A?)?> donc P = X (X —1)(X*4+X 1) = X(X-1) <X -

1 11—
annule 4; 0 =Tr(A4) = ml(A)—l—m)\(A)%\/5 —|—m/\,(A)?\/5

Comme V5 ¢ Q, on doit avoir my = my et 2m; = my + my et my +my +my =3 —mg < 3 donc myg = 0,
my = my = my = 1. Mais comme 1 € Sp(A), on aurait A — I3 non inversible alors que A — Iy = (AT)? qui serait
inversible car 0 ¢ Sp(A) donc absurde

done (2my —my —mx) +V5(my —my) = 0.

Exercice 99 |[sujet] 1. Cours

2. OnaM?>+M—1,=0donc X’ 4+ X —1= (X_—l—;—\/5> (X—_lg\/g> est SARS et annule M donc M
k n—k
est DZ. On a det(M) = <_1;\/5> <_1§\/5) £ 0 et Tr(M) = k(_l_;\/5> +(n—k) (‘1;\/5>

donc, comme v/5 ¢ @, on a Tr(M) =0 = n = 0 ce qui est absurde.

3. ‘"M =1, M?donc '"M? = (I, - M*)? et 'M? = *(I,, — *M) = I, — M donc X (X —1)(X?+ X — 1) annule M
et est SARS

4. det(M?) = det(I,, — *M) = det(I,, — M) et det(M?) = det(M)?>.

Exercice 100 X (X —1)? annule A donc Sp(A) C {
) =

)
de méme A(A—1I,) #0 donc A—1I, ¢ GL,(R) et Sp(4

Exercice 101 (X —1)*(X —2) annule f donc Sp(f
qui n’est pas le cas.

1}; (A—1I,)? # 0 donc A n’est pas inversible et 0 € Sp(A) ;
0,1

0,
{0,1}. Comme X(X —1) n’annule pas A, A n’est pas DZ.
) C {1,2} puis f serait DZ si (X — 1)(X — 2) annulait f, ce

Exercice 102 M /sujet]| XP — 1 annule A donc les vp de A sont des racines ™€ de 1, conjuguées si elles sont complexes
puisque A est réelle. P est SARS dans C donc A est DZ dans My (C). Si Sp(A4) = {1} alors A = I, et A2 =1,: s
Sp(A) = {—1} (donc p pair) alors A = —I, donc A*® = I et si Sp(A) = {—1,1} alors A% = I, donc A'? = I,. Reste les

S 2km 2
cas olt Sp(A) = {z,Z} avec z = e ona Tr(A) = z+Z = 2cos 2km € ZN] — 2,2[ donc Tr(A) € {-1,0,1}; on a alors
p
(C-H) A% = Tr(A)A — I (car det(A) = |z|* = 1) qui donne A'? = I, dans les 3 cas.

Exercice 103 1. X?+1 annule M;
2. Sip > 2, det(M1 M) = (—1)" det(M2M;) = (—1)" det(M; Ms) donne n pair puisque det(M;Mz) # 0; on vérifie
que X — M;X est un isomorphisme de E;(M}) sur E_;(M}) pour k # j donc dim(E;(M;)) = dim(E_;(M;)).
3. det(M;) =[i|" =1
i

4. pour n = 2, il existe P € GL5(C) telle que P M P = ( Ez) puis M1 My = —MpM; et M,? = —I, donne

0
—1 O b}g . ;. , 4, . O 1 N
P "M.P = . 0 avec bycp = —1 puis on vérifie que My étant définie, on a Mz = 10 et qu’il est
i _
impossible de trouver une 4°™° matrice donc p < 3. On trouve un exemple avec p = 3 si M; = (é 9) et
0 ¢
= (0 Y ernss= ()
1 — ZIQ 0 0 A
Pour n=4 P~" M P 0 —il, puis M; = P~ B 0 pour i > 2 avec A;B; = —I5 puis en remplacant P
(D 0) ; 7(12 o) . . 7(@12 0) . 7(0 —12)
paerP(O Ay d’inverse ) = 0 —B, P~ on trouve QM. Q = 0 —il, , Q7 MoQ = L0

!
puis Q' M;,Q = (]\2, Ag’“) pour k > 3 avec M;, qui vérifient les conditions pour n = 2; on en déduit p < 5 et on
2

. !/
trouve un exemple pour p = 5 avec My = (Z(I)z g] >, My = (IO 012> et M3 = My = (]\2’ Ag") en prenant
L2 2 k

pour Ms une des trois matrices du cas n = 2.

2

1”5)(;(_1“5

)



Exercice 104 [[sujet]] On a A> — A =2B et A*> — 64 = —B donc 2X? + X2 4 13X annule A, SARS dans C donc A est
DZ; B=6A— A’ est aussi DZ, de méme pour C.

Exercice 105 X(X — X\)(X — p) annule f donc f est DZ si A # p sont non nuls. Reste les cas particuliers : si
A=p#0alors X(X — \) annule f donc DZ; si A # =0 alors X(X — \) annule f; et si A= p =0 alors f =0.

P
Exercice 106 A? — 2A est DZ donc P = H(X — \i) avec Sp(A% — 2A4) = {\1,...,)\,} annule A? — 24 alors

i=1
P

Q(X)=P(X?-2X) = I_I(X2 —2X — )\;) annule A; en trigonalisant A, on vérifie que si 1 n’est pas vp de A alors —1
i=1

n’est pas vp de A% — 24 (car la seule solution de X? —2X = —1 est X = 1) donc \; # —1 et A; = 4(1 4+ \;) # 0. Le

polynome @ est donc SARS et A est DZ.

Exercice 107 [[sujet/| On a X4 = (X — 1)" — 1 donc A est inversible si et seulement si n est impair et le théoréme de
C-H fournit un polynéme annulateur permettant de calculer A~* (classique)

Exercice 108 |/sujet/| 1. Cours

2. Si u est bijectif alors ker(u) = ker(u?) = {0}. On suppose det(u) = 0; on a donc X, = X" 4 --- + aX avec
a = X'(0) #0. Si x € ker(u?) alors le théoréeme de C-H donne au(z) = 0 donc x € ker(u) ; I'inclusion inverse est
évidente.

Exercice 109 [[sujet]] 1. det(Cp) = (—1)"ag = (—1)" "' P(0)
2. X, =P
3. 1g(Cp — Al,) = n —1 car les n — 1 premiéres colonnes sont libres

4. si C'p est DZ alors comme les espaces propres sont des droites, il doit y avoir n telles droites donc n vp distinctes
et P est SARS. Récip évidente puisque X¢p, = P

z;j—Ar; =0
Exercice 110 [/sujet/| On a AX = \X & ; ! ! S’il existe ¢ > 2 tel que A = ¢ — 1 alors
(i—1=XNz;=—-Xrp sii>?2
21 = 0 puis 2; = 0 pour j # ¢ et la premiere ligne donne z; = 0; X est donc nul donc A ¢ Sp(A). On poursuit donc la

n—1 1
résolution en reportant z; dans la premiére ligne et on obtient AX = AX < i=0 )\_ ¢ Si
= sii>2
£ N i1 X1 17 2
A =0 alors x; = 0 pour ¢ > 2 et la premiére ligne donne aussi ; = 0 donc 0 ¢ Sp(A4). Pour finir, ce systéme admet donc
n—1
une solution non nulle si et seulement si =1
25
i=0
n—1
En dessinant le tableau de variations de ¢ : A — Z T (continue sur R\[0,n — 1] et strictement décroissante sur tout
—1
i=0

intervalle ot elle est continue), on vérifie que ¢(A) = 1 admet une solution sur chaque intervalle ]i,i+ 1] pour ¢ €[[0,n — 2]
et une sur |n — 1, 400[ ce qui donne n vp distinctes donc A est DZ.

Exercice 111 [[sujet]| 1. X? annule N donc Sp(N) = {0} (il est non vide puisque c’est le spectre complexe). On a
donc Xy = X".
2. Par C-H, on a N" = 0 puis AN = NA= A"'N = NA™! donc (A™'N)" = (A"1)"N" = 0. On a det(A + N) =
det(A)X_4-15(1) =det(A) car X_,-1y = X"

p—1
3. Par la formule du bindéme, on a (A+ N)? = AM avec M = Z (Z NEAP=F=1 car NP = 0. On se contente de
k=0
traiter le cas ot det(A) =0 : on a (det(A + N))? = det(A) det(M) = 0 donc det(A + N) =0 = det(A).

Exercice 112 1. On écrit A = PJ.Q ! avec 7 <n — 1 et on choisit M = PBQ " avec b; ; = 1sii=j+1
u (i,7) = (1,n) et 0 sinon. On a det(M + AA) = (=1)" " det(PQ ™)
2. det(M + MA) = det(A)X_ 4-157(\) s’annule toujours dans C puisque c’est un polynoéme non constant.
Exercice 113 En trigonalisant A, on trouve que si les vp de A sont A,...,\, alors celles de P(A) sont

P(A1), ..., P(A\n). On vérifie P(A) nilpotente si et seulement si Sp(P(A)) = {0} donc P(A) est nilpotente si et seulement
si P(\;) = 0 pour tout 3.



Exercice 114 [/sujet/| Si A est DZ, alors A = Qdiag(a,ﬁ)Q_l; le polynéme P — « est non constant donc admet une
racine complexe z1, ie P(z1) = a; de méme il existe 25 tel que P(z) = 3. On pose alors M = Qdiag(z1,22)Q ™" et on a
A= P(M).

Si A n’est pas DZ alors X4 = (X — a)? et on peut donc écrire A = aly + N avec N = A — aly # 0 et N? = 0 (C-Ham).
On choisit P = X% +a : il existe M telle que A = aly+ N = P(M) = M?+al, donc N = M?. On a alors M* = N? =0
donc M est nilpotente, puis M? = 0; or M2 = N # 0.

P
Exercice 115 |/sujet/| 1. La relation est vraie si P = X* pour k < n donc pour P € R,[X]. Avec P = H(X —Xi),

i=1
on trouve P(u) = 0 et P est SARS donc u est DZ. En utilisant la division euclidienne de @ € R[X] par P, on

trouve Q(u) = P(u) et Q(X\;) = P(\;) donc la relation est vraie pour tout polynome @ € R[X].

p—1
2. P annule u donc Sp(u) C {A1,...,A,}; si on suppose A, ¢ Sp(u) par exemple alors @ = H(X — ;) annule u (car

i=1
u est DZ), on a donc Q(A,)v, = 0 ce qui est absurde puisque v, # 0. On a donc Sp(u) = {A1,..., A}
P annule u donc tout multiple de P aussi; si @ annule u, on a @ = PP; + R avec deg(R) < p—1, Q(u) = 0 donc

R(u) = 0; R admet donc au moins p racines distinctes (les vp de u) donc R = 0 et les polynémes annulateurs de
u sont les multiples de P.

3. Si (L;) est la famille des polyndmes d’interpolation de Lagrange aux points (A;), on vérifie que v; = L;(u) est le
projecteur donné en prenant une base de vecteurs propres de u (écrire la matrice de v;).

Exercice 116 1. Onaa= PAP™ ! si P est la matrice d'un chgt de base

2. 1l suffit de prendre A\ ¢ Sp(B), ce qui est possible car Sp(B) contient au plus n valeurs. On a donc A(B — AI,,) =
(B —AI,)B donc AB = BA

3. Avec B=FE; j, on en déduit a; ; =0si¢ # j et a;; = aj; donc A = pul,, et f est une homothétie.

Exercice 117 1.a) P(x)=det(zA— B) =det(A)X -1p5(z) est un polyndome de degré n
b) P admet une racine complexe
2. si dim(E) > 2, on choisit A, B linéairement indépendantes dans E et k tel que M = kA — B ne soit pas inversible.
C’est absurde car E est un sev donc M € E; par liberté de (A, B), on a M # 0 et M n’est pas inversible.
3. on a donc E = Vect{A} avec A inversible (qui convient bien)

Exercice 118 1. on suppose le résultat vrai pour tout G C GLx(C) avec k < n et on choisit G C GL,,4+1(C).
Pour A € G, on a Sp(A) C {-1,1} et A est DZ; si pour tout A € G, on a Card(Sp(A)) = 1 alors tous les
éléments de G sont des homothéties (donc déja diagonales). Sinon, on choisit A € G avec Sp(A) = {—1,+1}, on
a C" = FE(A) ® E_1(A). Par commutativité, E;(A) et E_1(A) sont stables par B € G donc si B est une base
de vp de A, pour tout B € G, on a Q~'BQ = diag(B;, Bs) (diag par blocs et Q = P(B. — B)). On vérifie que
Gy ={B;,B € G} et Gy = {By, B € G} satisfont les mémes hypotheses que G (avec k < n) donc par HR, il existe
Py, P, telles que Pl_lBlPl =D et P2_1B2P2 = Dy sont diag pour tout (Bj, B2). On pose alors P = diag(P, P»),
on vérifie P~ = diag(P; ', Py ') et P7*Q™'BQP = diag(Dy, D>)

2. Ona A= P 'DP avec D = diag(\1,...,A\,) et \; € {—1,41} donc 2" choix pour les \; au plus et P est fixée.

Exercice 119 1. facile

2. Xp = X(X —2)? puis Eg(B) = Vect{(1,0,1)} et Ez(B) = Vect{(1,1,0),(1,0,—1)} donc B est DZ

3.a) X4=(X—2)(X*>+2X —1) (SARS)
b) Si X est un vp de B et Y un vp de A7 associés & 2, on pose M = XY7T # 0 (i vérifier) et on a M € £
c) Avec X1 =(1,1,0)et Y = (0,1,1) puis X5 = (1,0,—1) et Y on a deux matrices de & linéairement indépendantes

4. par récurrence B¥M = M A* puis P(B)M = MP(A). Avec P = X4 et C-Ham, on a X4(B)M = 0 donc comme
B? 4 2B — I3 est inversible, on a (B — 2I3)M = 0 puis Im(M) C Ey(B). On fait de méme avec P = Xp : on arrive
a M(A—2I3)? =0, ie (AT —2I3)°M" = 0; comme A est DZ, on a ker(A” —213)? = ker(A” —2I3) = Vect{Y'} puis
Im M7 C ker(AT — 2I3). On en déduit que M7 est de rang 1 donc peut s’écrire M7 = YCOT avec C € M3 (R).

On revient & M = CYT qui donne C € Im(M) donc C € Vect{X;, Xp}. Toutes les matrices de cette forme
(M =aX, YT + BX,YT) conviennent comme on I’a vu avant donc dim(€) = 2.

Exercice 120 |/sujet/| 1. cours
2. A*U = UB"* pour k € N par récurrence

3. Avec C-Ham, UX4(B) = 0 donc X4(B) ¢ GL,(C) puis 0 = det X4(B) = H det(A — AI,,) donc il existe

AESP(B)
X € Sp(B) tel que A — A, ¢ GL,(C), ie A € Sp(A4).

Exercice 121 1. Cours



2. det(Xa(B) = [ [~ 2] #£0 car Xp(\) # 0si A € Sp(A)

AESP(A)
3. On prouve P(A)X = X P(B) pour tout P € C[X] donc (C-Ham) XX4(B) = 0 puis X = 0; récip facile
4. p: X € M,,(C) » AX — X B est un endomorphisme injectif en dimension finie donc bijectif.

Exercice 122 1. fl=fg'=g X?—1=(X-1)(X+1) annule f et g et est SARS donc Sp(f) C {-1,1}
et f est DZ (idem pour g). Si Sp(f) = {1} alors f = id (car DZ) donc 2g = 0, ce qui contredit g> = id; de méme

Sp(f) = {—1} est absurde.
2. si f(z) =z alors f(g(x)) = —g(f(z)) = —g(z) donc g induit une application linéaire de ker(f —id) vers ker(f+id);

on vérifie que la réciproque de cette application est g elle-méme donc cette application induite est un isomorphisme
et dim(E1(f)) = dim(F_1(f)); comme E = E_1(f) ® E1(f), on a dim(E) = 2dim(F1(f))

3. Soit B; une base E1(f), g(B1) est alors une base de E_1(f), B = (B1,g(B1)) est alors une base de E qui répond &
la question.
Exercice 123 1. u? = id donc v = v~ ! puis v = —u~! o v o u donc Tr(v) = — Tr(v) et Tr(v) =0
2. X? -1 = (X —1)(X +1) est SARS donc u et DZ et Sp(u) C {—1,1}; comme Tr(u) = 0, on a forcément

3. u(v(z)) = —v(u(z)) = —v(x) donc v(z) € E_1(u), idem pour y; reste & prouver que (v(z),v(y)) est libre : si
av(z) 4+ Bu(y) = 0 alors av(v(z)) + Bv(v(y)) = 0 donc ax + By =0 donc a = =0
0 0 1 0
4. Mat B(uov) = _01 8 8 é donc X0, = (X2 4+1)%; Ei(uov) = Vect{x +iv(x),y +iv(y)} et E_;j(uov) =
0 -1 0 O

Vect{z — iwv(z),y — iv(y)}

Exercice 124 Si AB = BA alors A et B sont codiagonalisables, ie A = Rdiag(\;)R™! et B = Rdiag(p;)R™*;
on pose C' = Rdiag(1,2,...,n)R™" (donc inversible), il existe P et @ tels P(i) = A\; et Q(i) = p; et on a A = P(C) et
B =Q(0).

Réciproquement, si A = P(C') et B = Q(C) alors AB = BA car K[C] est commutative.

Exercice 125 |/sujet/ 1. Fait en cours
2. Ona P~ 'APJ, = J,Q 'BQ puis en écrivant P~1AP = (A1 A2) et Q71BQ = (Bl 32), on trouve Ay = B;
A3 A4 B3 B4

et A3 = By = 0 (donc les matrices sont triangulaires par blocs); on en déduit X4, divise X4 et Xp.

Exercice 126 1. Si X est un vp de A associé & A # 0 alors AX = A\X donc B*X = A’X = \3X et
B3X = B(A’X) = B(A\*X) = A2 BX. En divisant par A\* # 0, on a BX = AX ; on en déduit (I’autre inclusion se
fait de méme) ker(A—\I,,) ker(B —\I,,) si A # 0. Comme A est DZ, on a ker(A) = ker(A?) = ker(B?) = ker(B) car
B est DZ. Ainsi, A et B ont les mémes espaces propres et les mémes valeurs propres donc sont égales (semblables
a la méme matrice diagonale dans la méme base).

2. Non : prendre A =0 et B = E; 5 (nilpotente d’indice 2)

1
Exercice 127 Si Sp(B) # {0} alors il existe X # 0 tel que BX = AX # 0 donc AX = XABX =0 et X est
aussi un vecteur propre de B. Si Sp(B) = {0} alors B est nilpotente, on introduit p tel que BY = 0 et BP~! # 0 puis
Xotelque Y = BP7'Xy #0. Ona BY =0 et AY = AB(BP ?X;) = 0 car on peut supposer p > 2 (sinon B = 0 et le
résultat est évident).

On prouve le résultat par récurrence sur n : évident si n = 1 puisque toute matrice de taille 1 est diagonale. On suppose
que dans M,,_1(C), si AB =0 alors A est B sont cotrigonalisables et on choisit A et B dans M, (C) telles que AB = 0.

. . N R L
On introduit X un vecteur propre commun que 1’on compléte en une base, A et B sont donc semblables & A7 = (a 1)

0 A
et By = (g é%), AB = BA donne A’B’ = B’A’ donc on peut appliquer 'HR : il existe P € GL, 1(C) tel que

1
PYA'P =Ty et P~'B'P = Ty. On vérifie que Q = <1 103) est inversible, d’inverse Q! = (O Po_l) et que Q' 4,Q
et Q71 B;1Q sont triangulaires.
On a (A - B1,)(B — al,) = afI, donc le raisonnement s’applique & A — 8I,, et B — al, si a8 = 0 puis on vérifie que si
A — I, et B — «l, sont cotrigonalisables alors A et B aussi; par contre si af # 0, alors B — «l,, est proportionnelle a
(A — BI,)~" donc toute trigonalisation de A — 31, trigonalisera aussi B — al,,.

Exercice 128 [/sujet/| 1. Tl existe x # 0 tel que v o u(z) = Az donc y = u(x) # 0 et on vérifie que u o v(y) = Ay.

2. 0 est vp de wowv si et seulement si det(u o v) = 0, ce qui donne le résultat puisque det(w o v) = det(v o u).



3. uowv =1id donc 0 ¢ Sp(uov) et ker(v o u) = Ry[X] donc 0 € Sp(v o u).

Exercice 129 1. Si Matg(u) = D alors Mat B(u?) = D? reste diagonale
2. L n'est pas DZ mais EiQ =0 lest

1 1
3. analyse : si 2 = a +b € ker(u? — A\?id) alors u(z) = A\(a—b) donc a = 3 (x + Xu(x)) et b=

( %u( ))) donc
la déc est unique si elle existe. Récip, pour un tel choix de a et b, on a x = a + b, u(a) = < (x) + iu (x )) =
%(u(x) + Az) = Aa; de méme u(b) = —\b. On a donc ker(u? — A\?id) C ker(u — \id) @ ker(u + \id) (récip facile)
4. Soient A1, ..., \, les vp distinctes de u?. Il existe des complexes p; tels que pu? = \; et on a C" = @ B, (u?)

1<igr
— si u est bijectif alors \; # 0 donc Ej, (u?) = E,,,(v) @ E_,,, (u) donc C" = @ (B, (u)®E_,,(u)) et uwest DZ

1<igr

N"’—‘l\:)\»—t

— sinon, on suppose A; = 0 et on a C" = ker(u @ B, (u?); avec ker(u) = ker(u?) et ce qui précede, on a
2<iLr

C" = ker(u) ® @ (B, (u) ® E_,,(u)) donc u est DZ
2<i<r
Exercice 130 1. si B est inversible, det(A + tB) = det(B)X_ 45-1(t) s’annule pour au plus n valeurs; si A
est inversible et ¢ # 0, det(A +tB) = det(A)t"X_4-1p (%) donc det(A +tB) s’annule pour au plus n + 1 valeurs
de t (0 et les inverses des vp de —A~'B)
2. Appliquer la question précédente avec A = (ay...a,) et B = (by...b,)

Exercice 131 [[sujet] 1. AB = A(BA)A™! donc AB et BA sont semblables

2. Soit f : RY — RP canoniquement associée & A et B base de R? adaptée a RY = Ey @ ker(f) (Eo un supplémentaire
de ker(f)); si P = P(Bq — B) (B, base canonique de R?) alors A = (A; 0) P avec Ay € M, (R) ot r = rg(A) <
min(p, q¢) = p donc il suffit de redécouper pour obtenir A" (en rajoutant & A; des colonnes nulles si besoin). On

i
décompose B = P! (gl) avec By € M,(R) et on a AB = A'By alors que BA est semblable & (glﬁ, 8)
2 2

3. Ona Xap = (X —1)? donc AB est inversible, ce qui donne ker(B) = {0} et Im(A) = R? comme (BA)? = BA, on
a B(AB — I,)A =0; Im(A) = R? donne B(AB — I,) = 0 et ker(B) = {0} donne AB = I>.

Exercice 132 1. zI, — PCP™!' = P(xI, — C)P ! et (¢I,PCP™*)™' = P(xI, — C) P!

n n
P! 1
2. Si Py = H(X — \;) alors Pjgi; = E p— et on vérifie que c’est aussi Tr(xI,, — A)~' en trigonalisant A et en
i=1 i=1 ’

vérifiant que les coefficients diagonaux de (z1,, — A) ! sont bien

Exercice 133 1. Par C-H, on a 0 = Tr(X4(A4)) = Tr((—1)" det(A)L,) = (—1)"ndet(A) donc det(A) =0 et
0 € Sp(A). I suffit ensuite de choisir une base dont le dernier vecteur est un vecteur propre associé a 0.

2. Tr(Bk ) = 0 par un calcul de produit par blocs puis une récurrence sur la taille de A donne le résultat.
Exercice 134 l.a) Xy = X" (car m;,; =0) donc M"™ =0 par C-Ham
b) M? est symétrique réelle et Sp(M?) = {0} car (M?)™ = 0 dont M? est semblable & 0
c) Tr(M?) = Z m”—Odoncm”—O

1<i,5<n
-1
2. F+ A, (R) € M, (R) donc dim(F') + % <n?
1
Exercice 135 |/sujet/| 1. OnaAX =XsiX=|:]#0.
1

n
2. On a \zg = Zai,jxj donc |(A — agk)xk| < Za;w x| < |xk|ZakJ et comme |xi| > 0 (car X # 0), on a
Jj=1 J#k J#k
n

A —ag k| < Za’“j' Comme |\ — ag kx| = [N — agk, on a |A| < Za;w =
J#k j=1




n n n
3.Si |\ =1= Zak,j alors on a |xg| < Z lz;] < |xk|2ak7j = |xg| donc tout est égal. Par caractérisation de
j=1 j=1 j=1

Pégalité dans 'inégalité triangulaire, les z; sont positivement liés deux & deux (donc ont le méme argument) et
1
sont égaux en modules. On a donc X = « donc A = 1.
vdots
1
Exercice 136 |[sujet/| 1. Si AX = 0 et i est un indice tel que |z;| = g%ax”\:cﬂ, on a a;;r; = fZal-yj:cj donc
Jd[1n —
J#i

la; izi| < Z la; ;] < |4 Z la; ; ce qui donne z; = 0 puis X = 0 donc A est inversible.
JFi JAi
2. Si A € Sp(A), on a |a;; — A| < Z la; ;| en appliquant la premiere question a la matrice A — AI,, donc |\ >
J#i
n
la; | — Z |a; ;| puis on fait le produit de ces inégalités en utilisant det(A) = H A; (répéter les vp multiples)
i i=1

. : . . 11
Exercice 137 1. M = Pdiag(1,0)P™" avec P = (O 1

2. Ona P! = (é 1) puis B = Qdiag(A,0)Q " avec Q = (IS _I; ) et Q71 = <Ig ?’) On en déduit

X = X" X4 puis P(B) = 0 si et seulement si P(A) =0 et P(0) = 0 ce qui donne 1’équivalence des DZ : si B est
DZ, il existe P SARS tel que P(B) = 0 donc P(A) = 0 (SARS) donc A DZ; si A est DZ, il existe P SARS tel
que P(A) =0, si P(0) # 0 alors P, = X P est SARS tel que P;(B) =0 (si P(0) =0 alors P; = P suffit) donc (P,
SARS) B est DZ

ko gk
Exercice 138 |/sujet/| 1. On vérifie par récurrence sur k > 1 que B* = </(1) % ) et on fait attention ensuite a

B® = I, (donc au terme constant dans P(B))
2. rg(B =rg(A)
3. Si A est DZ, on introduit Q = H (X — A) SARS et annulateur de A. On distingue ensuite si Q(0) = 0 (ie
AESp(A)

0 € Sp(A)) ou non : si Q(0) = 0 alors @ annule B et est SARS donc B est DZ; si Q(0) # 0 alors P = XQ reste
SARS et annule B donc B est DZ aussi.

4. Si B est DZ alors il existe P SARS annulateur de B, donc de A et A est DZ.

. . L. (21, 21, L y ,. -1 I(In ZIn) .
Exercice 139 [/sujet/ 1. On vérifie que P = ( I - In> est inversible, d’inverse P~ = 1 puis

I, -—2I,
_ -A 0
1
P BP—(O 3)

-1
— 1 Q O) (—A O)(Q O> . L . (—A O)
2. SiA=QDQ™ " alors ( 0 Q o 34)\0 ¢ est diagonale. Réciproquement, si B est DZ alors 0 34

aussi donc A aussi (prendre un polynéme annulateur SARS de B)

. - I, \
Exercice 140 A <*In) =0

1
On vérifie que P = (I" In ) est inversible, d’inverse P~! = = (I" In > puis P~tAP = (2M 8) Si M =QDQ™*

-1
Q 0) <2M O) (Q ) . - . (QM ) . .
alors (0 0 o o/lo o est diagonale. Réciproquement, si A est DZ alors 0 o) dussi donc M aussi

(prendre un polynéme SARS de A)

Exercice 141 Si B est DZ alors A aussi (prendre un polynéme annulateur SARS de B). Réciproquement B est
(A 0 I, I, I, -1
semblable a (0 3 A)

est diagonale.

Exercice 142 |/sujet/| 1. cours

2. cours

. o1 _ 9s -1 _ n 1 1 — -1 Q A 0 ) (Q

"



Ak — (Ak kAk)

0 Ak
P(A) AP’(A))

. P(M) = < 0 P(A)
. Soit P annulateur de M SARS, alors P(A) = 0 donc A est DZ

d d

. on a aussi AP'(A) =0 et, si P/ = H(X — ;) alors det(P'(A)) = H(fl)”XA(,ui) # 0 car les racines de P sont

i=1 i=1
simples et Sp(A) C Z(P) donc les p; ne sont pas valeurs propres de A; AP’(A) = 0 donne donc A = 0.

Exercice 143 |/sujet/| 1. cours

2.

3.

_ (P(4) BP’(A))
P(M) = ( 0 P(A)
Soit P annulateur de A SARS, alors P(M) = 0 donc M est DZ

d
. Soit P SARS tel que P(M) = 0; on a P(A) = 0 donc A est DZ, on a aussi BP'(A) =0 et, si P’ = H(X — 1;)
i=1
d
alors det(P H 1)"X4(ui) # 0 car les racines de P sont simples et Sp(A) C Z(P) donc les p; ne sont pas
i=1
valeurs propres de A; BP'(A) = 0 donne donc B = 0.

Exercice 144 1. Facile

2.

3.

Tr F(A,B) = (a+d)Tr(B) = Tr(A)Tr(B). On TZ Aet B: A= PTP ' et B = QT'Q™"; d’apres Q1, on a
F(A,B) = F(P,Q)F(T, T"YF(P~',Q™") et on vérifie que F(P~!,Q7') = F(P,Q)~! (faire le produit avec Q1).
On en déduit que F(A, B) et F(T,T") sont semblables; comme F(T,T') est triangulaire, on a det(F(4, B)) =
det(T)? det(T")? = det(A)* det(B)? et rg(F (A, B)) = rg(A) rg(B

Le calcul précédent montre que si A et B sont DZ alors F(A, B) lest aussi (prendre T et T” diagonales).

Exercice 145 1. rg(B) =n+rg(A)

2.

Par Cy < Cy + %Cl (par blocs), on trouve Xg(\) = A" det ()\In = %A) = X4(\?) donc Xp(X) et X4(X?) sont

deux polynémes qui coincident sur C* donc sont égaux. Les vp de B sont les racines carrées des vp de A.
n n

. Si Xy = H(X — «;) SARS alors X = H(X — B:)(X + B;) avec +0; les racines carrées complexes des «; donc

i=1 i=1
Xp reste SARS

. Avecn=1et A=0, on a X4 SARS mais B n’est plus DZ (nilpotente non nulle)

. OnaB?= (61 2) donc si B est DZ alors B aussi dans A aussi
. Si B est DZ alors mg(B) = 2mo(A) et dim(Ey(B)) = dim(Ey(A)) (avec le th du rg et la premiére question);

comme A est DZ, on a dim(Ey(A)) = mg(A); on en déduit mg(A) = 0 donc A est inversible.
Réciproquement si A est DZ et inversible alors a; # 0 donc mgy, (A) = mg,(B) et on vérifie dim(E,,(A4)) =

dim(Epg, (B)) car rg(B — filan) = n+rg(A — oyI,,) (faire Cy <— Cy + B;iCy puis Lo <— Lo + §;1,,)
1 1
3C2 1 — E—— 1 S _Z
Exercice 146 1. Pour A # 0,ona Xp G x V AL, — A )\I” Gt - (A )\) I = In
| =1, I, 0 I,
1 1 . C16:0, nlln A n cdui
donc Xp(\) = )\TXA A— VA Puis det(B) =" (1) 0 Il = (=1)" donc 0 ¢ Sp(B). On en déduit

1
S Sp(B)<:>)\fX € Sp(A4)

1
. On vérifie que que & — x—— réalise une bijection de R™* sur R et R™* sur R donc pour chaque valeur propre y; de A,
x

1
il existe deux valeurs propres \; et A; de B qui sont solutions de x — ~ = de plus my,(B) = my (B) = my, (A).

1

On vérifie ensuite rg(B — Ala,) = n + rg (A - ()\ - X) In)) (méme manip que pour le calcul de Xp) donc

dim(Ey, (4)) = dim(E), (B)) = dim(Ey [B)) donc A est DZ si et seulement si B est DZ

Exercice 147 P(B) = (P(I)I" 0 ) donc si B est DZ, on choisit P SARS tel que P(B) = 0 donc P(A) =0

7 P(A)

et Aest DZ. Xp = (X —1)"X4 donc m1(B) = n+my(A); rg(B—1Iy,) =g (0 0 ) Greti=Ce rg (I, A-1I,) =

A AT,



donc dim(E;(B)) = n puis my(B) = dim(E1(B)) donne m;(A) = 0 donc 1 ¢ Sp(A4).

(2
A—1,)tAX;
B associés a la valeur propre 1; reste & vérifier que (Y1,...,Y,, Z1,...,Z,) est libre.

Si A est DZ et (X4, ...,X,) une base de vecteurs propres de A alors Y; = ( ) sont des vecteurs propres de B (associés
X;
I

aux mémes valeurs propres que celles de A). On vérifie que Z; = < ( > sont aussi des vecteurs propres de

Exercice 148 On a <{Z Ii) M = (;142 OI") donc rg(M) = rg( OI" ;) =n +rg(A4?).

Si M est DZ alors A aussi (prendre un polynéme SARS annulateur de M) ; de plus Xy = Xfl donc A et M ont les mémes
vp mais my(M) = 2my(A). Si A est une vp de A alors rg(M — Ao,) = n —1g(A — M,,)> = n — rg(A — \I,,) car A est
DZ; on a donc par dim(Ey(M)) = mx(M) (la multiplicité double mais la dimension de 1’espace propre reste constante)
donc M n’est pas DZ.

Exercice 149 [[sujet]] 1. M? = diag(AB, BA)
2. Cours

3. X? — 1 est SARS et annule M donc M est DZ et Sp(M) C {£1}. Comme Tr(M) = 0 = m;(M ) m_1M, les
deux réels 1 et —1 sont bien des valeurs propres et comme M est DZ, mi(M) = dim(Ey(M)) =n=m_1(M) =
dim(E_1(M))

4. On a M? + I, = 0 donc X? 4+ 1 annule M et est SARS dans C donc M est DZ dans C et Spe(M) C {+i};
comme M est réelle, on a m;(M) = m_;(M) donc i et —i sont bien valeurs propres et m;(M) = dim(E;(M)) =
n=m_;(M)=dim(E_;(M)) (car M est DZ)

—1
Exercice 150 1. N7 = (A(l BO )
2. N? = diag(AB, BA) donc P(N?) = diag(P(AB), P(BA)).

3. Si N est DZ alors N? aussi donc AB aussi (prendre un polynéme annulateur de N?). Réciproquement, si AB
est DZ alors BA = B(AB)B~! (semblable & AB) l'est aussi; si AB = PDP™! et BA = QD'Q™" alors

-1
(P 0> N? (P 0) est diagonale donc N? est DZ. Le polynéme R = H (X — X) est SARS et an-
0 Q 0 @
AESpP(N2)
nule N? donc le polynome R(X?) = H (X% — \) annule N et est SARS car A # 0 posséde deux racines
AESP(N2)

complexes distinctes. On en déduit N DZ

4. On reprend les notations précédentes : si 0 € Sp(M) alors R(X?) n’est plus & racines simples; on écrit R(X?) =
X2Ry(X?) et si R(M?) =0 alors M?R;(M?) = 0 donc Im(R;(M?)) C ker(M?) = ker(M) donc X R;(X?) annule
aussi M et est SARS donc M est DZ (réciproque facile en diagonalisant M)

L —-D
. ; -1 "
Exercice 151 1. P = (0 I, >

2. 1l suffit de vérifier que ¢ : M — M B — AM est bijective : c’est un endomorphisme de M,,(C) (dimension finie),
donc il suffit de vérifier que ¢ est injective. Si M € ker(y) alors AM = MB, on en déduit A*M = MB*
puis P(A)M = MP(B) pour tout P € C[X]. Avec P = X4, on en déduit (C-Ham) MX4(B) = 0; de plus

det(X4(B H det(B — a;1,,) si a; sont les valeurs propres de A. Comme Sp(A) NSp(B) = 0, det(B — ;1) # 0

et X4(B) est 1nver81ble On en déduit M = 0 et ¢ est un isomorphisme.

OnaN = <61 DBB AD) =P (13 g) P! avec la matrice P de Q1.

3. Si on suppose Sp(A) N Sp(B) # 0 et si on choisit A € Sp(A4) N Sp(B). A et B sont DZ donc il existe P,Q
telles que A = PDsP~! et B = QDpQ ™! avec le premier coefficient diagonal de D4 et Dg égal & X. On a

(8- DE 26D G 9-C E TEIE Y

!
de trouver €' = PCQ ! telle que A = (DA 0 > et T = <DA ¢ ) ne soient pas semblables. Avec C' = E; 1,
0 DB 0 DB ’

on a rg(A — Ay, # rg(T — Mz,) donc A et T ne sont pas semblables.

Exercice 152 1. Si A= PDP~! utiliser (]g g)

. . . X;
2. Si (X;) est une base de vecteurs propres de A associée aux vp \;, on vérifie que (Y;, Z;) avec Y; = ( Xl) et
1

Z; = <_)gl() est une base de vecteurs propres de M associée aux vp A\; + 1 et \; — 1.
1



A% AZ

Exercice 153 [[sujet/| En diagonalisant la matrice dans le cas n = 1, on trouve que si P = ( I
—4in n

) , d’inverse

1 -2
pl= 5 (_AA_2 II"), ona P 'BP = (8 2(1)4> donc on en déduit que M est DZ si et seulement si A lest (utiliser

des polynémes annulateurs).

1
Exercice 154 Vérifier que si P = (?‘ _]; ) d’inverse P~ = iP ona P7'CP = diag(A+ B,A— B).

Exercice 155 On a rg(B) = 2rg(4)

B est semblable a diag(A, —A) avec P = <§” —?én) donc A est DZ si et seulement si B 'est.
d=Xa
. . 1-=X)a=0 . . .
Exercice 156 |[sujet/| 1. f(M) =)\M < 2= \b=0 donc ce systeme admet des solutions non nulles si et
(2—XNec=0

seulement si A € {—1,1,2} = Sp(f) puis Eq1(f) = Vect{E11 + E22}, E_1(f) = Vect{E11 — Ez2} et Es(f) =
Vect{ELQ,EQJ}

2. f est DZ et inversible puisque 0 ¢ Sp(f).

Exercice 157 X? —2X -3 = (X +1)(X —3) annule ¢ donc DZ; E_1(¢) = A,(R) donc m_1(¢) = n(nT—l) et
E3(¢) = Sp(R) donc ms(¢) = w On a donc Tr(¢) = _n(n; 2 + ?’n(n;L 2 et det(¢) = (—1)“"271) 5

Exercice 158 1. Facile
2. (X —a+b)(X —a—>b) annule u et est SARS sauf pour b = 0 donc w est DZ si b # 0. Si b = 0 alors u = aid est
aussi DZ. Si b # 0 alors E,1p(u) = Sp(R) et E,_p(u) = A, (R).

8. Tr(u) = W(a +0)+ W(a —b) et det(u) = (a+b) "= (a—b)"T
Exercice 159 |/sujet/| (X —1)(X —n—1) annule f donc DZ; E;(f) = ker(Tr) est un hyperplan et F,,1+1(f) = Vect{[,}.
On trouve f~! = m(f — (n+2)id).

Exercice 160 1. facile
2. Si (M) =0 alors M € Vect{B} donc ker(yp) C Vect{B}. Si Tr(AB) # —1 alors ker(y) = {0} et Im(¢) = M,,(R);
si Tr(AB) = —1 alors ker(p) = Vect{B} et rg(p) =n? — 1
_ Tr(AM)
3- M — ﬁB
4. M € Ei(p) & Tr(AM) = 0 donc Eq(p) est un hyperplan. Si Tr(AB) # 0 alors 1 4+ Tr(AB) € Sp(p) et ¢ est DZ;
si Tr(AB) = 0 alors B € Ej(p), la seule valeur propre est 1 et ¢ n’est pas DZ (car ¢ # id)
. . Tr(M) -
Exercice 161 fa(M)=0< M = Te(A) A € Vect{A} et on vérifie que fs(A) = 0 donc ker(fa) = Vect{A};
Im(fa) est donc un hyperplan et comme Tr(f4(M)) =0, on a Im(f4) = ker(Tr). X (X — Tr(A)) annule f4 donc DZ puis
Emvay(fa) = ker(Tr)

1

Exercice 162 |[sujet/| 1. On peut remarquer A = CCT avec C' = | j | donc rg(A) = 1 et comme Tr(A) =0, on a
2
J

X4 = X3 donc A n’est pas DZ (sinon elle serait semblable & 0 donc nulle)
2. Comme A? =0, on a aussi ¢*(X) = A2X A% = 0 donc p? = 0 et Sp(p) = {0} donc ¢ n’est pas DZ non plus
3. ona f(X)=0C0TXCOT = (CTXC)COT car CTXC € C donc f(X) € Vect{A} et Im(f) = Vect{A} (car f #0)

Exercice 163 |/sujet/| 1. cours

2. (X —2)(X —3) annule A et est SARS; Sp(A) C {2,3}

a1 (M Mg) _<4M1 5M2) _{(Ml O)}
3. fhnealrefacﬂe.SlD—dlag(QIp,3Iq)etM—<M3 M, alors f(M) = 5Ms  6M, donc Ey(f) = o o)/

Es(f) = {(&3 ]‘gQ)} et Eg(f) = {(8 ]\2)} donc M, (R) = E4(f) ® Es(f) ® Es(f) donc f est DZ et
Sp(f) = {4,5,6}



4. On pose A= PDP~ ' ona g(M) = Pf(M)P~* et comme (X —4)(X —5)(X — 6) annule f, il annule aussi g et
est SARS donc g est DZ

Exercice 164 |[sujet]| 1. S est sym réelle donc DZ et semblable & A = diag(—5,5) et & PAP™! = <g (5)) =S si
1 1
r=(i 1)

0 —-m
2. ¢(M) = (m2 1 01’2

donc M telle que (M) = 8" = QSQ ™" puis S = (Q 'diag(1,2)Q)(Q ' MQ) — (Q~'MQ)(Q *diag(1,2)Q)

3. Tr(AB) = Tr(BA) et det(AB) = det(A)det(B) = det(BA) donc x +y = 30 et zy = 200 donc x et y sont les
solutions de X? — 30X + 200 = (X — 10)(X — 20). Dans ce cas, Xap = Xpa donc AB et BA sont DZ (sym
réelles) et semblables & la méme matrice diagonale D = diag(a, 3). Ainsi il existe P, Q tels que AB = PDP ™! et
BA =QDQ™"; on vérifie alors qu'on peut prendre A = Pdiag(a,1)Q ™! et B = Qdiag(1, 3)P~!

Exercice 165 |/sujet/| 1. Facile
2. f2(M) =AM

) donc Im ¢ = Vect{E1 2, E21} est 'ensemble des matrices & diagonales nulles. Il existe

3. P(fa)(M) = P(A)M donc f4 et A ont les mémes polynémes annulateurs donc simultanément un polynéme
annulateur SARS
4. Si AX = AX avec X € R", X # 0, on construit M = (X 0 ... 0) # 0 et on vérifie AM = AM

5. Si AM = AM avec M # 0, M posséde une colonne C' non nulle et on a AC = A\C. Egalité des spectres évidente
vue les deux dernieres questions

Exercice 166 1. facile

2. cours
3. Si AX; = o, X; et 'BY; = ;Y;, on vérifie que f(M; ;) = (a; — Bj)M; ;; reste & prouver la liberté des M; ; (on
aura alors une base de vecteurs propres) : si Z a; ;X;'Y; = 0 alors pour tout k € [1,n], on a Z a; ;y;(k)X; =0,
0. 0.
ou (y;(k))1<k<n sont les coordonnées de Y;, donc par liberté des (X;), on a Z a;,;y;(k) = 0 pour tout (%, k) puis
J

Z a; ;Y; = 0 et par liberté des (Y}), on termine par a; ; = 0 pour tout (¢,5) donc la famille est libre.
J

Exercice 167 |/sujet/ 1. facile
2. Tr(A) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0 puis A* = A*B — A* ' BA donne aussi Tr(A*) =0
3. récurrence

4. si A n'est pas nilpotente alors A® est un vecteur propre de f associé & la valeur propre k € N* donc N* C Sp(f)
qui est absurde car f a au plus n? vp

Exercice 168 |/sujet/| 1. facile
2. X(X —1)(X +1) annule ¢
3. X(X —1)(X +1) est SARS donc DZ; si s (# tidg) est la symétrie sur F' parallelement a G et p le projecteur sur
F parallelement a G (s = 2p — id) alors ¢(p) = p donc 1 € Sp(¢); si ¢ = id — p alors ¢(¢) = —q donc —1 € Sp(¢)
et ¢(f) = 0 si f est un endomorphisme tel que f(F) C G et f(G) C F (il en existe des non nuls, les définir par
leur matrice dans une base adaptée & F = F @ G) donc 0 € Sp(¢)

_ — . fi < —
Exercice 169 |[sujet/| On a f(M) = AM < { 8 i%gz _%H stisn=1 ¢, systéme admet donc des solutions
- n — “1

non nulles si et seulement si (1 — A)™ = 1 donc les vp de f sont 1 + 2, ol (z;) sont les racines n°™® de 1 donc n vp
distinctes. On vérifie que E,, = {(C, (1 — 2;)C,..., (1 — 2;)""'C),C € M,,1(C)} donc dim(E,,) = n et f est DZ

Exercice 170 Si ¢(P) = AP et si A # 0 alors deg(¢(P)) = deg(P) ce qui ne peut arriver que si deg(P) = 2
(regarder le terme de degré n + 1 en supposant deg(P) = n); les éléments propres de ¢ sont donc les mémes que ceux

01 0
de 'endomorphisme induit sur Re[X] dont la matrice dans la base canonique est [ 2 0 2 | donc Sp(¢) = {0,2, -2},
01 0
Eo(¢) = Vect{X? — 1}, Ey(¢) = Vect{(X +1)?} et E_5(¢) = Vect{(X — 1)?}.
1 1 0
Exercice 171 1. M=|-1 1 2



2. X =3X"—-8X+6>0
3. X} n’est donc pas scindé dans R (son unique racine réelle n’est pas triple) donc f n’est pas DZ.

Exercice 172 |/sujet/| 1. f(X*) = (k4 1)X* — akX*™1 — a* donc la matrice est triangulaire supérieure

2. Sp(f) = {0} U[2,n+ 1] donc 0 € Sp(f) qui est donc non bijectif et DZ; chaque espace propre est une droite et
on vérifie Ey1(f) = Vect{(X —a)*} pour k €[[1,n] et Eo(f) = Ro[X].

k -1-k 1-X? -1
Exercice 173 [[sujet]] On a f(X*) = Zx* 1 4 D778 Xk done f(P) = P+ xp puis les éléments
n n n n

propres de nf ont été étudiés en cours : Sp(f) = {%, kel0,n— 1]]} donc DZ

Exercice 174 Si ¢(P) = AP avec P # 0 alors A = deg(P) € N donc Sp(¢) = N et Ej(¢) = Vect{(X — a)*}.
Si P'|P alors P = deg(P)(X — a)P’ (examiner les degrés) donc P = (X — a)* (récip évidente)

Exercice 175 |/sujet/ 1. ¢ est un endomorphisme (cf cours compléments d’algébre linéaire)

0 010

2. la matrice dans la base canonique de @ est (1) 8 8 é donc Xy = (X — 1)*(X +1)%; Ey(f) = Vect{X? +
01 00
1L, X3+ X} et E_i(f) = Vect{X? -1, X% — X} donc DZ.

3. Tr(p) =0 et det(p) = 1.

Exercice 176 |/sujet/| 1. Facile (cf cours alg lin)
2. cours (Interpolation de Lagrange)

3. On a L;F = GQ; + ¢(L;) et comme G(a;) = 0 et Li(a;) = d; 4, on a ¢(L;)(a;) = 0si ¢ # j donc ¢(L;) =
w(L;)(a;)L; = F(a;)L;; (L1, ..., Ly) est une base de vecteurs propres de .

. . o 1 n—
Exercice 177 |[sujet] 1. Linéaire et ¢(X*) = W(l +X)"F1 - X)F € R, [X]

1-X 1-Y
2. Comme Y = 7% s X = Ty on vérifie que ¢? = id
3. c’est une symétrie.
1
; - -t _ . Tindai ky _ yk k—1 k
Exercice 178 |[sujet/| t — P(t)e o 0(t—2), linéaire et u(X") = X% + ku(X""") donne u(X") € R,[X] par

récurrence sur k. La matrice de u est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale donc Sp(u) = {1} donc si u était
DZ, on aurait u = id, ce qui n’est pas le cas.

1
Exercice 179 |/sujet/| endomorphisme facile; X (X — / A(t) dt> annule v donc u est DZ
0

Exercice 180 1. deg ¢(P) = deg ¢ donc on commence par les éléments propres de ¢,, ’endomorphisme induit
sur R, [X] : (X 4+ a)*) = 27%(X 4+ 1 4+ 2a)* donc (X — 1) est une base de vecteurs propres de ¢,,. Maintenant,
si ¢(P) = AP et deg(P) = n alors P est un vecteur propre de ¢,, de degré n donc P = (X —1)" et A =27".

1
2. ¢(f) = A\f si et seulement si pour tout x on a Af(z) = f (x—2|—

27"(z—1)+1 donc par continuité de f, on a lim f(u,) = f(1). On a donc \" f(z) = f(27"(z—1)+1) P f()

ce qui donne f(x) = 0si A ¢] — 1,1]; on vérifie que si f est un vecteur propre de ¢ associé a X et si f’ # 0 alors
f" est un vecteur propre de ¢ associé & 2); ainsi si f n'est pas un polyndme, on aura f*) = 0 et sera un vecteur

propre de ¢ associé & kXA qui finira par sortir de | — 1,1] ce qui est absurde. Les valeur propres de ¢ éventuelles
z+1

) donc on a Af(u,) = f(unt1); on vérifie u,, =

sont donc 0 et celles trouvées a la premiére question. Enfin, ¢(f) = 0 donne f =0 car z +—

est bijective de

R dans R donc les éléments propres de ¢ sont les mémes que ceux de ’endomorphisme de la premiere question.

Exercice 181 |/sujet/| 1. évident

2. Si P € ker(¢) alors 0 et —1 sont racines multiples de P et deg(P) < 3 donc P = 0. Comme dim(R3[X]) =4 =
dim(R*), ¢ est un isomorphisme

1 0 0 0
0 1 0 0
1 -1 1 -1
0o 1 -2 3

3. M =



4.2a) Xy = (X —1)*(X? —4X +1) et on vérifie que (X — 1)(X? —4X + 1) est SARS dans R et annule M
b) déja fait
¢) M®—5M?+5M = I, donc M~ = M? +5M +5I,

0 0
5.a) Matg, (Q) = M* (1) = é donc Q@ = X +3X%+2X% = X(X +1)(2X +1)
1 2
b) fait
0 0
0 s@x—1)= [ L | doncs(@Q-s@x-1)=6( | | =66(X?) donc6X? = Q(X) - QX ~1) pax
13 -2

bijectivité de ¢. On a alors, avec Q(—1) =0, Z Kk = EZ Qk)—Qk—-1)= 1Q(n)
k=0 6= 6

Exercice 182 SiT(f) = A\f alors f(z +n) = A" f(z) pour tout z € Ret n € Zsi A # 0; (A" f(z)) ne converge
en +oo et —oo que si A = 1 donc les vp possibles sont 0 et 1. T(f) = f si f est 1-périodique et CV en +oo, f est donc
constante : 1 € Sp(f) et E1(f) =R (fct Ctes). T(f) =0 donne f =0 donc 0 ¢ Sp(f).

Exercice 183 [[sujet]| D(f) = \f si et seulement si f est solution sur R de zy'(x) = A\y(x) dont les solutions sur R™* ou
R™* sont y(x) = az” qui se prolongent de fagon C* sur R si et seulement si A € N donc Sp(D) = N et Ej(D) = Vect{X*}.

Exercice 184 1. facile

2
2. ¢(f) = A\f siet seulement si f est solution de y'(z)—(z+\)y(z) = 0 donc Sp(¢) = Ret Ex(¢) = Vect {Jc — exp <% + Aa:) }

f € ker(¢?) si et seulement si ¢(f) € ker(¢) donc si et seulement si ¢(f) = ae® /2 donc si et seulement si f est
solution de y'(z) — zy(z) = ae® /2 donc f(z) = e$2/2(ﬂ + ax).

Exercice 185 1. o(f) est C* sur J0,1] et f étant continue en 0, on a (T-Y) f() n f£(0) + o(1) puis, en

intégrant, /; f(t)de = 0+ f(0)x + o(x) et li(r)n o(f) = f(0) donc ¢(f) est continue en 0 donc dans E. La linéarité
est évidente.

2. Si p(f) = 0 alors /x f(t)dt = 0 pour x €]0,1]; en dérivant on obtient f(z) = 0 sur ]0,1] donc sur [0,1] par
continuité en 0. ’

3. ¢(f) = f si et seulement si /(:c f(t)dt = zf(x) pour z €]0,1] (I'égalité est évidente en z = 0); comme @(f) est

C! sur ]0,1], f = @(f) est forcément C* sur ]0,1]. En dérivant, on a f(z) = f(z) + zf'(x) pour = €]0,1] donc f
est constante sur ]0, 1] donc sur [0, 1] par continuité en 0. On a donc 1 € Sp(¢) et E1(¢) = Vect{1} (ensemble des
fonctions constantes)

4. On fait de méme avec X ¢ {0,1}, on a p(f) = Af si et seulement si f(0) = Af(0) (donc f(0) =0) et / f@)dt =
0
Az f(z) six €]0,1]. On prouve comme précédemment que f est C* sur |0, 1] et on a f(x) = A(f(z)+xf'(z)) donc f est

solution sur |0, 1] de y/(z) = X 1) ay(z) dont les solutions sont y(z) = az'/*~*. De telles fonctions se prolongent

en 0 avec y(0) = 0 si et seulement si % —1> 04 A €]0,1]. Au final Sp(¢) =]0,1] et Ex(p) = Vect {x — xl/)‘*l}
(dte)

T 1
Exercice 186 Linéarité facile; T(f)(z) = / tf(t)dt + a:/ f(t)dt donc, comme f est continue, T(f) est C'
0 T

donc continue.

On vérifie que T(f) est en fait C* et T(f)” = —f donc T(f) = \f alors soit A =0 et f = —T(f)" =0, soit A # 0 et f
est C? elle aussi puis T(f) = Af si et seulement si f vérifie —f + Af” = 0 avec f(0) = f/(1) = 0; si A > 0, on vérifie que
cette équation différentielle n’a pas de solution non nulle avec f(0) = f/(1) = 0 alors que si A < 0 cette équation admet
des solutions non nulles si et seulement si VA € 7N.

Exercice 187 |[sujet] 1. Linéarité facile, u(f)(0) = 0 et comme u(f)(z) = cos(x)/ fx cos—i—sin(m)/ f xsin, la
0 0

continuité de f donne la classe C' de u(f).



2. Siu(f) =k alors k = u(f)(0) =0 et u(f) =0 et u(f)(z) = f(z) — sin(z / f % cos+ cos(x / f x sin donc

f(0)=0et f(z) =sin(z / f x cos — cos(x / f xsin est C! puis f'(z) = cos(z / f x cos —sin(x / f xsin =
u(f)(x) =0; reste f =0.
. 1 1 . / . v “ .
3. SiA#0alors f = Xu(f) est C* puis f(0) =0et Af'(z) = f(x) fsm(z)/ fx coercos(z)/ f x sin donc f est
0 0
C%, f(0)=0et f"(x) = f'(z) —u(f)(z) = f'(x) — Af(z); la seule solution avec f(0) = f'(0) =0 est f = 0.

0O 1 O
Exercice 188 A= <O 0 1) X4 = (X —1)(X —2)(X —3) annulateur de A et tous calculs faits, on trouve
6 —11 6

6ug — dur + us

2ug — 3u1 + us
Uy = 5 - - =

+ (—3U0 +4uq — u2)2" + 5 3"
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