TD10 : Suites et séries de fonctions

Exercice 1 (CCINP PSI 2022)
Soient f(z) = —— et fu(z) =

shx sh? nx
1. f est-elle prolongeable par continuité en 0?7 Montrer que f est bornée sur R

—+o0
2. Montrer que Z fn CVS sur R*; on pose S(z) = Z fn(x).

n>1 n=1
3. Montrer que S est C' sur RT*. (¥)

4. Exprimer f,, a laide de f et en déduire un équivalent simple de S en 0

Exercice 2 (Mines-Télécom PSI 2021)

+oo
Soit f(x) = Z(—l)" [Vn+ 2 —+/n] pour z > 0.
n=0

1. Montrer que f est bien définie
2. Montrer que f est continue sur R* et C* sur R™ ; étudier ses variations.
3. Montrer que lim f = +o00. (*)

“+o0

Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2018)

—nx

1. Déterminer le domaine de définition de f(x) = xlenn
n>2
2. Montrer que f est C* sur R™*
3. f est-elle dérivable en 07 Continue en 07 (*)
Exercice 4 (CCP PSI 2010)
1. Etudier l'intégrabilité sur R** de f : ¢t — arctant ou « € R.

e’

+oo
arctant
2. Existence de I,, = / dt et limite quand n tend vers +oo.

0 $3/2 + tn

Exercice 5 (Mines-Ponts PSI 2019)

+oo
arctan(nt)
P >1 I, = ——=dt.
our n > 1, on pose I, /0 (5 nit)?

1. Justifier I'existence de I,
2. Limite et équivalent de I,, 7 (*)

Exercice 6 (CCINP PSI 2022)

“+oo —+o0

t

Soit I = f\[ dt. On donne / et dt =
0 el —1 0

oI

1. Montrer que I existe

ﬁ+m 1
2. Mont I=-— —
ontrer que 2;nx/ﬁ

Exercice 7 (CCINP PSI 2023)

+0oo
t
Soit [ = / a1
0 sht

1. Montrer que I converge.

. —+o00
t
2. Montrer que V¢t € |0, o0/, Sslh% =2¢7! sintnE:O e 2nt,
+oo 2
— *
3. Montrer que [ = E CIESEEE (*)

n=0

4. Montrer que : — < I <1+ % (*)

I



Indications

Exercice 1
3. étudier les variations de f], pour calculer || f} | co-
Exercice 2

3. raisonner par Uabsurde en tenant compte de la monotonie et commencer par vérifier que f(x) > Sant1(x) avant
de séparer les termes pairs/impairs.

Exercice 3

3. pour la dérivabilité, on peut soit étudier le tauz d’accroissement, soit la limite de f' selon ce qui parait le plus
simple. Pour la continuité en 0, prouver la CVU.

Exercice 5

2. pour l’équivalent, commencer par un changement de variable
Exercice 7

3. wutiliser | sin(t)| <t pour Hj dans le TITT.

4. comparaison série/intégrale.



