Intégrales a parametres

I Continuité

Exercice 1 (CCP PSI 2018) |[/Solution|

oot
1. Montrer que f(z) = / ——5 3 est définie et continue sur R*.

1 a L bt + ¢
1483 1+t 1—t+t
3. Déterminer la limite de f en +oo0.

Exercice 2 (CCP PSI 2021) |[/Solution|
+oo

Soit f(x) :/ t" et dt.
0

1. Vérifier que le domaine de définition de f est R™* et que f est continue.

2. Trouver (a,b, c) tel que 5 et déterminer f(0).

n —_1)n
2. Soit v, = / In(f(u))du; Etudier la nature de Z u
n Un

-1

Indication donnée : poser p(z) = / In(f(u)) du.
z—1

Exercice 3 (CCINP PSI 2023) |[Solution|

, teodt
Soit f(x) :/0 TS

Déterminer le domaine de définition D de f.
Montrer que f est continue sur D.
Montrer que si € D alors 1 —x € D et f(x) = f(1 — x)

R

Déterminer la limite de f aux bornes de D.

Exercice 4 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|
+oo ta:—l
Soit ¢(x) = / dt
0

1+et
1. Déterminer I’ensemble de définition de ¢ et étudier sa continuité
(D" et
2. Montrer que, pour z > 1, o(z) = I'(x) Z oul'(z) = / e dt
n® 0
n=1
L X (-1
3. En déduire la valeur de Z
n=1 n

Exercice 5 (CCP PSI 2022) |[Solution/
“+oo —tx
t
Soitf:xe]Rn—>/ c dt.
0

et —1
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Déterminer la limite de f en +oo.

3. Pour tout z > 0, calculer f(x —1) — f(x).
En déduire une expression de f sous la forme d’une série de fonctions.

4. Proposer une autre méthode pour décomposer f(z) en somme de série; obtient-on la méme série ?

Exercice 6 (Mines-Ponts PC 2015) |[Solution|

1
dt
Déterminer le domaine de définition et la limite en +oo de f(z) = / A==
, (1— .,

Exercice 7 (Mines-Ponts PC 2006) |/Solution|

o0
Montrer que pour z > 0, f(z) = / e~ " arctantdt est définie. Montrer que f est continue sur R™* et trouver un
0

équivalent de f en 0.

Exercice 8 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution|
+o0 —t2
Soit f(x) = / ¢

P R



1. Montrer que f est définie et continue sur R.
1 3
<u

2. Montrerquesiu}O,O<17u+u27 <
1+u

3. Montrer que f admet un DL5(0)

Exercice 9 (Mines-Ponts PSI 2010) |/Solution
+oo —t
e
Ensemble de définition, continuité, monotonie et équivalent en +o00 de f définie par f(x) = / m dt?
O x

indication : poser u = xt pour l’étude en +oo.

Exercice 10 (Centrale PSI 2016) |/Solution

1. Montrer la convergence, pour z > 0 de f(x /
(1+ t2 372 —1?2)

2. Déterminer la limite de f en +oo.
indication : pour toute la suite de l’exercice, poser t = xu ; pour la limite, TCD.

3. Justifier que f est prolongeable par continuité en 0

Exercice 11 (Mines-Ponts PC 2009) |/Solution
f(u)

On note E 'ensemble des fonctions continues sur ]0, +-o00] telles que Vs > 0, m
u+s

est intégrable sur RT*,

1. Comparer E & I'ensemble L des fonctions intégrables sur RT* du point de vue de I'inclusion.

2. Pour quelles valeurs de «, f, définie par fo(u) = u®"! est-elle dans E ?
2 o0 f(u)
3. Montrer que f,(s) = / P du est proportionnelle & f,(s).
0

oo
A u
4. Montrer que f : s — / & du est continue sur R**, si f € E, et donner sa limite en +oo.
0 s

IT Classe C! et plus

Exercice 12 (CCP PSI 2017) |/Solution|

1
In(
1. Montrer que le domaine de définition de g(x / n( dt contient | — 1, 1].
0

2. Montrer que g est C* sur | — 1, 1[ et calculer ¢(x) de deux fa(;ons différente.
indication : u = xt pour une des deuxr méthodes.

Exercice 13 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|
oo Int
Soit F' la fonction définie par Vo € RY*, F(z) = / ———— dt. Montrer que F est de classe C.
0

2 + 2
Exercice 14 |/Solution)

oo —t
Calculer (en dérivant) : / % dt
0

Exercice 15 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution
+oo —t -2t
Soit f(x) = / % cos(zt) dt
0

1. Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est C! sur D

2. Calculer f/ puis f.
indication : Pour trouver la constante d’intégration, on peut faire une IPP (en primitivant cos(xt))

Exercice 16 (CCINP PSI 2023) [/Solution

+oo _—uxt ht
Soit g(x) = / %dt.
0

1. Déterminer ’ensemble de définition de g.

2. Montrer que g est de classe C' et calculer ¢'(x).
3. Déterminer la limite de la suite (g(n))n>0

4. En déduire la valeur de g(z)

Exercice 17 (CCINP PSI 2023) [/Solution
+o0 et
Soit p(z) = / - sin(xt) dt
0



1. Montrer que ¢ est définie sur R
2. Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R

3. Calculer ¢’ puis ¢ a l'aide de fonctions usuelles.
Exercice 18 (CCP PSI 2013) |[Solution

t

400 1 o 67It +o0 2
Apres avoir démontré son existence, calculer F(x) = / ——5—— dt, sachant que / eV dt =
0 0

montrer que F' est dérivable).

Exercice 19 (Mines-Télécom PSI 2017) |/Solution|

1
t—1

Soit = t*——dt
oit g(x) /0 7

1. Montrer que g est définie sur D =] — 1, +o0].
2. Montrer que g est de classe C* sur D et en trouver une expression simple.

Exercice 20 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution|

ia:t_l

+oo
Existence et calcul de T'(x) = / %e‘t dt.
0

Exercice 21 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution|

too e
On considere f : x — / _
o x+cht

1. Montrer que f définie sur | — 1, +o0].
2. Montrer que f est de classe C'.

3. Montrer I'existence et déterminer la valeur de la limite de f en +oo

Exercice 22 (Mines-Ponts PC 2015) [/Solution

1
Etudier le domaine de définition, la continuité et la dérivabilité de @(x) = / t"In(1 — t) dt.
0

Exercice 23 (ENSAM PSI 2018) |/Solution)

teo dt
On pose T :/ ————— ,pour n > 1.
pose fn(z) . @i P

1. Déterminer ’ensemble de définition de f,, et calculer f;.
2. Montrer que f, est C* sur R™ et trouver une relation entre f,. 1 et f..

3. Déterminer f,.

Exercice 24 (CCP PSI 2013) |/Solution|

+oo
1. Justifier la convergence de I = / et dt.
0

1 efx2(1+t2)
2. Soient F'(z) = /

1+ t2
0
3. Déterminer la limite de F' en +o00 et en déduire la valeur de I.

Exercice 25 (ENSAM PSI 2015) |/Solution)
—z2(1+t2)

+oo
1. Continuité et dérivabilité de f : z — / 617 at?
0

xr
2. Exprimer f en fonction de g(x) = / et dt.
0

+o00o
3. Déterminer Em f et en déduire la valeur de / et dt.
o0
0

Exercice 26 (CCINP PSI 2022) |/Solution

o0 arctan(xt)
Soit = — = dt
oit g(x) /0 {0102

1. Montrer que g est définie sur R et impaire
2. Montrer que g est dérivable sur R™
1 1 ( 1 z?

3l V’ .ﬁ 1 = —
frifier, pour 2 1, G ) T T2 \Th 2 1+ a2

x
dt et G(z) = / e~** dt. Montrer que F + G? est constante.
0

e[S

(on pourra

) et en déduire la valeur de ¢'(z) pour = > 0.



4. Montrer que g(z) = gln(l + ) pour z > 0.

+o0o 2
5. Calculer / <w> dt.
0

Exercice 27 (Centrale PC 2015) |/Solution/

“+oo
t t
1. Montrer que f(z) = / arctan(z/t) dt est C' sur RT™.
0 1+¢2
* Int ' Int
2. En déduire que, pour z € [0, 1], f(z) = / 1521171 dt ; calculer / 7521171
0 - 0 -

Exercice 28 (CCINP PSI 2021) |/Solution

—+oo
Soit F(x) = / dt
, 1+t

1. Trouver le domaine de définition D de F.

2. Montrer que F' est continue sur D.

O In(t)t” (l a
y

3. Montrer que F est C' sur un domaine & préciser et, a I'aide d’un changement de variable, que F’(z) = / 2

1 (1+41t=)2
En déduire les variations de F'.

4. Déterminer les limites de F' en +oo et en 1.

Exercice 29 (Mines-Ponts PSI 2014) |/Solution/

+o0o e—a:t _ e—yt
Soit F(x):/ fdt pour y >0
0

1. Montrer que F est de classe C* sur RT™* et déterminer F’.
2. En déduire la valeur de F.

Exercice 30 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Solution/
x : t

Soit = lim / S”;( ) gt
0

r——+0o0

1. Montrer que I existe
+oo 1— e—xt
2. Montrer que f : z — / — sin(t) dt est définie et continue sur R™
0

(n+1)m et

indication : pour C°, écrire f(x) =1 — Z/

n>0"NT

sin(t) dt et vérifier la CVU de la série de fct

3. Montrer que f est C! sur R™ et en déduire la valeur de I.

Exercice 31 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

+0oo e—at _ e—bt
Soient a,b > 0 distincts et F'(z) = /
0

; cos(zt) dt

1. Montrer que F est définie et C* sur R.
1. 22+4a?
2. Mont Flz)=zIn———5+C
ontrer que F'(x) SR +
1 efat _ bt

+oo
3. Montrer que F(z) = 77/ B (t) sin(xt) dt ou h(t) = € TC et en déduire la valeur de C.
T Jo

Exercice 32 (ICNA PSI 2010) |/Solution|

1 e— arctan(zt)
1. Montrer que f(z) :/ -
0 242

2. Montrer que 0 < f(x) < % et calculer f(0).

dt est définie pour tout x > 0.

3. Montrer que f est de classe C' et décroissante sur R .

4. Montrer que I'équation f(z) = 2 admet une unique solution.
Exercice 33 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/
1
t
Soient z € RT et f(x) :/ cos( T ) de
0 T+t

1. Montrer que f est continue sur R et C! sur R™*




2. Calculer f(0) et lim f
+oo

xm
3. En utilisant les deux changements de variable u = x + ¢t puis v = —, montrer que f est dérivable en 0.
u

indication : c’est sur f'(z) qu’il faut faire ces chgt de variable

Exercice 34 (Centrale PSI 2013) |/Solution|

1. Déterminer ’ensemble de définition et les variations de f(z) = /

—dt
0 V1+td
2. Montrer que f est de classe C! sur son ensemble de définition et déterminer la limite de f en 0.
3. f est-elle intégrable sur |0, 1] et [1,4o00[?

Exercice 35 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/

+o0
1-— t
1. Montrer que F' définie par F(z) = / %()
0

+o0 t3€—fct

e %t dt est définie et continue sur RY.

2. Donner sa limite en +oc.
3. Montrer que F est de classe C? sur R™, calculer F” puis F(0).

Exercice 36 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

2
+oo e—tac

0 Vt+t3

2. Calculer la limite et déterminer un équivalent de f en +4oc0.

Exercice 37 (Centrale PC 2015) |/Solution/

1. Montrer que f(z) = dt est définie et C* sur R*.

+o0 eitw

1. Montrer que f(z) = / 02 dt est C? sur R.
+oo itz

2. Montrer que g(z) = / T e dt est C! sur R*.

indication : relier g a f'.

Exercice 38 (AADN PSI 2009) |/Solution

o1 — t
Mountrer que f(x) :/ 1= cos(at)

2 et dt est de classe C2. Calculer f” puis f.
0

Exercice 39 (Centrale PSI 2016) |/Solution|
1

+o0 1— et
1. Montrer que f, définie pour & > 0 par f(z) = 7/
0

dt est C2.

x 1+ ¢2

2. Trouver un équivalent de f en 4o0, puis en 0.
indication : poser g(x) = xf(x), la limite de g en +o0o se calcule avec le TCD. Pour l’équivalent en 0 : montrer

que g"(z) + = converge en 0 puis que g'(x) + In(x) converge en 0 avant de revenir d g(z).
x

Exercice 40 (ENSAM PSI 2007) |/Solution)

+oo

tan (¢

Montrer que f(z) = / %ntgx) dt est C” sur R et C* sur R™. Calculer £(0), f(x) et la limite de f en +oc.
0

Exercice 41 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/
1
t* In(t
1. Montrer que f(x) :/ #In(t)
o t—1
2. Montrer que f est C* sur D.

Exercice 42 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution|

/2 dt /2 sin? ¢
Calculer, pour z > 0, I(z) = / ——— et J(z) = / dt; on pourra poser u = tan(t
P (=) 0 cos?t + xsin®t (z) 0 (cos?t +x sin? t)2 p p (t)

dt existe pour x € D =] — 1,400].

pour calculer I(z).

Exercice 43 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|
Soit F(a) = / sin(asint) dt
0

1. Montrer que F est C!

1
2. Déterminer lim —F'(a).
a—0 a



Exercice 44 (CCINP PSI 2021) |/Solution
—+o0
Soit F(x) = / cos(zt?)e ! dt.
0

1. Montrer que F est définie sur R.

2. Montrer que F est C* sur R.

3. Calculer F"™(0). F est-elle DSE ?
Exercice 45 (CCP PSI 2010) |[Solution

1 1/ 1
Soit f continue sur [0,1], & valeurs dans R**; on pose F(z) = (/ (f(®)* dt) et G(x) = / (f(¢))* dt. Calculer
0 0

1
;(ln G(z) —In G(0)) et en déduire que F admet une limite en 0 & déterminer.

IIT Equations différentielles
Exercice 46 (Mines-Télécom PSI 2019) |/Solution

1. Enoncer le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres
+oo
2. Montrer que f : x / ch(zt)e™ dt est C* sur R.
0

3. Trouver une équation différentielle vérifiée par f est la valeur de f(x) en fonction de f(0).

Exercice 47 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Solution/
“+oo
Soit f(x) = / cos(:zct)e*t2 dt
0
1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que f est dérivable et vérifie une équation différentielle du premier ordre sur R.

1
3. Résoudre cette équation et en déduire une expression simple de f; on donne f(0) = 5\/E

Exercice 48 (CCP PSI 2018) |[Solution
“+oo

Soit f(t) :/ (:os(2xt)e*“”2 dz.
0

1. Montrer que f est définie sur R.

N

. Montrer que f est C' sur R et exprimer f’(t).

. Déterminer f(t) sachant f(0) = g

. Montrer que f est C* sur R et déterminer f(™ (t).

Exercice 49 (CCP MP 2015) [/Solution

+oo e—mt
Soit = dt.
oit f(x) /0 i1

1. Montrer que f vérifie sur R** une équation différentielle d’ordre 1.

w

N

2. Déterminer un équivalent de f en +o0.

Exercice 50 (Centrale PSI 2019) |/Solution|

2

+oo
1. Montrer que f(z) = / exp <—t2 — %) dt est définie et continue sur R.
0

2. Montrer que f est dérivable sur R*.

+oo
3. En déduire la valeur de f; on donne / eV dt = g
0

Exercice 51 (CCP PC 2015) |/Solution/

+oo efzct
Soit F(x) = / dt
0 T+t

1. Montrer que F(x) n’existe que pour x > 0 et déterminer la limite de F' en +oc.

2
2. Montrer que F est C' sur R™ et que 22F(x) — F'(z) = =.

x
En déduire que F est C* sur RT*,




+oo —t2

3. Montrer que F(x) = 2™ / — dt et en déduire que F(x) ~ —2In(x).

z x—0

Exercice 52 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Solution/

) 0 cos(xt) o0 cos(at)
Soient F'(z) = /0 (e dt et G(z) = /0 A+o? dt.

1. Montrer que F est définie, continue et bornée sur R*. Calculer F(0)

2. Montrer que G est définie et continue sur RT

+oo
t
3. Montrer que F(z) = x/ 0205( )2 dtsiz>0
0 e+t
F(x)—2
4. En déduire que F est C' sur R et que F'(z) = M pour x > 0
x

5. Montrer que G est C* sur R** et que G'(z) = ng(:c)

6. Trouver une équation différentielle du second ordre vérifiée par F' et en déduire la valeur de F'

Exercice 53 (ENSAM PSI 2013) |/Solution)

—xt

+oo
1. Montrer que g(z) = / £ dt est de classe C2 sur 10, +o0].
0

14 1¢2
2. Trouver une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par g et en déduire que, pour > 0, on a :
oo sint o0 cost
g(z) = cos(x) / —— dt — sin(z) / —dt.
x t x t

Exercice 54 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution

+oo e—:vt

1. Montrer que f est définie et de classe C? sur ]0, +o0].
1
2. Montrer que f est solution sur R™* de ¢/ +y = =
x
3. Montrer que f est 'unique solution sur R™ de cette équation différentielle, telle que Emy =0
o0

Exercice 55 (CCP PSI 2010 partiel) |[/Solution
( 31 2010 partiel) [[Solution]

Montrer que f(z) = / cos(z cost)dt est C* et calculer zf”(z) + f'(z) + zf(z).
0

Exercice 56 (CCP PSI 2009) |/Solution|
+oo
1. Montrer que f définie par f(x) = / In(t)e™"" dt est de classe C' (sur?).
0

-1
2. Montrer qu'il existe une constante c telle que f(z) = i (on pourra étudier f(z) + zf'(x))
x
Exercice 57 (CCP PSI 2011) |/Solution|
; s 201 — cos(wt)
1. Trouver 'ensemble de définition D de f(x) = 5oy dt
0 t2 (14 t?)

2. Montrer que f est continue sur D puis qu’elle est de classe C2.

3. Montrer qu'il existe (a,b) € R? tels que, pour = > 0, f(z) — f”(x) = ax + b (on ne cherchera pas & calculer a) puis
calculer f.

Exercice 58 (ENSEA-ENSIIE PSI 2014) [/Solution|

+oo e—tw2
Soit F(t) = ——Fd
oit F(t) /0 Tz

1. Montrer que F est continue sur RT et C! sur R**.
) ) t 5 +oo R ﬁ
2. Exprimer F(t) en fonction de 6(t) = / e " dv;on donne/ e ¥ do = 5 (trouver une équation différentielle
0 0

d’ordre 1 vérifiée par F.)

Exercice 59 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

+oo e—teita:
Soit f(x :/ dt.
W=)y TV

1. Montrer que f est définie et C! sur R.




2. Montrer que lim f(x)=0.
T—+00

1 1 oo ot
indication : commencer par montrer que pour € > 0 )| < 2v/e+ + / —— dt avec une
2 que p Nf@) < 2ve e AT e) A
IPP.

3. Déterminer f a l'aide de fonctions usuelles (et de f(0)).

Exercice 60 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution|

+oo
1. Montrer que Fy(x) = / e " sin (ze') dt est définie et continue sur R pour k € N*.
0

2. Montrer que pour k > 2, F}; est solution de zy’ — ky = — sin(x).

IV Autres
Exercice 61 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/

) /4
1. Etudier et représenter f(z) = / e~ tan(®) gy
0

2. Etudier (uy) définie par ug € R et up11 = f(un).
3. f est-elle intégrable sur R~ ? et sur RT ?



Solutions

1
Exercice 1 |/sujet] 1. Par T8 < T intégrable sur R™.
1 1 —1/3t+2 1 1 2t-1 2 1 2
. = /3+ /3+/3: /3 _1 = doncf(O):—ﬂ
1+t 1+t 1—t+1t2 1+t 6t2—t+1 31+(2t7—§1) 3v3

3. Si (z,,) tend vers +oo alors par TCD (méme domination) f(z,) tend vers 0

Exercice 2 |[sujet/| 1. Fait en cours (fonction I')

2. f est continue et strictement positive sur R™ (car ¢t — t*“ e est continue positive et non nulle sur R**) donc
Inof est continue sur R™* puis ¢ est C* sur R™ et ¢/ (x) =In f(z) —In f(x —1) =z —1 >0 car f(x+1) = zf(z)
(IPP, fait en cours). On en déduit que (v, ) est une suite croissante.

Reste & vérifier que lim v,, = 400 pour conclure avec le CSSA : pour z > 2, on a ¢'(z) > 1 donc (IAF) p(z)—p(2) >
(-1
(x — 2) ce qui donne lim () = 400 donc (v,) tend vers +oo et E 7) CV par CSSA.
r—+00 Un

1 1
Exercice 3 1. g(z,t) = ) Kool et g(z,t) L tw+1 donc D =]0,1][.
L it<1
1 L S117 X
2. |g(z,t)] < ¢ (11+ t) siz € la,b] C D.
— sit>1
I
1
3. Poser u = n
! dt 1
4. f(z) > /0 glx,t)dt > 2/0 == ST — Too; idem en 0 avec f(z) = f(1 —x).
Bxercice 4 [Fgel] 1. f(r.1), = o) et fe.1) ~, gy done D, = B
xercice suje f@t) = olgg ) et flz,t) ~ o done
¢ est continue sur R™* car, si z € [a,b] C R™™, |f(z,t)| < f(a,t) + f(b,t) (distinguer t > 1 et t < 1)
= Feo Foo u=(n+1)t 1
2. f(z,t) = Z(fl)"tzfle*(”“)t sit > 0 puis TITT avec/ |fr(t)] dt = / e (D gy TS WF(I)
0 0 n+1)*

doncZ/ |fn(t)]dt CV pour x > 1.

3. On vérifie (cf cours) que I et 0 : x

—1)»
— Z (=1 sont continues sur [1,+oo[ donc la relation précédente reste

+o0 —t
valable en = 1. Comme I'(1) =1, on a (1) = (1) = / l—i —dt =1In2
0 e

—xt

te 1
. . . _ ~ —(z+1)t —
Exercice 5 |/sujet/| 1. Si f(x,t) — dt, f(x,t) P~ 1et f(z,t) te e 0(

t——+o0 +2
que siz < —1, 1121 f(z,t) = 400 donc Dp =] — 1, +o0[.

t2) si x > —1 alors

“+o00
2. On a0 < f(z,t) < e * donc pour z > 0, 0 < F(x) g/ e "t dt et l+imF = 0.
0 oo

+o0 too
1 1
3. F(x—1)—F(x) = te~ "t dt = — et par télescopage, F(z) = Flz4+n)—F(ze+n+1)) = D
(@=1)=Fa) = | et page, F(o) = D (Flotn) = Flatn+1)) = 32 ey
21 (w+n+1)t e (z+n+1)t 1
4. Par TITT avecf xZ, t n>0t€ et/ \e |dt:m

1
Exercice 6 t — g(z,t) = exp {ffln(l — ti)} est CM? sur [0,1] si > 0; au voisinage de t = 1, on a t* =
x
e? ) = r((t=1F0(t=1)) — 1 4 2(t — 1) 4 o(t — 1) donc In(1 — t*) = In(x(1 — t) + o(1 — t)) = In(1 — t) + In(z) + o(1) et
Inx —1/=

g(x,t) = exp {—%ln(l —t)— — + 0(1)} ~ donc Dy =]1, 400].

(e

1 1
Si (zy,) tend vers 400, un(t) = g(zn,t) = exp {_; In(1 — tz”)} = exp {w—tr"(l +0(1)) T 1 pour t €]0, 1] donc
(up) CS vers 1 et, avec |u,(t)] < 1, par TCD, on a f(z,) —+> 1.
n—-+0o0



Exercice 7 |[sujet] 1. Pour la définition et la continuité : si z € [a,b] C R™, on a |e~ " arctant| < arctan(t)e”*" =

t
©(t) et o est intégrable sur RY car 0 < p(t) < T eta>o0.
e

wezt 1 [T u\ - . tor m .
2. f(z) = - arctan (;) e~ “du et on vérifie que hi% xf(x) = 5¢ dt = 5 par TCD : si (x,) est une
0 € 0

u . _ ..
arctan (—) e "l < e ™ donne la domination.
Tn

u 0
suite tendant vers 0 alors lim arctan (—) = — siw > 0 puis

n—+oo Tn 2
e_tz 2
Exercice 8 |/sujet] 1. T8 < e ' intégrable sur R.
T
Sy 1 2 3 2 1
2. Etudier u—~ 1 —u+u” — etu—u’ —u +u—1+
1+u 1+u
e 2,2, 4,4 2 6 +006 t? 2 2 2 —t2 4 4 —t2
3. Og/ (1—2*t*+2*th)e ™ dt—f(x) < @ / t°e™" dtdonc f(x) :/e* dt—=zx /t e " dt+x /t e dt+
—o0 —00 R R R
O(xﬁ)

< et permet de justifier que f est continue sur R; de plus f est paire et décroissante

—t
e

E ice 9 jet)| | ————5

xercice 9 |[sujet/| ‘1 (it

1 +oo —u/x
sur RT; on pose u = at (avec x > 0) : f(z) = x/o ﬁdu puis, si (z,,) tend vers +o0o, on a x, f(zy) P

+o0 —u/xp
du T 1
—_— == TCD <
/0 Tru? 2 par TCD avec T2 T2
Exercice 10 1. t— ! est CM° sur |—z, [ et ! !
J ' (1+t2) (a2 —t2) ’ (1 +¢2) (22 — t2) t= \22(1 + 22)(z — t)1/2
donc est intégrable sur [0, z[ et sur | — z, 0] par parité.
2. f(x) /1 du et si (z,) tend vers +oo, on a L < donc
. flx) = i (z,) tend vers -+oo, on < n
1 /(T + (uz)?)(1 — u?) VI + (uzn)?)(1 — u?) V1—u?
f(xz,) ——— 0 par TCD
n—-+oo
3. Sous 1 de fi f est conti 0 1 < L Pour le DSE t du DSE
. Sous la seconde forme, f est continue en 0 par < . Pour le , on part du
P Tt )| Vi@ P
de (14 u)"/2 bteni L f( e G0 o o Ja] < 1 et u ] — 1,1 et
e u our obtenir = — —=x our |z et u €l —1,1] e
’ Vir - = v "
1 2n 1
on apphque le TITT : /1 Wﬁl‘ du < Wl‘ . ﬁ du = WWJT qui est le terme

général d’une série CV car |z| < 1.
|f ()
u+s

1
est CMY sur RT et équivalente & — en +0oo.
u

Exercice 11 |[sujet] 1. Ona L C FE car, pour s > 0 fixé, on a |f(u)| < s . Par contre les ensembles ne sont pas

1 1
égaux puisque u — — ¢ L alors que u— — € F car u +—
u u u(u+ s)

2. u—

ia(U) est CMY sur R et fo‘i(u)

~ 5— donc f, € E si et seulement si o > 0.
+u S+ u u—too usT«
3. fu(s) "= a—l/l A
. 5) = s
“ o 1+t

flu) | _ [fW)] _ - - .

4. Pour s € [a,b] C R+x, on a mn < o ©(u) et ¢ est intégrable sur R™ car a > 0 et f € E, ce qui donne
s+u u+a

la continuité de f .

/() flu) | 1fw)
Sp+ U n—too Sntul S 14u
o(u) car x, > 1 & partir d’un certain rang. Comme ¢ est intégrable si f € E, on en déduit (par caractérisation
séquentielle de la limite) que SEI-‘,I}OO f(s)=0.

Pour la limite en 400, on applique le TCD : si (s,) tend vers +oo alors

In(1 t
Exercice 12 |[sujet] 1. Si|z| <1, t— f(z,t) = In(1 +ot) est CMP sur ]0,1] et %il% f(z,t) = x est finie.
—
0 1 1 Lot In(1
2. Si z € [—a,a] C] — 1,1] alors 610(:10,15)’ = T < Tt donne ¢'(z) = /0 o2t = ul ;_x). Pour la
“In(1 In(1
deuxiéme méthode, avec u = xt, g(z) = / M du donc g est la primitive nulle en 0 de h : = +— M
0 u x

(car h est prolongeable par continuité en 0).



1
Exercice 13 |/sujet/| f(x,t) 0 (W) isix >0t~ f(z,t) est continue sur RT. On applique le th de dérivation

t—)jroo

of 2z|Int| 2b| Int| 1
+ _ —
avec ¢ € [a,b] CR™™ et ’&E(x,t)‘ BRCETEE < (1 ) t5ee o\m
-t _ —tx
Exercice 14 |[sujet] Si fi(x,t) ; alors t +— fi(z,t) est intégrable sur R™ si > 0 (prolongeable par
f A 1 : +* 8f1 —xt —at / e —xt 1
continuité en 0 et o 7)) en +00) et six € [a,b) CR™, on a a—(ac,t) =e " < e donne ¢)(z) = e "tdt = —
x 0 x

donc g1(x) =In(x) + C et C =0 car g1(1) = 0.

. - 1 . ag _9t .
. = = - = - <
Exercice 15 [/sujet] 1. D =R car g(z,t) = 1 et g(z,t) oo © (t2> puis | = (amt)’ |(e e™") sin(at)|

et 2t

+oo 2

, 1 4+
2. f'(w) =T “Riint _ ~tHint gy - d In 4 C.

o m</o ‘ = 1+ Tygz done /) =g s

—t _ -2t

1
Sip(t) = % alors ¢ est C' sur RT (car DSE par ex) puis, par IPP, |f(z)| = -

“+o0
/ ¢’ (t) sin(zt) dt| <
0

1o
7/ |/ (t)| dt (vérifier que ¢’ est intégrable sur RT) donc Em f=0etC=0.
T Jo e}
e~ Ttght ef(zfl)t
Exercice 16 [/sujet] 1. f(z,t) = 5 1let f(a,t) e o donc t + f(z,t) est intégrable sur RT*
— — 400

si et seulement si 2 —1 >0 . Comme f >0, on a Dy =]1,4+00]

. of —at —at 17(71)15 / oo —xt
. _ = z < a ~ — a = — T =
2. siz € [a,b] C]1,+o0],ona 9 (x,t)' e “'sh(t) < e *sh(t) Yoo 3¢ donne ¢'(z) /0 e *'sh(t)dt
1( 1 1 >
2\z+1 z-1
—2t h(t
3. |f(n,t)] < %S() sin > 2 et le TCD donne lirf g(n) =0.
n—+00
1 r+1 . _
4. g(z) = 51 ( — )—i—C’ et C =0 car Erfwg(n)—O

. - 1
Exercice 17 |[sujet] 1. f(z,t) P f(z,t) N (—)

12
of —t
2. ‘ax (z, t)’ e

+o0 ) 1
3. ¢ (z) =Re </ e~ (1—iz)t dt) =1z et »(0) = 0 donc o(r) = arctan(z)
0

1— —axt?
Exercice 18 [[sujet] Si f(z,t) = ;%2 alors t — f(z,t) est prolongeable par continuité en 0 et |f(z,t)| < <@ si
> 0 donc F est définie sur R+ (et pas sur R™* car f(z,t) T Too si z < 0). La classe C' de F sur R™ provient de
Y
o0
laf(x,t)‘ =e ™ Le ™ siz€a,b) CR™; ona F'(x) = / e dt = —} (en posant u = t/z). On en déduit

F(z) = T2+ C,six > 0, et on trouve C' = 0 car F(0) = 0 et F est continue en 0 par |f(z,t)| < f(b,t) siz € [a,b] C RT.

t—
Exercice 19 [[sujet] 1. Si f(xz,t) =t*

1
alors }uri flz,t) =1et f(x,t) ~ (Bertrand) donc t — f(x,t)
—

_ -1
t—0 t—% ln(t)

Int
est intégrable sur |0, 1] si et seulement si —z < 1 (et f > 0)
of 1 x+2
2. Si b c]—1 lors | == (z,t)| = t* — "1 < t°. "(z) = - i =1 < )
Six € [a,b] C]—1,4o00[ alors ax(:v,) On a ¢'(x) P x_i_lpulsg(x) R +C

etC’:OcarmBIEoog( x) = O:t+—>1n(t)

donc |g(z)[< M/ t*dt =
0

est bornée sur ]0,1[ (car prolongeable par continuité au segment [0, 1])

x+1
. q . . o —t o
Exercice 20 hm g(:r,t) =ix et g(x,t) e © (e7") donc T est définie sur R.
+o0o
. 1
T (z) = z/ e~ (=)t qp — car )e_(l_”)t e~t. Comme T'(0) = 0, on trouve T'(x) = i arctan(z) — 3 In(142?).
o _




Exercice 21 |[sujet] 1. g(z,¢) Aot 2¢~" donc t + g(z,t) est intégrable sur [0, +oo[ si z > —1
—+00
99

2. |99, | = cht . cht
"0z | (w+cht)2 T (a+cht)?

3. lirm f=0car |g(z,t)] < g(0,t) siz >0

six € [a,b] C] —1,4o00] et () et 2¢"

-1
Exercice 22 Sif(x,t) =t"In(1—1¢), f(z,t) Kod) In(1—1t) et f(z,t) o @D donc ¢ est définie sur | — 2, +o0].

i (-
> ! e = < a _ — L . _ 3 .
@ est C* sur ce domaine car oz (z,t)| = |In(t) f(z,t)| < t*]1In(t) In(1—1)] ool ) s la,5] €] — 2, +oo[ et —a/2 < 1
. ' Ctini ' i 1 0 o 1
Exercice 23 1. f, est définie sur R* (et paire) car ¢ — (R est CM” sur R™ si x # 0 et o TR
(et fn(0) nexiste pas); fi(z) = %
x
—2nx 2nb
!/ _ . .
% dnla) = mnapa(e) car st € o B R ‘(zi’ + 2)n | T (a2 4 2)ntl

3. On trouve (récurrence) f,(z) = @1 = 1)) X San

1
Exercice 24 |/sujet] 1. o o( )
—+00

12
2 ef:v2(1+t2)
2. G est la primitive sur R nulle en 0 de ¢ — e~*" (continue sur R). Pour F :si f(z,t) = T alors | f(z,t)] <
1 ] 1
e donc F' est continue sur R et J(m,t)' < 1 donne F C' sur R et F'(z) = —2¢7" / e du (u = xt) pour
x 0

x> 0. On en déduit F + G? = C.

ol

1
dt
3.0<F(1})<6_‘”2/ mdonc lim F(m):0,C:IQZF(O)—l—G(O)Q:%etcomme[}O,onaI:
0

T—+00

—a2(1442) 0
Exercice 25 [/sujet] 1. Sih(z,t) = 617 alors |h(,t)| < e donne f continue sur R (et paire) et af(x,t)‘ <
x

2be~* (1) [z € [a,b] C R™ donne f C! sur RT*.

+oo —+oo
2. f'(x) = —2:176_”2/ e @ Q= —2fe " §i T = / e~ du ce qui donne f(z) = —2Ig(z) + C pour z > 0
0 0

puis > 0 par continuité en 0.

oI

oo at
3. | f(x)] < e*“’Q/ donne lir}rl f(z) =0 donc C = 2I? puis f(0) = T = donne I =
0 T—r+00

1412 2
1
Exercice 26 [/sujet] 1. lim f(z,t) =z et f(z,t) = o <—) ; impaire facile
t—0 t—+o0 12
of 1 1
2. gest C' sur RT (— t)| = <
gest € sur RY avee {50 (@0 = Armyiro2) S T1 2
9 , t=4oc0 >0
3. décomposition en éléments simples facile puis, si z° # 1, ¢'(z) = 1= [arctan(t) - xarctan(xt)} =
—x t=0
1
172%(1 —z) = g(l + ) qui est aussi valable en z = 1 par continuité de ¢’
-z
4. facile avec ¢(0) = 0 pour la constante d’intégration
5. I =2g(1) par IPP
X _ . arctan(z/t) /2 . n of
Exercice 27 |[sujet] 1. Si g(a,t) = i alors |g(z,t)| < T+ donne f continue sur R et a—(m,t) =
x
t t
< i bl CRT d C! sur R™*
1O 0 S 11O+ 0) six € [a,b] C onne g C* sur
2. Si z €]0,1], ¢'(x) ! /+oo( ! ! )dt @ ui est prolongeabl finuité en 0
. Siz x) = —_— - = ui est prolongeable par continuité en 0;
b g 2-1), \11e2 221e 2214 profongeablc p ’
In(z)

comme f(0) = 0, f est bien la primitive de z — qui s’annule en 0. Comme f est continue en 1, c’est

+oo 2
tan(?
IliP/ arc an()dt:w .
0

2 —

ra) = 1+ ¢2 8



1
Exercice 28 [/sujet] 1. t — f(z,t) est CM? sur R et positive (pour la DV), f(z,t) ~ e donc D =]1, 40|

t—t
1 sit<1
2. Avec |f(z,t)| < p(t) = { Flat) sit>1 pour z € [a,b] C D.
0 t*| In(¢ In(t
3. F est C' sur D avec ai (x,t)‘ = (1|+nt(x;l < | HJE ) (z,t) < |In(t)|f(a,t) = 9(t) qui reste intégrable sur R™™ car
1 . 1 v . . A CTOISS
o(t) Kool [In(t)] et 9(t) T (tl?> Puis poser u = n dans l'intégrale sur |0, 1]. F' est donc décroissante.

4. EmF = 0 par TCD (et caract séq) avec la domination utilisée pour la continuité. Enfin, li{nF = +oo car F(x) >
o0

/*OO dt >1/+°°dt_ 1
L 1+t T2 ot 2@ 1)

. - . et — eVt . 1 af
Exercice 29 |[sujet] 1. Si f(z,t) = — alors %g%f(x,t) =y—xet fz,t) T o(t—2> et ‘ax(z,t)‘ =
—+o0

-1
e <e " six € la,b] C RT™ donne F'(z) = —/ e "tdt = —.
0 -T

2. F(z) = —1In(z) + C et F(y) =0 donc F(z) = In(y) — In(x).

Exercice 30 |[sujet] 1. fait en cours

sin(t)  sin(t) _,, sin(t) 1 VP x
2. g(x,t) = e T € S 3 +0 7 ) pour z > 0 donc f est définie sur R™ (et f(0) = 0)
+oo (n+1)m e_zt T e—(nrr+u) A
=1-— n n(T) = sin(t) dt = (—1)" — i du et CSSA (a vérifi
f(x) T;u (x) avec up(x) /mr ” sin(t) (-1) /0 p——— sin(u) du et par (& vérifier)
™ e—(n‘n-+u) 1
IR, ()| < |tny1(7)] < — ——— 0 donc CVU sur R*. Reste a vérifier u,, continue : avec | ———— sin(u)| < —
nmT n—+oo nT+u nm
qui est intégrable sur [nm, (n + 1)7]
3 @(z ) <esizelab c R™ done f est Ctet f/(x) = /+OO sin(t)e**dt = Im( L ) = donc
oz T ’ o T —i 1+ 22

f(z) = arctan(x) + C sur R™* donc sur R par continuité et f(0) = 0 = C. Enfin, on a lim f = I par double

r—+00
limite (avec la série de fct) avec CVU et Erf_l un(2) = 0 par TCDPC (par ex). On retrouve I = g
T oo
. _ ) efat _ efbt ) 1 )
Exercice 31 |[sujet] 1. Si f(z,t) = — cos(xt) alors }1_1}(1) fz,t) = b—a et f(z,t) e © (t—Q) puis
0
‘f(;v,t)’ <e % 4 e~ donne F C.
Ox
400 2 2
— —bt _ ,—aty o __ = z 1 x°+a
2. F’(x)—/o (e —e )Sln(xt)dt_a2+x2_b2—|—x2 doncF(x)—§ln(m)+C
befbt — qge—at e—at _ efbt 1 1
. Y - _ . ! — (2 _p2 / — _
3. Par IPP (siz > 0); A'(t) = ; 2 donc 7}1_r)1(1)h (t) 2(a b7) et h'(t) e © (t2> donc

T T—+00

1 [Fe
h' est intégrable sur R™; on en déduit |F(x)| < — / [P (t)| dt = 0 donc C' = 0.
0

e~ arctan(zt)

Exercice 32 |[sujet] 1. Sig(x,t) = alors |g(z,t)| <1 (ce qui donne en fait la continuité de f)

242
1 ™ 1! dt 1 1 ™
2. 0<g(x,t) < —— donne 0 < f(x) < — et 0:7/7:—arctan(—>:
9@ < T3 fla) < g et 70 =5 o 1+(t/vV2)?2 V2 vV2/ 42

dg t Loy
3. | Z(a,t) = ———g(z,t) <t d t Clet f/ :—/7 ,4)dt < 0.

G0 t)| = el t) < ¢ domne £ et € et £10) = [ mata)
4. On applique le théoréme de bijection a h(z) = f(z) — = : h est strictement décroissante sur R™, h(0) = f(0) > 0

et Emh = —oo (car f est majorée)

Exercice 33 [wel] 1. lg(z.t)| <1 puis |2 () ™ (”t) < Gizelab CcRY
suje . gz, t)] <1 puis | = (z,t)| = in < iz € la,
/ A P Oz (x +1)? T+t (a+ )2

2. f(0)=—-1et 1+1g.}f = 1 pat TCDPC (méme domination que pour C°)



T—v T—v T—v
3. Tous calculs faits, on trouve f'(x) = / sin(v) dv et sin(v) — 7 donc v
v v—>

sin(v) est

intégrable sur ]0, ] donc lin% f(z) = / v sin(v) dv donc (cons. du TAF), f est C' sur RY.

3,—xt
alors g(z,t) ~ te ™" donc ets intégrable sur R™ si et seulement si

Exercice 34 |/sujet] 1. Si g(z,t) = Niear ) Y

x>0 (et g >0); f décroit car x — g(x,t) décroit pour tout t.
99
Ox

2.
—+00

1
—(z, t)' = tg(x,t) < tg(a,t) si x € [a,b] C RT™ et tg(a,t) Ml o<t—2) donne f C'; on pose u = xt :

1 +oo u3e u +o0o u3e u N Sefu
T) = — ————du et x — ———— du est continue sur R ar | ———| < ue " ce qui
/@) 22 Jo  Vur+ ot / Vut + xt P vut+ zt K
+
d lim 22 = e du=1et
onne lim & f(z) ./o u=1et f(z ) ~ g2
1 [T ule ¥

3. Par équivalent, f n’est pas intégrable sur |0, 1] mais lest sur [1,+oo[ car |f(z)| =

1 [t 1
— u367“du:O<—>.
z* J, xt

x4 0 1+ ( u/aj

. - . 1 — cos(t) ) 1 < 1 ) )
. = = — = — > 0.
Exercice 35 [[sujet] 1. Si f(=,t) e alors }g?% f(z,t) 5 et f(x,t) o O 2 ) stz > 0
1—cost 1 L[+ 1
2. onvériﬁc()g% < 5 donc 0 < f()<2/0 et = o sia > 0.
of

1-— t
‘ ’ %()e_” donc t — 6—( ,t) est intégrable sur R** si z > 0 (mémes justifications); puis
x
+oo
‘ ‘ |1 — cos(t)|e™ < 2e7% siz € [a,b] C RT™. On en déduit F"(x) = / (1 — cos(t))e ™ dt =
0
1
i donc F'(z) = In(z) — 5111(1 +2?) + C et F(z) = zln(z) — gln(l + 2%) — arctan(z) + Cz + D =
J:
1
—3 “n ( + —2) —arctan(z) + Cz + D ; comme l+imF =0, on trouve C =0et D = g Par continuité de F' en 0,
x o0

on trouve F(0) =D = T

2
et 1 1 )
Exercice 36 1. Sig(x,t) = s alors g(x,t) o et g(z,t) T © (t—2) si x > 0; puis ai(x,t)‘ =

22\/te— 1% < 2by/te—te’
Vit Vit

six € [a,b] C R

1 “+o00 e~ U +oo e~ U
2. On pose u = tz? : f(z) = = ——————du puis, si (x,) tend vers +oo, x, f(x,) — / —du =
—u —u C
C > 0 par TCD avec S — < € . On en déduit flz) ~ .
u+ud/(x,)4 Vu w—too
e 1 oh t
E ice 37 jet 1. O se h(z,t) = ——= et h(z,t)] = ——= et |=—(z,t)| = is
xercice n pose h(x,t) EEE et on a |h(x,t)| e e 8x(x’ )‘ ESEE puis
?h t2
‘aZ(x, t)' = m qui sont toutes intégrables donc f est C* sur R.
x
2. Par IPP f/(z) '/+Oo L emtdr =~ )
. Par T)=1 ———Xe =——g(x
e A2 27
1- t 2 1 3,
Exercice 38 |/sujet/| Si g(z,t) = Me*t alors lim g(z,t) = r et g(x,t = O(| = ); puis 99 z,t)| =
12 t—0 2 t— 2 19)
— — 400 T
. ¢ 92 too 1
me—t < e ! et enfin 81:2 (x,t)‘ < et done f”(m) — /0 Cos(xt)e_tdt = iz On remonte : f’(x) =

1
arctan(z) + C, avec C = 0 car f'(0) = 0, puis f(z) = warctan(z) — 3 In(14 2%)+ D avec D =0 car f(0) =0

1 —at 1 0
Exercice 39 |[sujet] 1. Si g(z,t) = Hieﬁ alors [g(z,t)] < Tre (donc g est continue sur RY), puis a—g(ac,t) =
x

t —xt _ (1> : 629 t2 —at _ (1> : +x
Tef oL\ e siz>0et 82(3315) TT2° 5.\ siz € [a,b] CRT™.




+oo
dt 1
2. Soit (x,) tendant vers 4oo, on a ngrfw Tnf(Tn) = /O e = g par TCD avec |g(xy,t)| < 5 donc
T
f(x) etoo 20
+oo 2 +o0
t 1 s 7r
1" _ —xt - _ —xt _ = —
g’ (x) = /0 Rl dt /0 dt — g(= / doncg()—i—z 5 g(x)m 5
par continuité de g en 0. Ensuite ¢'(z) = ¢'(1) + / ( (t) + ) In(z) donc ¢'(x) + In(z) — g (1) —
z—

x—0

1 T
1
/ (g"(t) + ;) dt (finie), ¢'(x) ~ —In(z) est donc intégrable sur ]0,1] et enfin g(z) = g(0) +/ g'(t)dt =
0 0
/ (¢'(t) + In(t)) dt — / In(t)dt; t + ¢'(t) + In(t) converge en 0 donc est bornée au voisinage de 0, ce qui donne
0 0

/w(g/(t) + In(¢)) dt = O(z) alors que /93 In(t)dt = zln(z) — 2 ~ zln(xz). On a donc g(z) ~ xln(z) et
0 0

T— z—0 z—0
f@) ~ In(x).

z—0
tan(t 0 !

Exercice 40 -sujet Sig(x,t) = %nt(gx)y lg(z, )| < ﬁ donne la continuité sur R et 8i<x’t)' - (1+2)(1 + 22t?) s

¢ six € [a,b] C R laclasse C* sur R**. Puis, pour = # 1, f/(x) = 1/+Oo < SR > =
(1+¢2)(1+ a®t?) ’ TSP ’ C1-a? ), 1+12 1422 -
| 1

21(37)1 (qui se prolonge par continuité en 1 pour donne f’(1) = §)~ f(0) = 0 donc f" étant intégrable sur R**, on a

2 _

_ / Cpdtet lim f(z) = / " ity dt (timite finie).
0 T—r+00 0

—In(t) 1 .
-~ O(t%) et tlgr%g(amt):l

Exercice 41 1. g(z,t) Koy

-0 t-
kg | In(t)|*+1te ( 1 )
. Si - < = (1) = s k> 1.
2. Siz € [a,b] C D, Dk ((E,t)' 17 =(t); o(t) 00 e et }1_1}(1) p(t)=0sik>1
+o00 +oo 1
1 t* In(t) otk otk 1, IPP 1
3. f(m) = E m par TITT avec —1 = E — hl(t)t pour t G]O, 1[ et /0 ‘ln( )|t dt = m

k=0 k=0

sin? ¢
= (cos?t +asin®t)2

sin? ¢
(cos? t + zsin?t)2

rinfty qy 77
E ice 42 jet/| I(x) = ——— = ——puis I'(z) = -J
xercice (x) /0 AW puis I'(x) (x) car

4~z

si x € [a,b] C RT™ donc J(z) =

Exercice 43 [[sujet]] 1. Fl(z)= / sin(t) cos(asint) dt car |sin(t) cos(acost)| < 1 et 1 est intégrable sur [0, ]
0
1 ™
2. F(0) =0 et F dérivable en 0 donc lim —F(a) = F'(0) = / sin(t) dt = 2.
0

a—0 a
Exercice 44 |/sujet]

lg(z, ) < e
k

d%g _ 42k 2 TN o=t < 42k ,—t  _ <1>
M(m’t)’_t ‘cos(mt +k§)‘e < t*e oo\

e AF)!
On a FE*D(0) = 0 et FR)(0) = (—1)’“/ t** et dt = (—1)*(4k)!. La série de Taylor de F' est donc Z(—l)k( ) z
0 k>0 ’

Avec

dont le RCV est nul donc F' n’est pas DSE.

Exercice 45 On montre que G est dérivable en 0 : si g(z,t) = explz In(f(¢))], t — g(z,t) est continue sur [0, 1]

et ‘gz(a:,t)‘ = In(f(t))g(z,t) < C sixz € [—a,a] C R car (z,t) — In(f(t))g(z,t) est continue sur [—a,a] x [0,1] qui est

fermé borné (et non vide) ; G est donc C* sur R et 1 (In(G(x)) —In(G(0))) — (InoG)'(0) = = /1 In(f(t))dt.
T 0

z—0

1

Comme G(0) =1, on a F(x) = exp {l ln(G(x))} — exp/ In(f(¢)) dt.
X xT—r 0

Exercice 46 1. Cours

1 0 2 1
2. On a g(z,t) T © (t—2> et ‘i(m,t)' < tsh(at)e™ L =0 (t—2> six € [—a,d
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3. Par IPP, on trouve f'(x) = ;f(x) donc f(z) = f(0)e'®

1
i ' . <e? = <7
Exercice 47 |/sujet] 1. |g(z,t)| <e = o -
dg _¢2 ( 1 ) , +oo . e wp @
2. ‘ax(l‘,t)' <te oo o\e donc f'(z) = — ; sin(at) x te™" dt = —§f(a:)
1
3. f(z) = 5\/77'6712/4

Exercice 48 |/sujet] 1. \cos(2xt)e*“"2| <e ™ (intégrable sur R™)
IPP

+oo
2. Sit€[—a,al CR,|—2z sin(2xt)e_$2| < 2ae™*" donc )= —2/ sin(2xt) x ze ™ dz 2 —2tf(¢)
0

3. f(t) = ?e*t"’

2"t" cos (2:L‘t + ng) e <2 sit e [—a,al

+oo
4. fM@) = / 2™t" cos (2371% + n%) e dx car
0

ot 1 0 t
Exercice 49 1. Si g(z,t) = f—i—t alors, pour z > 0 g(z,t) e o(t—Q) et ’é(m,t)‘ = 1+t26_wt <
t 1 1
5 e o0 © (1?2) si € [a,b] C RT*. On vérifie ensuite f(z) — f'(x) = -
+o00 —u “+oo
2. On pose u = zt et on a zf(z) = / —— du qui tend vers / e “du =1 par TCD : si (z,) tend vers
o l+u/z 0
e*’lll
- g —u
+00, '1 o, e

2
Exercice 50 |[sujet] 1. Sig(x,t) =exp (—t2 - %) alors |g(z,t)] < e~ donne la continuité

99,

2 1
- < —exp (—tQ - a—) = p(t), ligngo =0 et p(t) =0 (t—Q)

t2

2. f est paire donc si z € [a,b] C R™, on a

+oo 2
1 —z
3.5ix >0, fl(z) = f2x/ — exp (ft2 — x—) dt = —2f(z) donc f(x) = geﬁlm\ par parité.
0

t2 t2
e ot 1
Exercice 51 [/sujet] 1. Sig(x,t) = alors t — g(z,t) est CM° sur Rt pour z > 0 et g(z,t) = o (—) ; si
T+t t—+o0 t2
(7,,) tend vers +oo, |g(wn,t)| < e dés que 2, > 1 donc par TCD, hr—? F(z)=0.
T—r1+00
89 3 —xt e—wt t —at e—at : +* 54 : T4 : ) :
2. |==(z,t)| = e — < ——e "+ si z € [a,b] C RT*; équation différentielle s’obtient en
Ox t+x (x+1t)?2 " a+t (a+1)?
+oo e—xt
effectuant une IPP sur le terme / ———— dt de F'(x).
o (z+1)

Comme F'(z) = 2zF(z) — =, F est C" pour tout n par récurrence.
x

z e_t2
3. Les solutions de cette équation sont y(z) = ae® + 2% / - dt (variation de la constante); la seule solution
1

+oo —t2
de cette forme tendant vers 0 est obtenue pour a = —2 / 5 dt (toutes les autres DV en 400 et on sait déja
1
que cette équation admet au moins une solution qui tend vers 0 en +oo puisque F est une telle solution).
+oo —t? 1 —¢?
F(z) ~ 2/ —— dt ——— oo (intégrale DV d’une fonction positive) donc F(x) ~ 2 | ——dt (Pautre
z—0 - t z—0—+ z—0 = t
2

Te " —1
partie est une constante donc négligeable devant ce terme qui tend vers +00). Enfin, / — dt est CV donc
0

1
dt
F(z) ~ 2 [ — =-2In(x).
z—0 . t
Exercice 52 [5we] 1. |f(x,1)| < —— domne tout |F<>|</+°° L)
Xercice suje . X S ——5 donne to avec X NS = = =
L ’ 1+ 12 v , 1t 2

2. idem avec |g(z,t)| < intégrable sur R™

o
(1+2)2



3. poser u = xt

F e
4. si H(z) = % = / ;2025?2 dt alors
0

(2.1) 2z cos t] 2b
il =
dx ™’ (x2 +12)2 = (a2 4 2)2’

si z € [a,b] C RT*, intégrable sur

+o0 a
R*. Donc H'(x) = —2$/ &(g dt = (7;7) en posant u = xt
o (@ +12)? T
t o
5. gz( )| < T intégrable sur RT donc G'(z) = /0 TP « sin(at) dt 2 7§F($)

6. F’ est donc C*' sur R™ et 2F’'(z) = F(z) — 2G(x) donne :EF”( ) = 2F(x). On en déduit F(z) = ae” 4+ fe~* sur

R™ (car continue en 0), F bornée donne o = 0 et F(0) = ~ donc F(z) = ;Te_z
Exercice 53 [F] 1. i f(x.1) = - alons |g(r. ) < 1oz puis 2(e.t) = o )siw>0et |2 L an) =
xercice suje - Sif(@,t) = ;g alows |g(a, O] < g5 puis 5 (=, )t_:rooo )8l ot | 55 (@, )| =

t2
1+1¢2

et <e " six€fa,b] CRT

1 + sin ¢ +° cost
2. On vérifie g(z) + ¢"(z) = = On pose h(z) = cos(x)/ Tdt — sin(z )/ - dt (les deux intégrales CV

+oo 400 .
t t
si ¢ > 0 par IPP) et on vérifie que h est aussi solution de cette équation car / sint) dt = / sin(t) dt —
1

. t t
sin(x)
—

/ SH;( ) dt est C! de dérivée —
1

f — h est donc solution de I’équation homogene 3" +y = 0 dont les solutions « cos +/3 sin sont 2m-périodiques. On
, +° sin ¢ _ T cost . . e 1
a lim —dt = lim ——dt =0donc lim h(x) =0; puis 0 < g(z) < / e " dt = — donc
T—>+00 = T—+00 z T—>+00 0 x
g — h tend vers 0 en 400 et est 27r—per10d1que, donc est nulle.

1 ) 1 0? t?
Exercice 54 |[sujet] 1. |g(z,t)] < I puis a—gg:(x,t) 0 <t—2) siz >0 et ’awf (z, t)’ me—wt <e o g
x € [a,b] C RT™.

2. facile avec f”
“+ o0
3. Les solutions de (&) sont y(x) = acos(x)+Fsin(x)+ f(z). On vérifie que hm f=0car0< f(z) < / e vtdt =

gpi%\’—‘

(ou TCDPC) donc si y tend vers 0 alors y(z) — f(z) aussi mais y — f est perlodlque donc si elle tend vers 0, on
(v = f)z) = (y = )@+ 2n7m) ~——— 0 donc y = f.

dg

82
Exercice 55 |[sujet/| On pose g(z,t) = cos(zcost);t — g(x,t) et t — a—(x, t) sont continues sur [0, 7] et a—g(x, t)‘ <1
x x

donne f C?; on trouve xf"(x) + f'(x) + xf(x) = 0 par IPP sur f'(z) = — /Tf cos(t) sin(zx cos(t)) dt
0

1
Exercice 56 |[sujet] 1. On pose g(z,t) = In(t)e”™ et on a g(x,t) ~ In(t) et g(z,t) = o (—) siz > 0; puis
t—0 t—+o0 12
69 —at 1 . —+ %
%(x t)| < |tln(t)|e o o(t—2> size€lab CR
1 1
2. Par IPP sur f/(x), on trouve f(x)+xf'(z) = ——; il suffit ensuite de vérifier que x — — est solution de I’équation
x x
—1
homogene et = — M est une solution de ’équation complete.
x
Exercice 57 [5mel] 1. Si g(,t) = ~— o Tim g, 1) th( £) O(1>d D=R
xerci . Si = ——— = alors lim =— = — nc D =
ercice suje g(z, 70102 alors lim g(z, 5 et gzt = 27 ) done
0 in(xt 1
2. On prouve directement C? : t —g(x,t) = M est intégrable sur R™* (prolongeable en 0 et O ( ) quand
O t(1+t2) 3
2 t 1
t tend vers +00) puis 8:vg(x7t)‘ - |010j_(3;2)| < s
+oo +oo +oo
1 1 cos(xt) 1 — cos(z,t) 1 . d¢
3. —f" :/ 1—~t(—— )— }dt:/ ( — - dt puis
f@)=f(z) o (1= cos(at)) 2 141¢2 1+t 0 12 1+ ¢2 s o 1+1t2
+oo +oo
1-— t 1-—
get,enposantu:xt(:b>0)7ona/ %(m)dt:x/ ci(gs(u)du'
0 0 u

dt

+oo
Ona f'(a) = a”+ g et [P < [ i = 5

(borné sur R™* donc o = 0; f/(0) = 0 donne (par




continuité de f' en 0) B = —a et f(0) = 0 (par continuité de f en 0 cette fois), § = —b = g On en déduit

f(x) = %(96 +e® —1) pour z > 0 (et f est paire)
+oo +oo _:
1—
On peut aussi en déduire / cicgs(u) dy = ~BP / sin(u) duw.
0 u 2 0 u

i i i e_t$2 1 . + af a2

Exercice 58 |[sujet] 1. Si f(t,x) = 152 alors |f(t,z)| < ———5 donne F' continue sur R™ et a(t,x) <e ™
x

T l+z
sit € [a,b] C R, la classe C' sur RT™

1 1
2. F'(t) = _/o % —te® 4y = F(t) — 2\/\2 (en posant u = xv/t). Les solutions de cette équation sont

t e U
y(t) = ae’ — ﬁet/ —— du (Uintégrale CV car o 7) f(0) = w2 donc F(t) = get — /Te'f(t) (en posant
0

2 Vu
U= v2)
e—teit;z ¢ t
Exercice 59 [[sujet] 1. g(z,t) = puis |g(x,t)| = \/f o 7 et |g(z,1)] o o(e™") donc f est définie sur
9 1
R. aiggc(x t)‘ Ve b toc ? (t2) donne la classe C*.

—e+tize

2. f(z) = /Osg(x,t)dt+/+oog(x,t)dt; '/Osg(x,t)dt‘ < [ = 2\F et /m () dt B —°

=+
0o Vi V(=1 + i)
1 +oo ,—t ixt +oo 1 1 too -t
- / € ° 4t donc / g(z,t)dt| < + / € _dt. Powr e > 0 fixé, il
2(—=1+ixz) J. tVt c e

Ve +a2)  2vV1+4a? tV/t
existe xg tel que pour x > xg on ait

dt < e. On a donc pour € > 0 et
x > xo, |f(2)] < 2vE + 2¢.
T)
P = o
nulle en +o00!)

1 g . 1 /+<>o
et —— e
e(1+ 2?) 2/1+22 ).  t/t

f(x) donc f(z) = f(0)(1 4 )" Ye 3 arctans (ce qui redonne bien plus facilement la limite

Exercice 60 [[sujet] 1. |g(z,t)| <e F et k>0

+o0 +oo
2. Fj(z) = / e~ k=Dt ¢og (ze') dt car ‘e*(kfl)t cos (xet)‘ <e Dt et k—1 > 0. Par IPP, 2F}(z) = / e M x
0 0
t=-+oco too
xe! cos (a:et) dt = [e‘kt sin (xet) ] . + / ke ¥t sin (xet) dt.
t= 0

dg

Exercice 61 |[sujet] 1. f est C! sur R car, si [—a,a] C R, 3
x

/4
(z ,t)‘ <e; fl(z) = /0 tan(t)e~ 20 dt < 0.

w/4
x/ tan(t) dt —— +o0 et hm f(z) = 0 par TCD car ‘e—mn tan(t)) <1
0

r—r—00

> 1+wudonc f(z) >

rM>l

/4
2. On a u; = f(up) € RT et comme sur R, on a |f'(z)| < / tan(t)dt = k < 1, f est k-lipschitzienne sur R™
0

donc |t 41 — Un| < Eltn — tp_1| < K" Hug — u1|; comme k € [0,1], Zk” CV donc Z(unﬂ — uy,) est ACV et
(un) CV.
3. lim f = 400 donc f n’est pas intégrable sur R™.
1 T e +oo e U +oo
E tu=ztan(t t =— ——d is0 < ——du< “tdu=e"
n posant v = x tan(t), on trouve f(x) 33/0 T (/a2 u puis /w T (a/a ) u /w e tdu=e
e~ U —u

—+oo —+o0 e
d = ————— du+o(1) et, TCD, li :/ “tdu=1 — | <
onc z f(x) = / 5 (u/a)? u+ o(1) et, par ugréa:f(x) ; e “du car ‘1 Y

—Uu

e

On a donc f(z ) ~ = donc f n’est pas intégrable sur R*.
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