Correction du DM10
(extrait de CCINP PSI 2020)

Partie I
LX) = X(X -2)(X +2)|
2. X4 est SARS donc ‘ Sp(A) = {0,2,—2} et les trois espaces propres sont des droites‘
3. \ Xp = X (X% 44) = X(X +2i)(X — 2i) \ donc iXp(iX) = i(iX)((iX)* +4) = X(X* —4) = Xa(X)
4. Xp n’est pas scindé dans R donc ‘ B n’est pas DZ dans M3(R) ‘7 de plus Spg(B) = {0} et le seul espace propre est

une droite (vp simple). Alors que Xp est SARS dans C donc ‘ B est DZ dans M3(C)
trois espaces propres étant des droites.

. Spe(B) = {0, —24, 24}, les

5. On a D™'AD = diag(1, —i, —1)Adiag(1,i, 1) =| —iB|
Partie I1
1. On raisonne par récurrence sur k € [0,n] : fo = sin”™ # 0 donc (fy) est libre. Si on suppose k¥ < n — 1 et
k+1 k+1
(fo,---» fx) libre et si Z/\hfh = 0 alors Vx € R,Z)\h cos™ (x)sin" " (x) = 0; pour 2 € R\ 7Z, en divisant
h=0 h=0
k+1
cette égalité par sin”~*~!(z), on a, pour z ¢ 77Z, Z A cos™ () sin* ="+ = 0. Par continuité de sin et cos, cette
h=0
égalité reste valable aussi pour x € 7Z puis, en prenant = 0, on obtient A1 = 0. On reprend alors I’équation
k
initiale qui devient Z Anfn = 0 et qui donne A\g = -+ = Ay = 0 par hypotheése de récurrence. On en déduit
h=0

. gr(z) =€

k n—k
k n—=k
. Par la formule du binéme, gi(z) = PP cosP zsin® P —i)" R cos? zsin F Y
o= () S (")

‘ (fo,---, fn) est libre et dim(V,,) =n+1 ‘

. n est linéaire et @, (fr) = —kfr—1+ (n — k) fr41 € Vi, (pour k =0 et k = n, les termes qui apparaitraient sous la

forme f_; et f,41 sont multipliés par un coeflicient nul). On en déduit, par linéarité, ¢, (V,) C V,, et la matrice

de ¢,, dans B,.

k —i(n—k)z

xe donne le résultat.

p=0 q=0
k n—k k n—k
donc gx(x) = Z Z (p)( ¢ >(—1)”kqi"”qcos”qmsin””qx et 0 < p+qg<k+(n—k) =n donc
p=0 ¢=0 =fp+q(@)

. g = i(2k — n)gr donc ¢, (gr) = i(2k — n)gx; comme g # 0, i(2k —n) € Sp(pn). Pour k € [0,n], les réels

i(2k — n) sont deux & deux distincts donc on vient de trouver n + 1 valeurs propres distinctes de ¢, ; comme
dim(V,,) = n+ 1, X, est SARS et ‘(pn est DZ et Sp(py,) = {i(2k —n),k € [[O,n}]}‘ Comme les valeurs propres

n

sont simples, les espaces propres sont des droites donc ‘ Ei2k—n)(@n) = Vect{gx} pour k €[0,n] ‘

. p est bijectif si et seulement si 0 ¢ Sp(¢,,) donc si et seulement si

n n
gn(z) = €™ = (cosz + isinz)" = Z (n) "% cos® 2sin" ¥ z donc g, = Z qr.fr. et comme ker(p,, — in.idy, ) =

k=0 k k=0
q0 do
E;.(on) = Vect{gy}, on a bien | ker(B,, — inl, 1) = Vect 5 car B,, = Matg(p,) et = Matp(gn).
dn dn
Partie III
1. (DM)M = dj,jm]}k et (MD)j,k = mj,kdk,k
‘ N ij sik=j+1
2. (D;YA, D) = (=)t pi® ™t = (=17 Fa;, = —iln—j+2) sik=j—1 donc|D,'A,D, =—iB,
0 sinon

On en déduit Xa, (N) = Xp-1, p (A) = X_ip,(A) = det(AMpi1 +1iBy) = (—i)" " det(iA — B,,) donc on en déduit
Xa, (X) = (=i)""' Xp, (iX)




3. A, est semblable a —iB,, et comme B,, est DZ, De plus, d’apres la relation sur les polynémes carac-
téristiques précédents, A € Sp(A4,,) si et seulement si i\ € Sp(B,,) donc ‘ Sp(4,) = {n—2h,h €]0,n]} ‘ (en posant
h =n—n €[0,n] pour décrire les valeurs propres de B,,)

q0 q0
Enfin, 4,X = nX & B,D,;'X = inD,;'X & Ja € C,D,'X =a| : | ©3a e C,X =aD,| : | or
In In
4o q0 Po Po
aD, | ' | =« : =i"a| puis, comme 7" # 0, on a bien | ker(A, — nl,;11) = Vect | :
In i"qn Pn Pn

Partie IV

1. (Ek1)o<i<n est un systéme complet d’événements
2. Comme on déplace une (et une seule) boule & chaque étape, elle peut en contenir j+1ou j—1 (si j €[1,n— 1])

3. Sil €[1,n—1] et si Ey; est réalisé alors I'urne 1 contient ! boules a l'instant k; elle en contiendra [ + 1 &
linstant k& + 1 si et seulement si le k& + 1°™¢ échange se fait de I'urne 2 vers 'urne 1 donc si et seulement si on

n—1
choisit aléatoirement une des n — [ boules de 'urne 2. On a donc Pg, ,(Ext1,41) = ——. On trouve de méme
: n
l
Py, (Ex41,-1) = — et Pg, ,(Egxt1,;) =0sij ¢ {l — 1,1+ 1} (d’apres la question précédente).
. n ,
Si Ey o est réalisé alors 'urne 1 est vide donc Ej 1,1 est certain et si Ej, ,, est réalisé, c’est Ejy1 ,—1 qui est certain.

4. D’apres la formule des probabilités totales, P(Eyy1 ;) = ZPEk,l(EkJFLj)P(EkJ) ce qui donne, si j € [1,n — 1],

=0
n—j+1 i+ 1
P(Ery15) = Pe,;_,(Bky1,5) P(Exj-1) + Pr, ;) (Bxy1,5) P(Erjr1) = +P(Ek,j71) + ]T (B j+1)

« 1 1
De méme P(Eyy1,0) = Pg, , (Ery1,0)P(Er,1) = EP(Ek,l) et P(Ext1n) = P, ., (Ery1,0) P(Exn—1) = EP(Ek,nq)

. 1 . . , , ,
5. On vient de prouver Z;.1 = —A, Zj ce qui donne bien le résultat annoncé par récurrence (ou car (Zy) est une
n

suite vectorielle géométrique de raison —A,,)
n

6. La répartition de chaque boule est une expérience de Bernoulli de succes « mettre la boule dans 'urne 1 » donc

de parametre 5 que Pon répete indépendamment n fois. L’événement (Ny = k) correspond donc & 1’événement

Po

1\* 1\ 1 1
« obtenir exactement k succés » donc P(Ep ) = <Z> (5) (1 — 5) = (Z) 7 On adonc| Zy = on
Dn

7. D’apres la partie ITI, Z; est donc un vecteur propre de A,, associé a la valeur propre n donc AﬁZo =nFZy ce qui

donne

8. Si N; suit la méme loi que Ny alors on a Z; = Zy, ce qui donne A, Zy = nZy et comme Zy # 0 (la somme de
ses coordonnées vaut 1); Zy est un vecteur propre de A,, associé & la valeur propre n. Comme E, (A,) est une
Po Po
droite engendrée par le vecteur - |, onadonc Zy = « et comme la somme des coordonnées de Z
Pn DPn
1 n
vaut 1, on a nécessairement o = on car Z pr = (1+1)" =2"; ainsi Zj est le vecteur considéré dans la question
k=0
précédente et ‘Ng suit la loi 7r‘ On a donc bien I’équivalence attendue puisque la réciproque a été étudiée a la
question précédente.




