TD15 : Espaces préhilbertiens

Exercice 1 (Mines-Ponts PSI 2023)
3

X -k
Soient F = R3[X] et L; = H ~ 5 bowr i €]0,3]
k=0k#i |
1. Calculer, pour 0 < i,j < 3, L;(j) et en déduire que (L;);g[o,3) est une base de E.

3
2. Montrer que (P|Q) = Z(P(k‘) + P(1))(Q(k) + Q(1)) définit un produit scalaire sur E
k=0

3. Déterminer une base orthonormale de E.

Exercice 2 (CCINP PSI 2019)
1

1. Montrer que < f,g >= / u(t)v(t) dt est un produit scalaire sur E = C%([~1,1],R).
—1

2. On pose F = {u € E,Vz € [0,1],u(zx) =0} et G = {u € E,Vz € [-1,0],u(x) = 0}. Montrer que F' L G. F et G
sont-ils supplémentaires ?
3. Justifier G C F*.
0 sizel0,1]
4. On veut montrer que G = F1 : pour g € F*, on pose f,(x) = g(0) size[-1,—-1/n] ; calculer < f,,g >

affine sur [-1/n,0]
0

et montrer que g(0) / g(t)dt =0.
1

Conclure en utilisant } nulle sur [0,1] et f(z) = g(x) — ¢g(0) sur [-1,0].

Exercice 3 (Mines-Télécom PSI 2023)
Soient E un espace euclidien, u, v € E linéairement indépendants et ¢ : © € E — (v|z)u — (u|z)v

1. Montrer que F' = Vect{u, v} et son orthogonal sont supplémentaires
2. Ecrire la matrice de ¢ dans une base adaptée a cette décomposition
3. ¢ est-il diagonalisable ?

Exercice 4 (CCINP PSI 2022)

n
Soit (e1,...,e,) une famille libre de E, espace préhilbertien, telle que Vo € F, ||z||* = Z(ei|x)2
i=1
1. Montrer que, pour 1 < i < n, |le;| < 1.
2. Soit  un vecteur unitaire et orthogonal & Vect{ey,...,e, 1}. Calculer (z|e,)? et en déduire |le,||. (*)

3. Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormale de FE.

Exercice 5 (Mines-Télécom PSI 2023)
Soit R* euclidien, muni de sa base canonique B = (e1, s, €3, 4)

1. Trouver une base orthonormale de H engendré par a =e; +e3 +e3 et b=e; —ey.
2. Donner la matrice dans B de la projection orthogonale sur H.
3. Calculer d(ey, H).

Exercice 6 (CCINP PSI 2019)
1
1. Montrer que < P,Q >= / P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R[X].
0

2. Déterminer une base orthonormale de R;[X] pour ce produit scalaire.

1
3. Calculer inf / (t* — at + b)* dt.
(a,b)eR? J

Exercice 7 (CCP PSI 2022)

n
1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la famille (ao, . . ., a,) € R"** pour que ¢(P, Q) = Z P(ar)Q(ax)
k=0
soit un produit scalaire sur R,,[X].

2. Dans ce cas, calculer la distance de X" & F = {P € R,[X], ZP(ak) = O}. (*)
k=0



Exercice 8 (CCP PSI 2018)
Pour (M, N) € M, (R)?, on pose (M, N) = Z mi N ;.
1<t y<n
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur M., (R).

2. On pose H = ¢ M € M, (R), Z m;; =0 p. Calculer d = inf Z (aij —mi;)? pour A € M,(R) fixée.

— MeH 4—
1<i,j<n 1<i,j<n
(*)

Indications

Exercice 4

2. Cauchy-Schwarz
Exercice 7

2. commencer par définir F' d laide du produit scalaire et trouwver un vecteur normal o F
Exercice 8

2. déterminer un vecteur normal d H (aprés avoir justifié que c’est un hyperplan)



