Séries entiéres

I Rayons de convergence

Exercice 1 [/Solution

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes

o UM\ L 20—,
Tt R ER) e SR

Exercice 2 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution
n+ 1) o
(n!)?

Déterminer le rayon de convergence de E
n>=0

Exercice 3 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution/

n!
Rayon de convergence de E —z"7
n
n>1

Exercice 4 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|
1. Définir le rayon de convergence d’une série entiere a coefficients complexes.

2. Soit (a,,) une suite bornée telle que Z a, diverge. Déterminer le rayon de convergence de Z an2".

n 1
3. Déterminer le rayon de convergence de Z(\/ﬁ)(_l) In <1 + \/ﬁ) 2"

Exercice 5 (CCP PSI 2022) |[/Solution

+oo 1

On note a,, = Z — -
k=n+41 1 + k

1. Prouver l'existence de a,,.

1
2. Montrer que a, ~ —.
n

3. Déterminer le domaine de convergence de E anx™.
n=>0

Exercice 6 (Regle de Cauchy) |/Solution
Soit (ay) une suite complexe telle que lirf |an|% =1 € R" U{+0co}. Quel est le rayon de convergence de Z anz"?
n—-+00

indication : utiliser la définition de limite avec €.

Exercice 7 (CCP PSI 20186) |[/Solution
1

e\
1. Soit a,, = / ( > dt. Montrer que Vn € N,a,, > ——.
0 2 n+1

indication : vérifier que 1 + t* > 2t.

2. Rayon de convergence et domaine de définition de Z anz™?
n>=0

Exercice 8 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Solution

Soit a —/+OO dt
" 1 ch(tm)

1. Déterminer un équivalent de a,.
indication : poser u = t"

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E anx™. Y a-t-il convergence en +R 7
n>1
3. Exprimer a,, a l'aide de la somme d’une série

Exercice 9 |[Solution|
n+1

n
1
Soit (a,) une suite complexe telle que le rayon de convergence de Z a, 2" est 1. On pose S, = Z apet T, = —— Z Sk.
k=0 nt+ 13

Montrer que les rayons de convergence de Z Spz" et Z T,z" valent 1.
indication : montrer que 1 = R, < Rg < Ry et puis, exprimer S, et fonction de T,, puis a,, en fonction de S,,.

Exercice 10 (Centrale PSI 2009) |/Solution|

On suppose Z a, 2" de rayon de convergence R > 0; donner le rayon de convergence de Z anP(n)z", ou P € C[X].



IT Calculs de sommes

Exercice 11 (CCP PSI 2014) W

Rayon de convergence et somme de g
n>1

TL

n+2

Exercice 12 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution|
X n244n—1
Domaine de définition et somme de Z _—
n+2
n=0
Exercice 13 (CCP PSI 2018) |/Solution|

_1\"
Rayon de convergence et somme de g n(=D" g
n=0

n

Exercice 14 (Mmes-Telecom PSI 2023) |[Solution/ W
Soit 0 € 10, 7| et f(x Zsm (k0)x

1. Montrer par I’ absurde que ug = sin(kf) ne converge pas vers 0.
2. Déterminer le rayon de convergence R de la série de définition de f(x).
3. Calculer f(x).

Exercice 15 (/Solution| W

n +oo 3n+1
2
Rayon de convergence et somme de Z / sin” tdtx™ Z % cos % ; Z W Z VDR
n=0 n>=1 n=>0
Exercice 16 (CCINP PSI 2021) |/Solution

a n br +c
142 1—z+22

1. Déterminer a, b, ¢ tels que f(z) = et déterminer une primitive de f.

+oo
(=D" 3011
2. Calculer S(x) = nt
alculer S(z) ;Sn—i—lx
—+oo
(=n"
3. Calcul
acuer;?erl

Exercice 17 (Mlnes Télécom PSI 2019) |/Solution
S it 4n+1
oit /(= Z 4n —|— 1"

1. Determmer le rayon de convergence R de cette série entiere.
2. Calculer f(z) pour |z| < R.
3. Calculer f(R).

Exercice 18 (ENSAM PSI 2007) |/Solution)

(_1)nx2n+1
Calculer 1 d d .
alculer le rayon de convergence de z:l (277, — 1)(2n T 1)

comportement de f aux bornes de son intervalle de définition.

Exprimer la somme a l’aide de fonctions usuelles et étudier le

Exercice 19 (CCP PSI 2010) |/Solution|

Calculer le rayon de convergence et la somme de 7; a,x" avec a, = m

Exercice 20 (Mines-Ponts PSI 2017)

Domaine de définition et somme de f(z) = n; T D@ T D

Exercice 21 (Mines-Ponts PSI 2007)

Etude de f(z) = Ji < / ! tan” tdt) z". (domaine de définition et I'exprimer avec des fonctions usuelles)
n=0 \0

indication : calculer a, + any2.



Exercice 22 (CCINP PSI 2021) |/Solution
tn

1
1. Définir le rayon de convergence d’une série entiere puis déterminer celui de S(x) = E UpT™ avece u, = / 5 dt.
0
n=0

1 _at+b n c
A+2)1—tx) 1+12 1—tz’
3. Déterminer S(x) pour = €] — R, R[ puis la valeur de S(—1).

Exercice 23 (Mines-Ponts PC 2015) |/Solution

1\2 1
Rayon de convergence et somme de Z (ni)'x" ; (calculer / t"(1—t)" de).
= (2n + 1)! 0

2. Trouver a, b, c tels que

Exercice 24 (Mines-Ponts PSI 2011) |/Solution/
too (_1)k—1

1. Donner le rayon de convergence R de E anx™, ol ay = E A
n>1 k=n

1 1
2. Faire I’étude en +R puis calculer la somme pour |z| < R (remarquer que 7= / th=Ldt).
0

Exercice 25 (ENSEA PC 2007) |/Solution/

Rayon de convergence et calcul de Z sin(n)a”.

Exercice 26 (CCP PC 2009) |/Solution| 0

1. Déterminer les valeurs propres réelles et complexes de A = | —

— =
W = =

A est-elle diagonalisable sur R? sur C?
2. On pose t, = Tr(A"); exprimer ¢,3 en fonction de t, 42, tpt1 €t t,.

3. Déterminer le rayon de convergence et la somme de g thx™.

Exercice 27 (Centrale PSI 2014) |/Solution|

n k
1. Montrer que I’équation Z % =1 admet une unique solution z,, sur R™.
k=1
2. Montrer que (z,) converge et déterminer sa limite.
indication : montrer que x,, € [0,3/4] et utiliser la convergence normale de la série entiére sur ce segment.

IIT Calculs de séries numériques

Exercice 28 (CCP PSI 2016) |[Solution

+oo 2
2 3 1
Calculer Z %
n=0

Exercice 29 |/Solution)
+o00o

—_1)n
Montrer que % = Z 2(n _’_) T

n=0

Exercice 30 (CCINP PSI 2021) |/Solution

2tan(a
1. Montrer, lorsque toutes les quantités existent que tan(2a) = (@)

1 —tan’a
+oo n
(=1

2. Montrer que 7 =8 Z (V2 — 1)+t
=2n+1

~ (-1F 2ht1 8
3. Montrer que 7r—8}§02 +1(\/§—1) gm
Exercice 31 (Mines-Ponts PSI 2023) |/Solution/
+oo
(=™ m 1

1. Mont =———In(2
ontrer que 7;) @ity 4 2 n(2)

+o0o 1
2. Calculer Z Gn T D)2n +2)

n=0




Exercice 32 |/Solution|

_1\n n —+o00
Soient a,, = Q(n +) 1 et b, = Z axan,_r. Montrer la convergence et calculer Z by,.
k=0 n=0
+oo
indication : reconnaitre f(x Z anx™ puis le DSE de f* sur [0,1[ et prendre la limite en 1 (on peut ?)
n=0

Exercice 33 (ENSAM PSI 2014) W

1.

2.

3.

IV

Exercice 34 (CCINP PSI 2023) |/Solution
On considere la série Z

1.

2.

sin(na)

Soit a €]0, w[. Montrer que Z a™ converge pour x €] — 1, 1] et expliciter sa somme f(x) (dériver).

n=1

N
i 1 1
Montrer que, pour z € [0, 1], E sin(na) " = (f — ) S, ou S, E sin(ka)z
n
n=1

En déduire la convergence et la valeur de Z

n=1

Calculs de sommes par equations différentielles

2n-+1

71201><3><5><~--><(2n+1)

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.

2n+1
On pose Vz € |-R, R|, le3x5>< (2n+1)x .

Donner une équation dlfferentlelle d’ordre 1 & coefficients non constants vérifiée par f.

. Rappeler I'expression de arcsin’ puis résoudre I’équation différentielle. En déduire une expression simplifiée de la

fonction f

Exercice 35 (ENSAM PsI 2018) [[Solution]

1.

2.

" |
n!
Déterminer les x pour lesquels Z 27)302”“ converge.

+1)!

On note S la somme de cette série. Montrer que S est solution de (1 — x?)y’(x) — zy(x) = 1 en fonction de S et
déterminer S.

Exercice 36 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution

1.

2.

3.

/2
Donner les variations de la suite définie par w,, = / cos” tdt.
0

n+1
Calculer lim w,, et montrer que wy42 = * W,
n+2
Déterminer le rayon de convergence et la somme S de Z wpz™. Calculer Z(—l)”wna:”.

n>=0 n>=0

Exercice 37 (CCINP PSI 2023) [/Solution

1 2\ "
1
Soit an:/ ( Rl > dt.
0 2

1.
2.

3.

a) Montrer que a, >

Montrer que (a,) converge et déterminer sa limite.

Montrer que Z(fl)”an converge.

On note R le rayon de convergence de la série entiere E anx™ et f sa somme.
n=0

et déterminer R.
2n+1

b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle et résoudre cette équation.

Exercice 38 (CCINP PSI 2022) [/Solution
Soient (£) : 2?(1—z)y” —x(1+2)y +y = 0 et f une solution de () DSE sur | —r, 7| telle que f(x Z anx™ si|z| < r.

1.

n=0

Justifier que f est C? sur | — r,7[ et écrire f’ et f” sous forme de séries entieres.



2. Montrer qu'il existe (by,),>1 telle que 2(1 — z) " (z) — x(1 + z) f'(z) + f(x) = ao + Z bp(an — an_1)x™.

n>1
3. Déterminer ag et une relation entre a,, et a,_1.
4. En déduire une expression simple de f.
V DSE sans équations différentielles
Exercice 39 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution|
Développer en série entiére la fonction f définie par : f (s) = 2% .
—s
Exercice 40 |/Solution
1 1
Développer en série entiére les fonctions f;(x) = arctan (7) et fo(xz) =1/ rr
1+ 1—=
Exercice 41 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/
“In|l—t¢
1. Donner le domaine de définition de f(z) = / ¥ dt
0
2. f est-elle DSE au voisinage de 07 Quel est le rayon de convergence ?
3. Calculer f(1) et étudier la dérivabilité de f en 1.
Exercice 42 (ENSEA-EIVP PC 2014) |/Solution
$2
t
DSE d = ——dt.
e f@) /0 1+1¢3
Exercice 43 (Mines-Télécom série 2 PSI 2022) |/Solution
Y 1—t
Soit F(x) = —dt
oit F(x) /0 s
1. Montrer que F est C' sur R et calculer F'(x)
2. Exprimer F' a I’aide de fonctions usuelles
3. Déterminer le développement en série entiere de F.
too (_1)n
4. Justifier 'existence et calculer 7;) @n+1)(2n 1 2)
Exercice 44 (Mines-Ponts MP 2011) [/Solution/
DSE de f(z) =In (w2 —bx+ 6) et rayon de convergence 7
Exercice 45 (CCP MP 2015) [/Solution
1— a2
DSE d =In(1 -z —22%) et = arct (7>
e f(z) =In(1 —x — 22°) et g(z) = arctan 2
Exercice 46 (Centrale PC 2011) |/Solution|
Donner le DSE de f(z) =In (1 + 2 + 27).
Exercice 47 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/
Développer f(z) zsh(a) en série entiere
v r f(z) = n série enticre.
PP 2?2 — 2z ch(a) +1
Exercice 48 (CCP PSI 2010) |[Solution
LI 1
1. Montrer que f définie par f(z) = % pour z # 0 et f(0) = 3 est de classe C*° sur R.
x
1
2. Montrer que ? est définie et de classe C*° sur R.
Exercice 49 (CCP PSI 2012) |[Solution
— 1
Soit f définie sur R par f(z) = ﬁ siz#0et f(0) = 3
x

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Montrer que f est de classe C* sur R et expliciter la valeur de sa dérivée d’ordre n en 0.



Exercice 50 (Mines-Ponts PSI 2011) |/Solution/

Soit f : x> % En écrivant f(x)g(x) = 1 avec g(x) = sm(x)’ montrer que f est DSE et que son rayon de convergence
sin(z
1
R vérifie — < R < 7.
V2
Exercice 51 (EIVP PSI 2016) |/Solution)
1
1. Déterminer le DSE de _r et en déduire celui de ————+.
1— 22 (1 _ x2)3/2
2k 2n+1(2n
2. Mont 4" = :
ontrer que 3 (k) & (n)
k=0
VI DSE par équation différentielle
Exercice 52 |/Solution)
Soit f(z) = arcsin \/z '
z(1—x)
—+o0
1. Montrer que f(z) = Z anz"™ pour z €]0, 1[. Déterminer a,, et le rayon de convergence R. (indication : éq diff)
n=0

2. Etudier la nature de Z(fl)"anR” et Z anR".

Exercice 53 (CCINP PSI 2021) |/Solution

Soit f(x) = arcsin(z)

N

1. Sur quel domaine f est-elle C* ? Calculer f'(z) et trouver a, b et ¢ polyndmiales telles que a(z)f'(z) + b(z) f(x) =
c(z).

2. f est-elle DSE?

3. Déterminer les coefficients du DSE de f.
indication : on peut remarquer que f est impaire (pour simplifier les calculs)

Exercice 54 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution
Soit f(x) = (arcsinz)?.
1. Montrer que f est DSE sur | — 1, 1]
2. Montrer que f’ est solution sur | — 1,1[ de (1 —2%)y’ —ay =1
3. Déterminer les coefficients du DSE de f
indication : pour simplifier les calculs, remarquer que f' est impaire

Exercice 55 (Centrale PSI 2011) |/Solution/

arcsin(x
Montrer que f : x — sin (%) est solution d’une équation différentielle d’ordre 2 et déterminer le DSE de f.

Exercice 56 (Mines-Ponts PSI 2022) [/Solution|
n —+oo
. 1 H, ,
Soient H,, = E E,pourn}let f(z) = E —

n!
k=1 n=1
1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere
e’ —1
2. Montrer que f'(z) — f(z) =

3. En déduire une autre expression de f
too (_1)n+1

+oo J2i
4. Montrer T —e -
n;l n! Zl n X nl

Exercice 57 (Centrale PSI 2015) |/Solution|
Soient A €] — 1,1[, a € Ret f C* sur R telle que f'(z) = af(z) + f(\z).

1. Montrer que f est C* sur R.
2. Déterminer les solutions DSE de cette équation.

3. Montrer que f est DSE.
indication : montrer que pour x € R, il existe C' (dépendant de x) telle que |t| < |z| = |fP)(t)] < C(1 + |o)?.



Exercice 58 (Centrale PSI 2022) |/Solution
Soient o € R, v € [-1,1]\ {0} et S, = {f € C*(R,R),Vz € R, f'(x) = f(yz) et f(0) = a}
1. Déterminer S, pour v =1 puis v = —1.
+oo n
2. Soit f(z) =« Z A=)/ Zx—'. Vérifier que le rayon de convergence de cette série entiere est +0o et montrer que
n!
n=0
f € Sa
3. Déterminer S,
indication : montrer que si f € Sy alors f est DSE en trouvant la valeur de f(”) en fonction de f

Exercice 59 (Mines-Télécom PSI 2016) |/Solution

Déterminer les séries entieres solutions de z%y” + 62y’ + (6 — 2%)y = —1 et déterminer leurs sommes.

VII Etudes de fonctions DSE

Exercice 60 (CCINP PSI 2019) [/Solution
Soit I = [0,1]
+oo

1. Montrer que Vz € I,In(1 4+ z) = z:(*l)nﬂaL

n
n=1

:C2n+1 anrl
2. Montrer que ( — ) converge simplement sur I.
d 7;) m+1 2m+2 §¢ st

3. Déterminer sa somme S.

4. Y a-t-il convergence uniforme sur 17

Exercice 61 (CCINP PSI 2023) |/Solution

“ In(1—t) g m
Soient F(x) = / — dt et S(z) = Z —- On rappelle que S(1) = e
0 n=1 n

1. Déterminer le domaine de définition de F.
2. Montrer que si x €] — 1,1[ alors F(z) = —S(x)
T

3. Montrer que si z €]0,1[, F(z) + F(1 —z) = In(z) In(1 — z) — 5

Exercice 62 (CCINP PSI 2022) [/Solution
+oo

Soit f(x) = Z a"
n=1

1. Donner le domaine de définition D de f
2. Montrer que f est dérivable sur D

3. Déterminer un équivalent de f(z) quand x tend vers 1; on pourra faire une comparaison série/intégrale et utiliser

“+oo
/ et dt = ﬁ
0

2

Exercice 63 (ENTPE-EIVP MP 2009) |/Solution|

+o0o
1. Domaine de définition de f(z) = Z In(n)z™?
n=1

—In(1 — z)

2. Montrer qu’au voisinage de 1, on a f(x) ~ 1
-z

. (on pourra étudier g(z) = (1 — z)f(x).)

Exercice 64 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution|

Soit (an)nen une suite de complexes et R le rayon de convergence de Z anz".

n
1
n - n 9
1. Rayon de convergence de g an(Inn)z" et E an, (E k;) 2™
n>1 n>1 k=1

n

2. On pose v, = 7~ Inn. Montrer que la suite (v,) converge.
k=1
+o00
In(1 —z)
3. Mont : 1 "~ -
ontrer que Z( nn)x -

n=1

quand x — 17. On pensera a un produit de Cauchy de séries entieres.



Exercice 65 (CCINP PSI 2023) |/Solution
1
Soit I, = / e Tt dt
0
1. Justifier existence de I,, et préciser son signe

2. Etudier les variations de (I,,), puis sa convergence et sa limite
—1
e
. Par IPP, montrer que (n 4 1)1, + I,,_1 = ¢! et en déduire I,, ~ —.
n

3
4. On pose g(z) = Z I,z". Déterminer le domaine de définition de g
n=0

o

Ecrire g(z) sous forme dune intégrale pour |z| < 1

6. Déterminer un équivalent de g(z) quand z tend vers 1.
~1

e
indication : considérer Z (In — —) x" et sa limite quand x tend vers 1.
n

Exercice 66 (Centrale PSI 2023) |/Solution|

n
Soit (an)nen une suite telle que Z an soit absolument convergente. On pose : Vn € N, A,, = Z ap et A= lim A,.

n—-+o0o
k=0
+oo
1. Soit n € N. Montrer la convergence de / t"e~t dt, puis calculer sa valeur.
0

a A
2. Montrer que Z —Tt” et Z —775" ont un rayon de convergence infini.
n! n!

+o00 a +o0 A
3. On pose pour tout réel ¢, f(t) = E —7:t” et g(t) = E —Tt".
n! n!
n=0 n=0

a) Montrer que f et g sont dérivables et vérifient Vt € R, f'(t) = ¢'(t) — g(¢)

b) Montrer que : V¢ € R, /Ot flu)e™ du=e " (g(t) — f(1)).

t
4. Montrer que / fwe ™ du —— A.
0

t—+oo
Exercice 67 (Centrale PSI 2021) |/Solution|
0 th(t)
dt
2

Pour n € N*, on pose a,, = /
n

1. Justifier 'existence de a,. Déterminer le rayon de convergence de E anx" et le domaine de définition de sa
n>1
somme S.

2. S est-elle continue en —1.

3. Déterminer un équivalent de S en 1.
indication : commencer par chercher un équivalent de a.,

Exercice 68 (Centrale PSI 2022) |/Solution
Soient o > 0 et (£) : 2y +ay — 2y =«
1. Montrer que (£) admet une unique solution ¢ développable en série entiére sur | — 1, 1]
1
AV
ontrer que p(x) - e
3. Soit f € C*([0,1],R) telle que f(1) = 0.

1
a) Montrer la convergence de / () + o) ) dt
0

1 1
b) En déduire a/ ta_lf(t)gdtg/ tf (1) dt
0 0

Exercice 69 (ENSAM PSI 2009) |/Solution)
Soient deux séries entieres Zanx" et Z b,x™ de rayon de convergence infinis, avec by = 0 et b, > 0 pour n > 1. On
note f et g les sommes de ces séries.
1. Montrer que si a, N o(by,) alors f(z) et o(g(x)).
indication : si e > 0, il existe ng tel que n > ng = 0 < a, < €by, et remarquer que, pour x > 0, g(x) > byz™.
2. Montrer que si a, ~ by alors f(z) ~ g(x). (indication : a, ~ by, ssi an — by, = 0(by))
n—-+4oo T—r+00

n

1\" =z
3. Montrer que le RCV de Z (1 + f) — est +oo et déterminer un équivalent de sa somme en +oo.
n n!



VIII Permutations somme/intégrale

Exercice 70 (CCP PSI 2011) |[Solution

+oo +oo 1
Montrer que In(thz)dx = — ———— apres avoir justifié la convergence.
q /0 (tha) nz:% Gy P j g

Exercice 71 (CCP PSI 2009) |/Solution|
“+oo
1. Calculer I} = / z¥e=% dx pour k € N.
0

—+o00
2. Montrer que Vz > 0,e” % cos/x = Z e (-1 (;Ek)'
k=0 '

+oo
3. En déduire la valeur de / e~ 7 cosv/x dzx sous forme d’une somme de série.
0

Exercice 72 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/
1
Soit f(z) = ———
W=7
+oo
1. Justifier I'existence de / f(z)dz
0

“+o00 1
2. Montrer que / f(z)dx = 2/ f(z)dx
0 0

+oo
3. Rappeler le DSE de et en déduire une expression de / f(z) dz sous la forme de la somme d’une série.
0

1
V14 u?
Exercice 73 (CCINP PSI 2023) |/Solution

+oo
1. Convergence et calcul éventuel de I ,, = / the "t dt pour k € Net n € N.
0

, . n!
2. Déterminer le rayon de convergence de E Tﬂx".
n
n>1

Xl teo 1
. . N n __
3. Justifier que si z €] — R, R], E 1 i = /0 - dt.
n=

Exercice 74 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution|
“+oo
1. Justifier I'existence de F'(z) = / sh(xt)e*’52 dt pour z € R.
0

2. Justifier que F est DSE.

Exercice 75 (Centrale PSI 2021) |/Solution
/2
1. Calculer I, = / sin?" ¢t dt
0

2. Déterminer les fonctions f DSE paires solutions de z(z? — 1)y” + 32%y + zy = 0

dt

w/2
3. Comparer f et g:x— _—
P Jety /0 1 — x2sin?t

Exercice 76 (Centrale PSI 2019) |/Solution|

1
tCL‘
1. Déterminer le domaine de définition de F(x) = /
0

1+t

dt.

2. Montrer que f est C™ sur ce domaine.

3. Montrer que f est DSE et donner le rayon de convergence.

Exercice 77 (CCP PSI 2018) |/Solution|
) a
Soit (a,) € C™ telle que E ay,, est absolument convergente. On pose f(t) = E>0 n—?x"
nz

1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere ?

+oo
2. Montrer que / t"e~t dt existe, pour n € N, et la calculer.
0



+oo
3. Montrer que / e tdt = Z Q-
0

Exercice 78 (CCP PSI 2017) |[Solution
Soit f(x) = / cos(x cost) dt.

0
1. Montrer que f est-elle développable en séries entiéres.

2. Montrer que f est de classe C* sur R et calculer zf"(x) + f'(z) + = f(z).
Exercice 79 (Centrale PSI 2022) |/Solution|
1 1 !
Soient A > 3 ea(t) = (1— tQ))\ > et In(x) :/ o (t) cos(xt) dt
0

1. @y est-elle intégrable sur [0, 1[?
2. Montrer que Iy est définie et de classe C2 sur R puis exprimer I} en fonction de In;1 et Iy yo

3. Montrer que I est développable en série entiere.
Exercice 80 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

+o0 —t
1. Montrer que f(z) :/
0

c dt est définie sur | — oo, 1].
2. Montrer que f est DSE.

1— xsin?t

Exercice 81 (Centrale PSI 2015) W

1. Si le rayon de convergence de f(x Z anx™ est R > 0 et si Z |an|R"™ converge, montrer que f € C°([~R, R]).
n>0
. 1 1-—-
2. Soit f(t) = " —In 11 . Exprimer f t)dt a laide de la somme d’une série.
+oo 1 ’/T2
3. Montrer que /0 f(t)dt converge et la calculer, en admettant Z m =35

n=0

IX Séries génératrices
Exercice 82 (ENSAM PSI 2009) |/Solution)
On donne ug = uy =1 et upta = Upq1 + 2u, + (—1)".

1. Montrer que pour tout n € N, on a |u,| < ont+l _ 1
2. Que peut-on en déduire pour le rayon de convergence de S(z Z Up 2"

3. Calculer S et en déduire la valeur de u,,.

Exercice 83 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/
Soit (un)nen définie par ug = 1 et up41 = 2uy, +n pour n > 0.

1. Trouver deux réels a et b tels que upt1 +a(n +1) +b = 2(uy, +an +b)
2. En déduire une expression de u,, en fonction de n.

3. Déterminer le rayon R de convergence de g upx™ et calculer sa somme.
n=0

4. Etudier la convergence de la série pour # = R et © = —R.

5. Retrouver I'expression de la somme de la série entiére a partir de la relation initiale définissant (uy,).

Exercice 84 (CCINP PSI 2019) |/Solution

Soit (an)nen telle que ag = —4, a1 = 2, ag =4 et ap43 = apy2 + ant1 — a, pour n € N.
1. Montrer que |a,| < 2"1?
2. Soit S(z) = Zanxn. Montrer que le rayon de convergence de cette série entiere est > 0 puis que S(z) =
n>0
622 + 6z — 4 ol < R
——————— pour |z .
@+ D@-12°
a b c
3. Trouver a,b, ¢ tels que S(z) = + +

z+1 z-1 (x—1)2



4. Déterminer a,, en fonction de n.

Exercice 85 (Navale PSI 2022) |/Solution/

Soit (a,) définie par ap = a1 =1 et ap41 = a, + ?an,l pour n > 1.
n

1. Montrer que 1 < a, < n?.

2. Quel est le rayon de convergence de Z anx”™ ? On note f(z) la somme.
n=0

3. Trouver une équation différentielle vérifiée par f et en déduire f(z).

Exercice 86 (CCP PC 2015) |/Solution|

) l—-(n—i+2)7! sii=j
Soit dg =1, di = 3 et d, = det(a; ;)1<ij<n aVeC a;j = ;41 = a;_lu =n—i+ 2)_1/2 sil<i<n-—1.
0 sinon

1. Calculer dy et montrer que (n + 1)d,, = nd,—1 + dy—2 pour n > 2.

2. Montrer que |d,| < 1; qu’en déduire sur le rayon de convergence de S(x) = Z dpz" Tt ?
n=0
Tz puis d,,.

3. Trouver une équation différentielle vérifiée par S. En déduire S(x) = 1

Exercice 87 (CCINP PSI 2019) |/Solution

On définit la suite (ay,) par ag = a1 =1 et apto = ant1 + (n+ ay.
a
1. Montrer que —7: <1
n!

+oo
2. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f(z) = Z
n=0
3. Résoudre cette équation en en déduire la valeur de agp, et agpi1

Exercice 88 (CCINP PSI 2023) |/Solution

Soit (an)nen la suite définie par ag =0 et, pour n € N, a1 =

an n

n!

1+a,
n+1

1. Prouver que 0 < a,, < 1. Que peut-on en déduire pour le rayon de convergence R de la série entiere Z anpx™?
n=0

2. Trouver une équation différentielle vérifiée par la somme S de cette série entiere sur | — r,r[, ot r = min(1, R)

eft

1—-t

dt.

x
3. Donner les solutions de cette équation différentielle en fonction de ¢ : & — /
0

Exercice 89 (CCINP PSI 2022) |/Solution
n
n
Soit (an)nen définie par ag = 3 et apy1 = Z . | @kan—k pour n > 0.
k=0

a ,
1. Montrer que 0 < —7: L 4ntt pour tout n € N.
n!

a
2. Que peut-on en déduire pour le rayon de convergence de Z —T:x" ?

=
3. Montrer que la somme f de la série entiere précédente vérifie f/(z) = f(x)%.
4. En déduire la valeur de a,,.

indication : déterminer f en se placant sur un intervalle | — h, h| ot f ne s’annule pas.

Exercice 90 (ENS PSI 2018) |/Solution/

1
Soit (ay) définie par ap =1 et an 1 = Y kZ,O - 7a]:+ 5" On pose f(x) = ;a”xn'

1. Montrer que le rayon de convergence de f est > 1.

2. Trouver (by,) telle que, pour |z| < 1, f'(z) = f(z) Z byx™ puis trouver f.
n=0

Exercice 91 (Mines-Ponts PC 2014) |/Solution
On note a,, = Card{(p, q) € N?,3p + 2¢ = n}.

1. Déterminer le domaine de définition de f(x) = Z anx”.
n>0



2. Déterminer f puis a,,.
indication : partir des DSE de (1 — 2®)™" et (1 —2%)7!.

Exercice 92 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

1. Si R est le rayon de convergence de Z bnx™, quel est le mode de convergence de la série sur | — R, R[?

2. On note p,, le nombre partitions de[1,n] (nombre de fagons d’obtenir [1,n] comme réunion d’ensembles non vides

n
n

2 & 2 disjoints). Montrer que pp1+1 = Z 3 P, avec pg = 1.

k=0
indication : compter les partitions de [1,n + 1] en fonction du nombre d’éléments présent dans l’ensemble qui
contient n + 1.

3. Déterminer f(z) =
n>=0

Exercice 93 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

On note d,, le nombre de permutations sans point fixe de [1,n].

1. Montrer que n! = Z (Z) dy, avec dg = 1.

k=0
indication : dénombrer les permutations de [1,n] en fonction de leur nombre de points fizes.

Db
Pn m
n!

d
2. Déterminer f(z) = Z —Tz" en considérant e” f(z) puis déterminer d,,.
n!
n>=0
indication : d, s’exprime a l’aide d’un produit de Cauchy.

Exercice 94 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution
Soit E un ensemble et I(E) ={g: E — E,gog=1idg}
1. On pose tg =1 et ¢, = Card(I([1,n])). Calculer ¢y, to et t3
+oo
2. Montrer que le rayon de convergence de f(z) = Z —"':c" est > 1.
n!
n=0
3. Montrer que tp42 = tp11 + (n+ 1)t,
indication : distinguer si giln+2) =n+2 ot gn+2) €[1,n+ 1]

4. Déterminer f(x)

X Exercices théoriques

Exercice 95 (Centrale PSI 2015)
Soit (a,) une suite réelle telle que (na,) tende vers 0 et f(z) = Z anx”.
n>0
1. Montrer que R > 1 et f(z) = o(In(1 — x)).
indication : pour € > 0, couper la somme en N de sorte que |a,| < e/n sin > N.

2. Réciproquement, si f(x) = o(In(1 — x)), a-t-on (na,) tend vers 07
r—r

indication : non; avec a, = — s’il existe p tel que n = 2P et 0 sinon par exemple.
n

Exercice 96 (Centrale PSI 2023) |/Solution|
Soit (an)nen une suite complexe telle que la série entiére Z a,z™ soit de rayon infini. On note f sa somme.
27
1. Soit r > 0 et p € N. Montrer que f(re™)e "t dt = 2ra,r?.
0
2. On suppose f bornée sur C.
M
a) Montrer qu'il existe M > 0 tel que Vp € N, |a,| < -
T

b) Montrer que a, = 0 pour tout p € N*. En déduire que f est constante.

3. On suppose maintenant qu'il existe ¢ € N* et (a, §) € (R*T)? tels que Vz € C, |f(2)| < a|z|? + 8. Montrer que f
est une fonction polynome.

Exercice 97 (Mines-Ponts PSI 2015) |/Solution/
400

Soit f(x) = Z anx™ une série entiere de rayon 1 telle que S = Z a, converge.
n>=0 n=0



+oo +o0
1. Montrer que pour z €] — 1,1[, f(z) =5 — Z R, (2" —a™*"), ot R, = Z ag.
n=0 k=n+1
2. En déduire que lim f(x) =S et conclure que f est continue sur [0, 1].
Tz—1-

indication : couper la somme avec les restes d un rang ng & partir duquel |R,| < €, avant de faire tendre x vers 1.

Exercice 98 (Série de Taylor divergente) |/Solution/

+oo . 9
exp (in“x
Montrer que f(x) = g % définit une fonction de classe C*° sur R dont la série de Taylor possede un rayon de
n=0

convergence nul.

Exercice 99 (CCINP PSI 2021) |/Solution
—+oo
Soit F(x) = / cos(zt?)e ! dt.
0
1. Montrer que F' est définie sur R.

2. Montrer que F' est C* sur R.
3. Calculer F"(0). F est-elle DSE ?

indication : vérifier que le RC'V de la série de Taylor est nul.



Solutions

Exercice 1 [[sujet] 1. (nr”Q) est bornée si et seulement si r € [0,1] donc R = 1.

2. ag, = exp(2n + O(1)) donc (az,7*") est bornée si et seulement si r € [0,e™"]; agny1 = exp(—2n + O(1)) donc
(a2 172" 1) est bornée si et seulement si € [0, ¢]. La suite (a,r") est donc bornée si et seulement si r € [0,e7']
donc R=e"!

3. |14 2i| = V/5 et |2i] = 2 < V/5 donc par somme (et invariance du rayon par intégration terme & terme), R =

Bl

1
Exercice 2 R= 5 par d’Alembert

Exercice 3 |/sujet/| e par D’Alembert

Exercice 4 [[sujet] 1. cours!
2. (ay) bornée donc R > 1 et Zan DV donc R<1

3. |an| <1 (par concavité de In) donc R > 1 et limasy, =1 (DL) donc Zan DVet R=1
1
Exercice 5 1. Z T3 Ccv

oo gt oo qe m 1 1
2. ——— <a, < —— donc a,, ~ = —arctan(n) = arctan { — | ~ —
n 1+ 1t2 no1 1+ 12 2 n n

3. R = 1 par équivalent, Zan DV et Zan " CV par CSSA ((ay) est bien décroissante et tend vers 0) donc
D =[-1,1]

1 1
Exercice 6 [[sujet]] Sil € R™™, on a pour tout e > 0 et n > ng, (I — )" < |an| < (1 +¢)™ done TTe <R o ceci
€ —€
1
pour tout € > 0 donc R = 7

1
Sil:O,ontrouvedemémeR>fdoncR:Jrooetsil:qLoo,onaRgl
€

1

pour tout [ > 0 donc R = 0.

1+t2\" 1
Exercice 7 [[/sujet/| On a t" < ( —; ) < 1sitel0,1] done 1 < ap, <1donc R=1.Lasérie CVsize[-1,1]:

n+
. s 1+¢2\"
si x = —1, la série vérifie le CSSA car (a,) tend vers 0 par TCD avec 5

< 1.

E 8 1 L[ 1 TCD o = ( ! )
i jet Cap=— ~— — | < 5= = —
xercice “ ”/1 uchu n/l wehu P2F Ve L uchu hu ustoo C \u?

I
2. ~ — I =1 D ATP); A -1
ap ~ — avec I > 0 donc R et Zan V (S ); par CSSA, Z( )" a, CV

1 2¢t" = . = . oo . oo
3. _ e =2 Z e~ QD" qone (TITT) a,, = 2 Z e~ k+1)t" g1 car/ ‘6—(2k+1)t ‘ dt < / e~ (kD 44
ch(tm) 1-—e — = 1 1
_ 1 ek
2k +1

Exercice 9 (Sp) est le produit de Cauchy de (ay,) et (1) donc Rg > R, ; de méme, ((n+ 1)T},) est le produit de
Cauchy de (Sy) et (1), puis par invariance par dérivation, Ry > 1.
an = S, — Sp—1 donc par comme R, > Rg et S, = (n+ 1)T;, —nT,,_1 donc Rs > Ry.

Exercice 10 |/sujet] Si b, = P(n) alors a,, = O(|b,|) donc Ry, < R, et si 0 < p < R,, il existe r tel que p < r < Ry,
(anr™) est donc bornée puis b,p" = (a,r") x P(n (

‘i\b

) tend vers 0 donc est bornée ; on en déduit p < Ry, puis R, = Ry
(ce qui est aussi valable si R, = +00.

6 6
Exercice 11 R = 1 par d’Alembert et, pour |z| < 1, S(z) = Z (3 - ) gh =32 2 (-In(1—2z) —z —2?).

_ 2
et n -+ 2 l1—-2 =z
5 2
Exercice 12 [[sujet/| R = 1 puis D =] — 1,1[ (DVG en +1) S(z) = Z (n+2 — m) " = a _xw)z ti—ot

%(ln(l —x)+x)



2N N N
1 n n 1
Exercice 13 [[sujet/ On a - <nY" < ndonec R =1; si lz| < 1, nz:On(_l) Ty = ZQH!IS% + ;mw%ﬂ =
N 2N N l’2n “+o00 “+00 " 1 “+o00 n 2 1
2 2\n—1 2
27;) Z:: ;—Qn —>N~>+oo 2z T;Jn(x) +;?—§g xQ—ln(l—x)+§ln(1—x)

Exercice 14 |[sujet] 1. si a; = sin(k6) tend vers 0 alors lim cos?(k#) = 1 puis a1 = a cosd + sin 6 cos(kf) ne
k—+o00
tendrait pas vers 0 car sinf # 0

2. (ay) est bornée donc R > 1 et Zan DV donc R<1

+oo 3
o\ k 1 zsin @
-1 0 =1 — =
(z) m(Z(“ ) ) M T 2e® ~ 11— 2zcosf + 22

k=0

3. si|z| < 1 alors ‘xew

Exercice 15 1. Si f(t) = 2" sin" t alors || fo | s, [0,x/2) = |2|™ donc CNsi[z| < Tetona R > 1et pour |z| <1,

7r/2 /2 dt u=tan(t/2) Foo 2du too du
Z xsin(t))" dt = _— = = s =
1 — zsin(t) o l1—2zu+u? \/1—352 ( u-z )

n=0 e
2 (7T tan —— ) d bien R =1 car §; n'est pas bornée en 1
——— | - —arctan ——— ) donc on a bien R =1 car S; n’est pas bornée en 1.
VI—22 \2 V1-2? ! P
2
2. Ona R =1 (car (cos %p") est bornée si et seulement si |p| < 1) et pour |z| < 1, Sh(x Zemm/s. n-1 | _
n>1
R 2im/3 —1/2— déduit S _ 11 1 9 5.(0) = 0
C\T pein/a | T 11 g2 Omendequ 2()——511( +x+2°) car So(0) =

1
3. R = +oo puis S3(z) = 3(6 + j%eI® 4 jel x)

N?-1 N-1 [/ n*+2n N-1
4. La série CV pour |z|] < 1 et DV pour £ = 1 donc R =1 Z = Z Z " | = Z(Qn + 1)z™ donc
= k=n2 n=0

NSt N 20 I
x) = xan +Zm _(l—x)2+1—x_(1—x)2'
n=0

1 n —r+2
31+z) 3(1—z+42?)

Exercice 16 1. f(z) =
C

1 1 1 20 — 1
2. R=1puis,sil|z| < 1, f(z) = Z(—l)”x?’" = f(z) donc S(x) = = In(1+z)—~ In(x?—2+1)+—= arctan <7>+
n=0 3 6 \/g \/g

1 1 1 2z -1
puis F(z) = 3 ln(1+x)—6 1n(x2—x+1)+ﬁ arctan (%)—f—

VCMS() 0

1
3. S est continue en 1 par CSSA et |Ry|loo <

3n+4

Exercice 17 |[sujet] 1. R=1

1 Todt
/ _ n_ 4n __ o .
2. f'(x) —n§>0(71) P = s et £(0) = 0 done f(x) /0 -
3.0 la continuité sur [0,1] : par CSSA, |Ry(2)] < ——— donc CVU s [outf(l)_/ldt
. 1 prouve la continuite sur ) . par s n(T)]| < nis onc sur ; e — i 1+t4'

Exercice 18 |/sujet/| La série CN sur [—1, 1] (donc f est continue sur [—1,1]) et DVG si |z| > 1 donc R = 1. Pour |z| < 1,

too n.2n n..2n
flz) = % Z ((_;; f21 i - (_;7)1 —T—21+1) = % (—x2 arctan(z) — (arctan(z) — x)
n=1

. : 2 2 2 " z"
Exercice 19 [[sujet]] a, = e = o donc R = 1 et pour |z| < 1, f(x) = 2;; —2nz>:1n+1 =

—2In(l —z) — ;(—ln(l —z) — 1)



n
Exercice 20 Dy = [-1,1] (donc R = 1) et si |z| < 1, f(z Z Z 1 Z 5 $+1 —In(1 -
n n

n>1 nzl
! s si _ W (Va)" (Vo)™ _
JJ)+E(*1H(171‘)7I)74Q(1‘). Puis si 2 > 0, g(z) = g il ~ /i g — E 5 —Vr | =
n>1 n>1 nz1
2n
1 1 —1)"/— 1
7 (— In(1—+xz)+ 3 In(l —x)— \/E> Pour z < 0, on a g(z) = n%l ( 2)n " lx = W (arctan v—z — V=)
. - P 1 .
Exercice 21 |/sujet/| an, + anto = 1 et (ay) décroit donc T < 2a, < T et R=1.8Si|z|] < 1alors f(x) =
n n—

1 . T
ap + a1z + z* Zan+2$n =ap +arz + * Z (n—|— T fan) " =ag+ a1z + (fxln(l —x) — 22 fx2f(x)) puis ag = 1
n=0 n=0
1
et a; = —§ln(2).
t" t"

Exercice 22 |/sujet] 1. 5 < e < " donc m < u, < Y et R=1.

0 1 1 <xt+1 N z? )

T —tr) 1422 \1+2 01—t

tnx'ﬂ

1 0
1
3. si up(t) = avec |z| < 1 alors |u,(t)] < |z|™ donc CVN sur [0,1] et S(x) = / TIe E (tz)"dt =

1+¢2 0

1 +o0o
dt . 1 rln2 =« noam s
/0 Axo) -t dt puis S(z) = T2 (T + 1 +zln(l — :v)) S(—t) = nE:O(fl) u,t™ vérifie le CSSA sur

1 —6In2
[0,1] donc |Rn(t)] < uns1] < —— done CVU sur [0,1]. On en déduit S(—1) = lim S(z) = 2.
n-+2 r——1t 4
! (n!)?
Exercice 23 |[sujet/| R = 4 par d’Alembert. Par IPP successives / t"(1—¢t)"dt = m; pour |z| < 4, on pose

fut) = 2™ (1 =)™ || fulloo = (%) donc CN sur [0, 1] et S(x / an t)dt = /o (1—33:1)t(1—t) =

n=0
. 3 1 n—1 1 n 1
Exercice 24 1. Par CSSA,ona |ap| < —donc R>1et 0< (—1)" "ay, = — — (—1)"an41 donc |an41]| = —
n n n
et R=1.
N 2 tn— 1
2. SiSy(t) = z:(—l)k*ltk*1 alors avec | Sy (¢ )|le ,1e TCD donne a,, = (71)”*1/ dt; on en déduit Zan
k=n 1+1
1 1 1+°O n In—1,n
CV par CSSA et Z(fl) an DV par (—1)"""a,, > o .Pour|z| < 1,ona f(x / — i dt par CN
n 1) lyn—1pm 1 1
Ulnlloo < % ity = EL 7 Gone £(o) :/ S S, - / ( . )dt:
2 1+1¢ o (T+0)(1+at) 1—z ), \1+¢t 1+at
T 2
In
-2z 1+2

+oo
Exercice 25 (sin(n)p™) est bornée si et seulement si p € [0,1] donc R = 1 et pour |z| < 1, S(z) = Im <Z(xei)"> =

n=0
Im( 1 ) _ xsin(1)
1 — et 2(1 — zcos(1))

Exercice 26 1. X4 = (X —2)(X —1+4)(X —1—1) donc A n’est pas DZ sur R, mais DZ sur C.

2. Ona A® —4A% + 6A — 413 = 0 (C-Ham) donc A™™3 = 442 — 6A™ ! 4 4A™ et t, 5 = 4ty 4o — 6ty + 4t,,.

1 1 1 1
3.t, =224+ (14+)"+(1—-49)" ~2"donc R = = et = bi =
+ (1 +)"+(1—9) onc 5 © f(x) 1—2x+1—(1+i)x+1—(1—i)x ou bien f(x)

to + tix + tox® + Z tnysx™ TP = to + tix + tox® + (da(f(x) — to — tix) — 622 (f () — to) + 423 f(x))
n=0

no ok
x
Exercice 27 |/sujet] 1. fo:x— g & est une bijection strictement croissante de R™ sur R™
k=1



n+1

2. fori(z,) =1+ xll > 1 donc (z,,) décroit donc CV vers . Puis f,(3/4) = —In(1—-3/4) =1n(4/3) > 1
n n—-+oo
donc z,, € [0,3/4] pour n grand. Par CN de la série entiére sur [0,3/4], on a 1 = f,,(z,) e In(1 — 1) donc
I=1—-¢"!

Exercice 28 |[sujet/| On pose S(z) = 2(2712 +3n+1)z"" donc R =1et 2n? +3n+1 = 2n(n — 1)+ 5n + 1 donc

n>0
23 x? x
S(x)=2 ) is S(1/2) = 10.
) =2 P T o P S0/
x2n+1 1
Exercice 29 |/sujet/| Si|z| < 1, arctan(z) = T;)(—l)" 1 et la série CU sur [0, 1] : par CSSA | R, (2)] < o 13 =
0 donc on obtient le résultat en faisant tendre x vers 1™.
. _ (_1)nx2n+1 ) (_1)nx2n+1 (_1)nx2n+'
Exercice 31 [[sujet] 1. on pose S(x) :7;) (2n—|—1)(2n+2)’R: 1 puis pour |z] < 1, S(x) = T;J ot 212
1 = =
arctan(z) — % In(1 4 x) et le résultat par CVN sur [—1,1] avec z =1
x
JL,2n+1 x2n+1 :C2n+1 T I2n+2
2. id T(x) = t, si|z| < 1, T(z) = ( - ): r_ _
idem avec T(z) 1;)(211—1—1)(271—&—2)6 st 2] (z) 7;) M1 2n+2 ;n 7;)211—1—2
p2ntt 1 9 1 9 1—= 1+
§2n+2 =—In(l—2)+ 5 In(1l —2%) + —In(1 —2%) = ——=In(l - 2) + In(1 +2) —— In(2)
Exercice 30 |/sujet/ 1. Cours
2
2. Siz = tang alors z vérifie 1 = tan% =7 ‘ 5 donc z = —1+ V2 (car z > 0) puis g = arctan(v2 — 1) =
-z
_1)n
> (1) (V21" car0<v2-1<1
2n+1
n>=0
N G Vi on (V2—1)*+3 1
3. par CSSA, |- — 2 - 1)1 < <
pat 18 ;}%4—1(\[ ) 20+ 3 20+ 3

t
Exercice 32 [[sujet/| Si z € [0,1] alors f(x) = W et f(z)? = E b,x"; reste a faire tendre x vers 1 : on
x
n=0

oo e (=" _ = ( 1 1 )_(—1)" —~ 1
pose un(z) = bna etonab”_§(2k+1)(2nf2k+1)_2(n+1)kzzo %+l m—2kt1) n+1k2202k+1

(poser p = n — k dans la deuxiéme partie de la somme). On en déduit que Zun(x) est alternée pour z € [0,1].

n—-4oo

1 1
De plus |b,| < T (1 + E k) —— 0 (par comparaison avec une intégrale); reste la décroissance de (|b,|) :
n
k=1

1 "1 n+1 1 (n+1 n+1

bn 7bn: - X -
il = lnl = G 9 I;Qkﬂ m+3) " (n+1)(n+2) \2n+1 2n+3

décroissante si x € [0,1[. On en déduit |R,(x)| < |bpt1] P 0 donc la série CVU sur [0, 1] et la somme est continue
n—r+00

) < 0 donc (Jun(z)|) est aussi

+o0 2
T
1. On en déduit S b, = f(1)2 = .
en n en dédui ; f(1) 16
. q . Sin(na) n n . l ina,n—1
Exercice 33 |[sujet] 1. Si|z| < 1alors ™| < |z|™ donc f(x) existe (R > 1) et f'(z) =Im Z e =
n>1
e sin(a) O] x — cos(a) ™
() D ) e (B9 s e 0= T
e T I—2zcos(a) + 22 | (Ifcos(a))2 onc f(z) = arctan Sin(a) +C avec 5 —acar
sin(a)
7(0) =o.
2. Facile avec sin(na)z"™ = S, — Sp_1
- 2 1
3. Méme calcul que pour f'(z) : S, = Im Zel’mxk donc |S,| < m———— < C car £ » —— est conti-
Pt [1 — zeie| |1 — xeia|

1 1
nue donc bornée sur le segment [0, 1]. La série E (f ey 1) Sp(x) CN sur [0,1] donc est continue en 1. La
n o n
n>1



. B 1_
question2 étant valable aussi pour x = 1, on a E sin(na) = lim f(z) = T~ % car arctan (ﬂ) =
= n o1 2 sin(a)
2sin?(a/2) ) a
t = —.
arctatt <2sin(a/2) cos(a/2) 2
n 1
Exercice 34 [/sujet] 1. Gl _ ;:3 donc (d’Alembert) R = v/2
an, n

1 2
2. Et on en déduit que f'(z) = a0+2(2n+3)an+1z2”+2 = a0+z 5[(2n+1)an +a,)2?" T =1+ %f/(:c) + gf(:r) ;
n=0 n=0
f est donc solution de (2 — 2%)y/(z) = zy(x) + 1 avec y(0) = 0.

3. On résout cette équation différentielle et on trouve f(x) =

arcsin (
2

5

2—x

n 2 1
Exercice 35 |/sujet/ 1. Ona aaﬂ = 2(2 I 3) donc R =1 et par Stirling a,, ~ 2\\//2 donc Za" et Zan(—1)2"+1

DV (signes fixes)

2. Avec la relation entre a, 41 et a,, on trouve (1 — 2%)S’(z) = ag + Z an_12°" = 1+ 2S(x). On en déduit, avec
n=1

S(0) = 0, S(x) = ﬁ arcsin(z).

Exercice 36 1. (wy,) décroit
2. limw, = 0 par TCD avec |cos™ t| < 1. La relation se trouve par IPP (cf cours intégrales de Wallis)
n+1

3. Wy = Wpi1 = Wpio = ?wn donc wy41 ~ w, donc R = 1 par d’Alembert. Si |z| < 1, on a S(z) =
n
1 n
g+x+8umn>o (1 - m) wpa"t? = ;T‘HH‘HJJS(%)—; nLHxn+2 donc S'(x) = 14225 (x)+22S(z) —2S(x).
Les solutions de (1 —x?)y'(x) — zy(z) = 1 sont y(x) = arcsin(z) et comme f(0) = z, on trouve o = %

= +
Vi—22 V1 -—22 2

L+t2\"
Exercice 37 |[sujet] 1. (ay) tend vers 0 par TCD avec ( —; ) <1
2. CSSA
1+ Lo 1 o n
3.a) > t° donc a, > t“tdt = ; on en déduit R < 1 et comme E apx™ CV pour x = —1, on a
0 2n+1

R>1donc R =1.

2 n
b) OnaanH;P {t(l_;t ) }

1

1 12\
—/ txnt ( 5 ) dt =1—n(2a, —an—1) donc (2n+1)a, = 1+na,—_;; on
0 0
1
en déduit (2 —z)f'(z) + (1 —2) f(z) = 12 Les solutions de I’équation homogene sont, sur ]0,1[ ou | — 1, 0],
-z

a a
donc les solutions sur ces intervalles sont y(2) = ————= + f(z) et la seule solution

Yo(z) = ——e=

VIzl(2 - ) |z|(2 — )
sur | —1,1[ est f (si & # 0, pas de limite finie en 0.
14t

Si on souhaite déterminer la valeur de f(z), par TITT ou CVN de f, : t — ( ) 2™ sur [0,1] (|| £, ]I1%Y <

2dt

1
|z|™ et |x| < 1), on a f(x) = / (1 qui se calcule en décomposant en éléments simples (se-
0 - x

1 ln<\/m+\/5
V(2 —z) V2—z—x

lon le signe de z); tous calculs faits, on trouve f(x) =

2 - .
—————arctany/ —— si < 0.
—x(2 —x) 2-x

Exercice 38 1. Cours
2. (1 - 2)f"(2) — 2(1 + 2)f'(@) + f(@) = a0+ 3 (0 = 1)(an — an_1)2"

n=1

)Sim>Oetf(x):

3. ap=0¢t (n—1)*(ap —an_1) =0sin>1donca, =a,_1 sin>2.

4. R:1(sialyéO)etf(x):ale”:al e

n=1

<L
T powr ||



E s 1 1 1 1 s2ptl s+l
xercice 39 |/sujet = — — - = 1—-(-1 =
il 5 = 75 (e i)~ v - Ve - G5 e = Y

—_ = 2p+1 +1
2 1+ V2 ‘/§ n>0 p>0 V2 g p=0 2r
pour |s| < v/2.
i 1 1 i 1 e 1 o
E . 40 ol / _ 1+4 _ l—i, _ 2 y_ = ot
xereice h@) =5 <1+1+Z 1+ ) 2 1+¢§5( Vi 1—2'7;)( e R
|z| < V/2 puis on intégre terme & terme avec f;(0) u donc fi(x) il ! Z( " e ! Z( n" 2
P & ! 1 ! 172\ T+i 4 (nr DA+ 1-i4 (n+1
2n)!
fol@)=0+z)(1-2)"YV2 =142 );]47(1(773)23?2” =... pour |z| < 1.
. . In |1 —¢ . -
Exercice 41 1. g:t —» ——— est continue sur | — 0o, 1[\{0} et prolongeable par continuité en 0 donc f
est définie sur | — oo, 1[; de plus g(t) ~ In(1 —¢) donc g est intégrable sur |0,1[ et Dy =] — o0, 1].
t—1- :
In(1 — n—1
2. Comme g est continue (prolongée en 0) sur | — oo, 1], f est C* et f'(z) = In(1 — ) =— Z ’ pour |z| < 1
x n
n>1
(R=1); f est elle aussi DSE sur | — 1, 1] comme primitive d’une fonction DSE (et R = 1 aussi)
n—1 1
1 1
= Z fn(t) avec fn(t) = — sur ]0, 1[ donc par TITT, avec / |frn(t)|dt = =, on a f(1 Z 3
n>1 0 =1
) , In(1 —x)
Comme f est continue sur [0,1] et f'(z) = ———= — % f n’est pas dérivable en 1 (TAF)
X T—r
t
Exercice 42 t— T B est continue sur R donc f est C* et f'(z) = 1 _fxg spour |z| < 1, f/(z) = acn;o )
3n+2
donc f(z )+ Z (R =1)
n>=0
Exercice 43 1. t— 1= € C°(R) donc F'(z) = 12
J ) 1+¢2 1422
1
2. F(z) = arctan(z) — 3 In(1 + z?)
. 1 F/ = (1 = 1)" 2n d F _ = (_1)n 2n+1 = (_1)n 2n+2
3. siz] <1, F'(x) = ( —m);(—)x onc (x)—T;)?nJrlx —;mu’c
x2n+1 x2n+2
4. On vérifie la CVN de la série 7;)(7 2 {Zn 1 o 2} sur [0, 1] (étude de fct par ex) donc S = f(1)
z? "
E ice 44 jet =In(2 — In(3—2)=—1In(2 —1In(3 — < 2.
xercice o) =0z ) 03 =) = (@) 3 5 ) 3 pone o
1 (2
Exercice 45 Si |x|<§,0naf( z) =In(1—x)+In(1 — 2x) Z Z 2)"
n=1 n=1
_ 4n+2
gestClsurRetg’(:v):?donc51|m|<lg :—2$nz>% 1"z puis g(z) 7,_22 4n—|—2(R:1)
_; _ .
Exercice 46 [[sujet] f est C' sur R et f'(z) = ], + ‘7‘ donc si |z < 1, f(z) = —j Z (jz)" — 3 Z (j2$)
e n>0 n>0
1 2(n+1) too D
J +J a1 2pm\ ©
puis f(z Z T = —2Zcos ( —
=6 n+1 = 3 p
1/ 1 1 1R = 1
Exercice 47 |[sujet] f(z) = 3 (1 el xe*a) =3 g (e"a™ — e "¥a") = ;Sh(na)x” pour |z| < -

n—2

Exercice 48 [[sujet] 1. f(z) = Z a T

n>=2

est DSE sur R.




2. f est C* sur R et on vérifie que f(x) ne s’annule pas (étudier le numérateur pour vérifier qu’il ne s’annule que en
0)

2n—2 _1\n
Exercice 49 flx) = Z( 1)"+1x(2n) pour tout z € R donc f est C®° sur R et f™(0) = (7)' (les
n>1 !

impaires sont nulles)

—1)"
Exercice 50 g(m) = angc" avec aopy1 = 0 et asy, = (2(4_)1)
n

n=0
n

On pose f(x Zanx pour |z| < R

n=0

(on suppose R > 0); on a fg = 1 sur | — R, R[ si et seulement si Zakbn,k = 0o, donc ag = 1, agny1 = 0 (rec)

k=0
n k
et as, = — ZGkagn_gk = kzo DY — 2k N On montre alors par récurrence que pour une telle suite on a
agn : . agn age|  (1/2)"F —~ (1/2)p
G2n| q. — 0 OK et si 'HR est k<n—1al ‘ ‘ L A
on pour n et si est vraie pour n alors on Z Gn 2k £ 1)1 Z o 1)

p=1

V2(sh(1/v/2) —1/v/2) < 1. On a donc bien f DSE et R > —. Par contre R < 7 car f n’est pas bornée en .

N

2n)! 2
Exercice 51 1. Sifu| <1, (14u)" Y% = Z(l)"(éngpun dong, si |z| < 1, — Z 4~ "( n) n+l,
n>0 n>0
en dérivant, on trouve A= 22p2 Z 4" ( ) 2n + 1)z?
n>0
1 1
2. 11 suffit de retrouver le DSE de = x (1 — 932)_1/2 par produit de Cauchy et d’identifier les

(1—2a2)3/2 1—2a?
coefficients de ces 2 DSE

1
Exercice 52 |[/sujet 1. £ — ——— est DSE sur |0, 1[, de méme x —
T 10,1
arcsin(y/x)
f

x
10, 1[. De plus f est solution de 2z(1 — x)y’(z) — (22 — 1)y(x) = 1 avec y(0) = liénf = 1. La seule solution DSE de

4n(n!)?
cette eq diff est y(x) = Z ey
= (2n + 1)!

1 . .
\/17_7332 donc, par primitive, arcsin est DSE

sur |0, 1[ puis z — aussi (car le DSE de arcsin est impair) et par produit de Cauchy, f est DSE sur

et R=1

< 1 et, avec Stirling, a, ~

n 2
2. Z(—l)”an vérifie le CSSA car 224t = " donc lima,, = 0. Par contre

ay, 2n +1
Z a, DV avec ’équivalent précédent.

1
2/

1 x arcsin(z)

Exercice 53 1. fest Ctsur] —1,1[et f'(z) = T2 1= 272 donc (1 —2?)f'(x) —xf(x) =

2. x> (1 —22)71/2 est DSE sur | — 1, 1] donc arcsin aussi (primitive) donc f aussi (produit de Cauchy)
b

3. Mieux vaut utiliser ’eq diff : par C-Lip (les fct — et € sont continues sur ]—1,1]) f est la seule solution de ’éq diff
a a

telle que y(0) = 0; si y(z) = Z anz®™ 1 (f est impaire donc on peut se limiter & chercher les sol DSE impaires)
n=0

on a (1 —2%)y (z) + zy(x) = ag + Z[(Qn +1)ay, —2(n — 1)a,_1]z** donc a,, =

(27n!)?
(2n+1)!

Exercice 54 [[sujet] 1. arcsin’(z) = (1 — 2?)*/2 est DSE sur ] — 1,1 donc arcsin aussi par primitive puis f par

produit
2. facile
1
3. par C-Lip (les fct T * 5 et T 5 sont continues sur ] = 1,1]) f’ est la seule solution de 1'é¢q diff telle que
—x —x
y(0) = 0; si y(x) = Z anz® T (f" est impaire donc on peut se limiter & chercher les sol DSE impaires) on a
n>=0

+
(an!)Q = (an!)z 2n+2

(1—2)y (z)+ay(z) = a0+Z[(2n—|— Dan —2(n—1)a,_1]z*" donc a,, = Cnr 1 puis f(z) = 1;0 mx

n>1



1

Exercice 55 fest C* sur | — 1,1[ et vérifie 9(1 — 22)f"(z) — 9z f'(x) + f(z) = 0 avec f(0) = 0 et f/(0) =

(f est la seule solution de ce probleme de Cauchy sur | — 1,1[). On cherche une solution DSE impaire sous la forme

y(z) = Z an2®" Tt et on suppose R > 0. On a 9(1 — z2)y" (x) — 9xy/(z) + y(z) = 2[9(2n +1)(2n+ 2)a,—1 — 4(3n +
n=0 n=>0

4(3 1)(3 2 4™(3 2)!
1)(3n + 2)a,]z*" " donc y est solution sur | — R, R[ si et seulement si a,, = 9&221 1;522 1 2§an_1 = ?)Sn((QT:l:_%)!n!ao;

1 4" (3 2
on vérifie R =1 par d’Alembert donc f(z) = = Z u 2+ pour |z| < 1.

3 = 337 (2n + 2)!n'
. . H, 1
Exercice 56 |[sujet] L0<—< o1 donc R = +o0
n! n—1)!
2P0~ )= 3 e =
= ;=
< (n+1)! x

l—e"t

3. On résout ’éq diff et on trouve (avec f(0) =0) f(x) = e‘r/ dt (intégrale ne pose pas de pb car la fct
0

est prolongeable par continuité en 0)

l—et X (1" w— (-p" an
4. - :Z (n—|—1) t" donc f(x) = I;(n+1)!n+1 pour tout x € R puis prendre z = 1.

Exercice 57 |/sujet] 1. f est C" sur R par récurrence.

2. Si f(x) = z anx™ alors f est solution si et seulement si (n + 1)a,4+1 = (o + A")a, pour tout n € N. et on a alors

n=0

n+1

Ap+1T |a + )\”

| || 0 donc R = +0o0 et toute série entiere de cette forme est solution.
anx™ n—+00

3. f est continue donc bornée sur [—|z|, |z|] (|f] < C sur cet intervalle) puis fPTV () = af® (#)+ P fP)(At) et [\ < 1
x _ n+
/ (SC t) f(n-t,-l)(t) dat| < |-73| C(l-l— |a|)n+1 0
0

n! n! n—+00

donnent par récurrence |f®| < C(1+|a|)P. On a alors

donc f est DSE sur R.

Exercice 58 1. Pour v = 1, f(x) = ae”. Pour v = —1 on a f'(z) = f(—2) donc f" est C' et on a f'(0) =
f(=0)=aet f'(z) = —f'(—x) = — f(x) donc f(z) = a(cos(x) + sin(x))
2. R = +oo par d’Alembert par ex, vérification de f'(x) = f(yz) facile
3. si f/(z) = f(yz) alors par récurrence, f est C* et f(z) = A" =V/2f(4"2). Sur [—-A4, A], on a |[f™(z)| <

T — " n+1
| flloo,—a,4] donc ’/ uf("ﬂ)(t)dt < (|+)|f||oo[ a4 T 0 donc f est DSE sur [—A, A] pour
n! n
0 roo o
tout A donc sur R. En posant f(z) = « Zan—'7 on trouve que f est alors la fonction de 2) donc S, est un
n!
n=0
singleton composé de la fonction définie en 2)
Exercice 59 [[sujet] On cherche y(x Z anx™ avec R > 0 : 2%y (x) + 62y’ (x) + (6 — 2%)y(x) = 6ag+12a12+ Z[(n—i—
n=0 n>2
2)(n + 3)an, — an—2]z™ donc y est solution sur | — R, R si et seulement si ag = 1 a1 =0eta,=—"2___ . onen
n n—2 ) 0 6; 1 n (n+2)(n+3)7
-1 -1 x —sh(z)
déduit =0et agy = —— donc R = t = = .
éduit agpt1 et agy T3 onc +o00 et y(z) ;} (2p+3)!x 3

1
Exercice 60 [/sujet] 1. Par CSSA sur I, on a |R,(z)] < T donc CVU sur I qui permet d’étendre I’égalité en 1
n

par continuité.

2. o(z") donc ACV siz € [0,1] et ~ siz =1 (donc ACV aussi)

1
4n?

_ 1 1 1 1 1 ,
3. Size[0,1], S(x) = Z (x2 -5 ) S T-2 3-a) 21w donc S(z) = §ln(1+:c). Puis S(1) =
n=0

n

lim Z( L ! )* lim iﬂfln@)
n—4oo 2%k+1 2k+2 *n%ook:l E+1

4. S n’est pas continue en 1 donc pas de CVU sur [0, 1].



In(1—1¢
el Gl est CM? sur | — 0o, 1[ (prolongeable par continuité en 0) et intégrable sur [0, 1[

Exercice 61 [/sujet] 1. t—

donc D =] — 00, 1] et F' est méme C* sur D
. In(l1—t) <X-1 . .
2. siJt] < 1, — = et on intégre terme a terme sur le segment [0, x] C] — 1, 1].
n
n=1
In(l—2) . R P
3. On a F(z) = ——2; vérifier que x — F(z) + F(1 — z) et  — In(z)In(1l — ) ont les mémes dérivées. On a

xT
2

donc F(z) + F(1 — ) = In(z)In(1 — z) + C; par continuité de F' (et S par CVN) en 1l,ona C = F(1) = —% car

In(z)In(1 — z) v In(x) — 0
T—r

Exercice 62 [[sujet] 1. sijz| < 1, " = o(z") et si |z| > 1, DVG
2. c’est une série entiere (lacunaire) donc f est C* sur | — 1,1]
“+oo +oo
3. t— expt?In(z) décroit sur RY si x € [0,1[; on trouve / exp(t?In(z)) dt < f(z) < / exp(t* In(z)) dt donc
1 0

vV—rmlnzx

(poser u = tv/—Inx) puis f(x) ~ 5

Exercice 63 1. Dy =] —1,1] car R =1 et la série DVG en %1

1y 11, . 1\ 1 1
2. 1—2)f(z)+In(l —2) = 7;1 {—ln (1 - E) - ﬁ} 2™ qui CVN sur [0,1] car —In (1 - 5) = 0 (ﬁ) donc
(1—-2)f(z) +In(l —x) = C + o(1), ce qui donne I’équivalent.

Exercice 64 [/sujet] 1. On prouve H,, ~ In(n) (par la question 2 par exemple) donc a, H,, ~ a,Inn

2. Fait en cours (dualité suite/série)

1
3. On pose g(z) = Zan" et on a R = 1; (H,) est le produit de Cauchy des suites (5) et (1) donc g(z) =

n>1
— ln(l — .13) L. o n _ . _ n :
— On vérifie, avec f(z) = ngllnmc que R = 1 puis f(z) — g(x) = %(ln(n) — H,)z". La suite
C
(In(n) — H,) est bornée donc |g(z) — f(x)] < C’nglx" = % ; on a donc f(x) ) g(x)+ 0 (1 — a:) et comme
1 —In(1 —2x)
1— 7 as1 o(g(x)), on a f(x) e g(z) o1 12

. - Bt _ >
Exercice 65 1 hgn fn=0et 1, >0

1

1 -1
2. Inyi—1I, = / e_%t”(t —1)dt < 0 donc (I,,) décroit, minorée par 0 donc C'V puis 0 < I, < e_l/ t"dt =
0

e

0 n+1
donc lim7,, =0
3. facile puis lim I,,_; = 0 donc (n + 1)1, — e !
4. R =1 (par equiv), ZIn DV (par equiv SATP) et Z(—l)"]n CV par CSSA donc D, =] —1,1]
11 1
5. g(x) = / c dt par TITT avec / |zt|”e*% dt < e Yz|™ par ex
o 1—ut 0
et Li+1I, ( 1 ) Ket , *”( e_1> n = ( e—l)
el -1
par CVN sur [0,1]. On a donc g(x) — T2 oo £+ o(1) donc g(z) ST

Exercice 66 1. M'(n+1)=nl!

A
2. (a—rip") et (—:Lp”) tendent vers 0 pour tout p > 0 car (a,) et (A,) convergent
n! n!

/ _+00An+1_A’ﬂ n_+ooa”ﬂ+1 n __ pl
8.0) g/(t)—g(t)= 3 Al A o S g g

n! n!
n=0 n=0

b) Les deux fonctions ont la méme dérivée et sont toutes les deux nulles en 0

+o0 +oo
4. / f(u)du = A par TITT avec fp(u) = a—?u”e*“ et / | fn(uw)] du = |ay,| puis Z la,| CV par hypothese.
0 n 0



. Toel] th(t) 1 L th(n) th(t) 1 th(n)
Exercice 67 W 1. = t~>+oc e donc a,, existe (si n > 1) puis si t > n, e < e t—2 donc p <
a, < —. On en déduit a,, ~ — donc R =1 puis Zan DV et Z "a, CV par CSSA (lima, = 0 car c’est le

reste d une intégrale convergente) donc Dg = [-1,1].

2. Siz € [-1,0], le CSSA est vérifié donc |Ry,(z)| < any1 —Jr—% 0 donc CVU sur [—1,0] et S est continue en —1.

1 oAt oo . 9e—2t »
3. ap~— = —- puis S(x)— dta: On a ensuite 1 —th(t) = ———— < 2™~ donc
n n 12 " 1+e 2
n>1 n>1
1 +oo 2¢—2t +o0 dt 2¢—2n 1
an — —| < / ¢ < 26_2”/ & =% Onen déduit la CVN sur [0,1] de Z (an - 7) 2" donc
n n t2 n 12 n n
n>1
1 n
lim (an - 7) z" = L est finie. Ona S(z) = Z £+£+0(1) = —In(l—z)+¢+0(1) donc S(z) ~ —In(l—zx).
r—1 n r—1 n x—1
n>=1 n>1
+oo
Exercice 68 |[sujet] 1. xy/(2) + ay(z) — zy(x)? = aap + Z n+ a) Z g —1— k} * donc y est solution ssi
n=1
n—1
ap =1et a, = <ap<ldoncR>1
k=0
2. onal0<a, <ldonc, pour0<x<1 Za: 1—=

n=1

3.a) avec T-Y, comme f(1) =1,on a f(t) = f'(1)(t — 1) + o(t — 1) donc ¢ x f est bornée au voisinage de 1

1

b) Onal>0etl = / 2/ VE() dt + /pltaf’(t)‘ldt. On a t°0(1f(1) = O(1 — 1)
donc 2/1 o) f () f( / t* [t (1) + ap(t)] dt © —/1 t*~! a4+ to(t)?] f(t)*dt donc on a
o 0
I = (e} 2 dt — a—1 d
/Otf(t) ' a/ot O
no—1 +o0 no—1
Exercice 69 1. |f(2)] < Z apzk| 4 € Z bre® < |P(x)| + eg(x) avec P(x Z apz®. Comme g(z) >
k=0 k=nq k=0
P(x)

bnoz™ et by, >0,ona lim
r—+o0 g

pour z > A, |f(z)| < 2e9().

2. a, — b, = o(b,) donc f(x) — g(z) = o(g(x)) avec la premiére question

@) = 0 donc il existe A tel que, pour > A, on a |P(z)| < eg(x). On en déduit,

2
1\" 1 1 " 1 e
3. (1 + ﬁ) = exp {nz In (1 + Eﬂ exp {n — 5 + 0(1)} ~ % donc a,, ~ %%. On en déduit que R = +0 et,
1

exr
~>+oo e
€ >0 \[

avec la question précédente, f(z)

2
Exercice 70 [[sujet]| In(th(z)) = In(1 — e 2*) —In(1 + e %*) = — Z me—2(2n+1)m pour x > 0 et on applique le

n>0
2 2(2n+1 oo 1
TITT avec fn<.'L') = me_ @ntl)z et / |fn<.'1,')‘ dx = m
n 0 n

Exercice 71 1. I, =T(k+1)=k!
2. DSE de cos(u) avec u = \/z

k +oo
3. On applique le TITT avec fp(z) = (—1)"e™ " v et / | fr(x)|dz = qui est le terme général d’une série
: 0

k) &
e k!
CV (par d’Alembert) ; on trouve / e " cos(vz)dr = Z(—l)k oh
0 k>0 :
. - 1
Exercice 72 1. f(=x) o et f(z) fodiey.

1
2. poser u = —
x



=2

3. pour |u| < 1, ——— 2”n'

1
V14 u?

par Stirling.

1
ONCE

Exercice 73 |/sujet] 1. I, existe sin >

2. R = e par d’Alembert

3.

et —tx
+oo
ZIn,nx" pour |z| < e.

n=1

1. sh(zt)e

1
Exercice 74 |[sujet] -t e © <t—2)
— 400
2n+1

+oo +oo
TITT T . 42
2. F(J?) = E . W[n avec I, = /0 t X te dt

1
u®™ donc (TITT) /0 f(z)dx = Z(—l)n T TESYE) car

- R 1 i
= E t"e g™ si [tre”!| < 1 donc comme max te b= = si|z| < e On a alors

(2n)! 1 (2n)! 1

@222 +1/2

n=0

wpp k!
1 et dans ce cas Iy, =

nk+1

tx
ar T

et —tx

nlly = n'% (donc DSE pour tout z € R)

/2 /2
Exercice 75 1. I, = / sin(t) x sin?""1(t)dt "2 (2n — 1)/ cos(t) x cos(t)sin®*2(t)dt = (2n —
0 0
2n —1 ) 2n)!
1)(In_1 — In) donc In = 777/]”_1 puis In = W§
2. si x| < Ret y(x Z anx ", — 1)y (2) + 32%y () + zy(z) = Z[(2n +1)2a, — (2n+2)(2n + 1)ap 41]z*" !
n>0 n=0
. . : 2n+1 .
donc f est solution sur | — R, R[ si et seulement si a,y; = ot 2% donc R =1etsi|z|] <1, ona f(z) =
n
2n
aoz anl
2 2
3. siz| < 1, Z 2?2 2n _ ;Zjnx%l / ZSIH 2ndt _ ﬂ_g(x) car |sin2”(t)x2"| < ‘x|2n donc
n=0 n=0 n>=0
CVN sur [O, g] (variable t).
. - tr 1
Exercice 76 1. f(x,t) = — donc Dy =] — 1, +o0].
1+t t~>0 t—z
o f |Int|"t*  |Int|"t® ( 1 ) 1—a
2. Sia> -1, )| = < = — t <1
e 9 0| = 57 1+¢ 0\ 52 ) ¢
Int)"z" KU, ! (lnt) Yt !
3. t" = Z % puis, si|z| < 1, F(z) "= Z Hm” avec I, :/0 %dt pal"/o |1n+|t dt < /0 (—lnt)"dt =

n=0 n=0

1 1
n!. De plus 5/ (—Int)"dt < |I,| < / (—Int¢)™ dt donne R = 1.
0 0

n 1
Exercice 77 |/sujet] 1. (ay) tend vers 0 donc a—' = 0( > et R = +o0.
n! n!

2. Par IPP (c’est ['(n+1)) =

tn

+oo
3. TITT avec/ an— | dt = [an|.
0

= falt)

n2=0

1. cos zcost

Exercice 78

2n

s
|
(2n)! 0 =

avec fu(t) = (—1)"

(série CV) ce qui donne / cos(z cost)dt = Z(—l)" </

1:277. COS2n

(2n)!

T 2n €z
Cos tdt) @n)!

et on applique le TITT avec / |fr(t)]dt <
0

2n

0

2. On trouve 0 (soit en dérivant terme a terme deux fois et en utilisant les relations entre les intégrales de Wallis, soit
avec le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres et en faisant une IPP sur f'(x)).

9A-1/2

1. QO)\(t) t:l m et §7A< 1.

Exercice 79 |/sujet]



2

2. |g(z,t)| < @x(t) puis 8 ( t) = —tpx(t) sin(at) donc gg(:r,t)‘ < toa(t) ¥ oa(t) et ’g(x,t)’ < t2px(t) indép
x x

de z et intégrable sur [0, 1].
1

1 _2\A+1/2
I (z) = f/ tcos(at) X toy(t) dt = f/ [cos(xt)fxsin(xt)}(l o)™

0 0 22+1

1 _ 42\A+3/2

1—t

/ zcos(xt)¥dt
0 22+ 3

1
dt puis / sin(xt) (1 —t2)M1/2 d¢ =
0

2n 1
3. pour (z,t) € R x [0, 1], cos(at)px(t) = Z(—l) ! 90)\( ) " puis TITT, avec x € R fixé, (H4) / |fa(t)]dE <
0

p2n 1

Exercice 80 |[sujet] 1. g:t— 67,2 est CM? sur RT pour z < let g(t) = o <—)
1—xsin“t £+ o0 2

+oo “+oo
2. Si|z| <1,9(t Z Uy, (1) avec u, (t) = 2™ sin®" te ™" et on applique le TITT avec / |, (8)] dt < |z|™ / e tdt =
n>=0 0 0

+oo
|z|™ (donc série CV); on trouve f(z) = Z (/ et Sin2"tdt> x
0

n=0

Exercice 81 1. La série CVN sur [—R, R]

1 12n 1 2n
2. f(t) = n [In(l —¢t)—In(l1+4+1t)] = 77;) 1 et on integre terme a terme avec le TITT car /0 o T 1‘ =
1 =
r (ce qui prouve aussi l'intégrabilité de f sur 0, 1[)
1 ! oo
3. En posant u = 7o on vérifie que / (t)dt = / ft)de
0 1
Exercice 82 |[sujet] 1. récurrence
1
2. On en déduit R > 3
1 = 2
3. Si |z] < 5 ona Sz)=1+z+ Z (g1 + 2up + (=1)"] 2" = 1+ 2 + 2(S(x) — 1) + 2225(z) + r; on en
n=0
1 z? 14z + a2 4 1 2 1 1
éduit S() = T MM ) T G era o2 912 Toiga 3] 1+x 7;0 v
4

2 1
§z>%(f Yt + = Z:O )™ (n + 1)2™. Au final, comme an ~ 3 XZ”,onabienR:a

Exercice 83 |/sujet] 1. upr1+(n+1)+1=2(u, +n+1)
2. u, =2"" —pn—1
2 x 1

1
3. Rfiets(z)*1—2x7(1—x)271—x

Un
on

4.

_— donc DVG en :I:f
n—+oo 2 2

5. Pour |z| < R, on a S(z) = ug —l—mZuon" = 1+xZ(2un +n)z" =1+ 2zS(x) +

— (qui donne bien le
n>=0 n>0 (1 :E)

méme résultat!)
Exercice 84 [/sujet] 1. récurrence (triple)

1
2. On en déduit R > 7 S(z) = —4+2x+4x2+z Uni3r" T3 = 4420+ 42 2 (S(x) +4—22) +22(S(2) +4) —2*S ()
n>=0
1 T, 4
14z 1-z (1-2)2
4. S(z) = — Z(—l)"w” - 72 x" +4 Z(n + 1)a™ donc a, = =7+ 4(n+1) + (1)

n=0 n=>0 n=0

Exercice 85 [/sujet] 1. Par récurrence



2. Avec 'encadrement précédent, on trouve R = 1.

2 n—
3.8z <1, fa) =14+a+ ) (an+ man_1) 2" =14 x4 2(f(z) - 1) +2227+11:v"“ donc f'(z) =
n>1 n>1
—2x
L+ f(z) = 1+ af'(x) + 22 (2) puis (1 —2)f(x) = (14 22)f(z) et f(z) = =27 f(0)=1.
Exercice 86 1. d2 = 2/3; pour la relation de récurrence, il suffit de développer le déterminant successivement

par la premiere colonne et par la premiere ligne du second déterminant qui est apparu.
2. |d,| < 1 par récurrence donc R > 1.

3. Sest Clsur | —1,1[ et S'(x) = do + 2d1z Z(ndn_l +dp_2)2" =1+ z+2(5(x) — 1) + 2S(x) ; on en déduit la
n>2
valeur de S(z) (et R =1 car S n’est pas bornée en 1). Puis S(z) = = Zx" X Z(—l)"ﬁ donc
n>0 n>0 ’
. e . ~ (—1)F
par produit de Cauchy et unicité des coefficients, on a d,, = Z &+ 1)
k=0 ’

Exercice 87 |[sujet] 1. Récurrence
2. Comme a, > 1, on en déduit R > 1; on pose b, = a—’: et on a (n+ 2)byy2 = byy1 + by, done f'(z) = Z(n +
n!

n>=0
Dbp12™ = by + Z(n +2)bp 22" = by + Z(bn+1 +b,)2" T = by + (f(2) — bo) + 2 f(z) donc f est solution de
n=0 n>=0
y'(z) = (1 + 2)y(z) avec y(0) = 1.
4 3 x ./1?2 xr 1}2 In n 1
3. On en déduit f(z) = ** 12 = % x /2 = ZF X Zanx avec g, = Sl et as,r1 = 0. Par
n=0 n=0
. an N~ Qp : - e .
produit de Cauchy, on a — = Z ———— puis on distingue les cas n pair/impair. (En fait on a R = 4+00)
nl = (n—k)!
Exercice 88 |/sujet/ 1. récurrence puis R > 1
1

2. ()= ——

fa) =+ f(a)
3. y(z) = ae” + e"p(x) avec a € R.

Exercice 89 |/sujet/ 1. récurrence
1
2. R> -
4

3. f(a:)2 = Z cpx™ avec ¢, = Z %an,k(n —k)l'=(n+1) (rjlr—l:i)!

n>0 k=0

!/
4. f(0) =3 donc f > 0sur | — h, k[ (avec h < R); sur cet intervalle f(%l =1 donc f(x) = : _3333 = Z 3rtlgn

~

n>=0
Exercice 90 |[sujet] 1. On vérifie |ay,| < 1 par récurrence.
2. Siz| <1, f(&) =1+ Zaon"H donc on trouve f'(z) = f(x) Z

n

(produit de Cauchy) donc f'(z) =

n=0 n>=0 n+2
In(1 — 2 In(1 —
—n(if)—i_xf(at) et en résolvant cette éq diff, avec f(0) = 1, on trouve f(z) = 11‘ exp < n(l —z) >
x - z
Exercice 91 [/sujet] 1. (p,q) €[[1,n]? donc a, < (n+1)? et R > 1 comme (a,) ne tend pas vers 0 la série est GDV
en +1let Dy =] —1,1].
1 1 1
2. Pour |z| < 1, on écrit T = nz;oanx” et =i ;;Oﬁnx” et on a m = nZ:O’Yna?" avec

n

Y = E apfn_r = an car apfn_i = 1 si et seulement si k = 2p est pair et n — k = 3¢ est un multiple de 3. On
k=0
1 1

I-2)1-2%)  (1-220+2)1 - ja)(l-52)

détermine ensuite a,, avec le DSE de qui s’obtient a partir de

la décomposition en éléments simples.



Exercice 92 1. CVS seulement et CVNTS de | — R, R|.

2. Pour construire une partition de [1,n + 1], on commence par construire un ensemble contenant n + 1 : le nombre
n

d’ensemble contenant n+ 1 et de cardinal k + 1 est . (il reste & choisir les k autres éléments parmi[1,n]) puis

il reste & constituer une partition de 'ensemble des n + 1 — (k + 1) = n — k entiers restants, il y a p,_x choix

possibles. Le nombre de partitions pour lesquelles n 4+ 1 appartient & un ensemble de cardinal k + 1 (avec k > 0)

est donc (Z)pn_k. En faisant varier k €[[0,n], on obtient p,+1 = Z (Z)pn_k h=n-k Z (Z)ph

k=0 h=0
P n bk +oo
3. Onposeb, = —7: etona (n+1)by,11 = E ] ;on vérifie0 < b, < ldonc R > let f'(x) = E (n+1)bp12" =
n! n—k)!
k=0 n=0

f(z) x e par produit de Cauchy. On a donc f(x) = f(0) exp(e®) = exp(e” — 1) car f(0) =pg = 1.
Exercice 93 1. On compte le nombre de permutation de [1,n] en fonction de leur nombre de points fixes :

pour créer une permutation ayant k points fixes, on choisit ’ensemble de ses k points fixes (il y a choix possible)

n
k
et pour chaque choix de cet ensemble, la restriction & I’ensemble des autres n — k points est une permutation sans
n
point fixe (il y a d,,—x choix possibles); le nombre de permutations ayant k points fixes est donc ( k‘) dn_1 =
n

n—=k
[1,n] est nl

dn—- L’égalité s’obtient en ajoutant ces quantité et en utilisant que le nombre total de permutations de

- d
2. Par définition, on a 0 < d, < n! donc R > 1; " f(x) = ;anx" avec a, = ; Wik)' (produit de Cauchy)

—T n n _ k
donc a, = 1. On a donc f(z) = ¢ = Z(—l)"x— X Zx" donc d,, = Z ( k;ll)

n=>0 n=0 k=0

(encore produit de
Cauchy).

Exercice 94 1. I({1}) = {id} donc t; = 1; I({1,2}) = {id, (12)} ((12) est 'appl qui échange 1 et 2) donc
ty =2 et 1({1,2,3}) = {id, (12), (13), (23)} donc t; = 4

2. I([1,n]) C S, (ensemble des permutations de [[1,n]) donc t,, < n!

3. Sig(n+2)=n+2alors g, € I(1,n]) doncily at,i applications de ce type. Sinon g(n+2) =k €[1,n + 1]
(il y a n + 1 choix pour kg puis g(k) = n+2et g, € I(E, ) ot By =[1,n+ 1]\ {k} donc il y a (n+ 1)t,
applications de ce type

. tn 1

4. si Ay = a, on a ap42 = m(

fla) = et

ant1 + ay) donc f est solution de f'(z) = (1 + z)f(z) avec f(0) = tg = 1 donc

1 o n
Exercice 95 |/sujet] 1 oa, = 0<7) donc R > 1; pour z € [0,1], on a |f(z)— E apz"| < € E -
n n
n=0

n>no+1
no n P
€ (— In(l —2z) — nz::l i) ; on en déduit ﬁj)x) — 1‘ <e+ lel(@'x) ou P. est un polynéme qui ne dépend
P, P,
que du choix de € (donc fixé) ; Comme lim A =0,ilexister >0telque l —r<z<1= w <
z—1 —In(1 — 2) —In(1—2x)

donc on a bien I’équivalent demandé.

+o0
1 1
2. Pour l'exemple donné, (na,) ne tend pas vers 0 et f(x) = Z ﬁxzp donc |f(z)] < Z > est bornée donc
p=0 p=0
= o(In(1 —x)).
f(z) = olln(1 — )
Exercice 96 [/sujet] 1. f(re?)e ™ = Z arr*e’ ™9 et on intégre terme A terme car / |lagrFelb—mtheta) qg —
k>0 0

2m
2|a|r* (série CV); on ne déduit le résultat car / 'm0 49 = 276,
0
2m ] ]
f(re)e "t dt

2. a) < 27| flloo

0




b) Quand r tend vers +oo et p > 1, on en déduit a, = 0 donc f = ag est constante
27

3. On a cette fois f(ret)e Pt dt

< 2n(ar? + B) donc |a,| < ar?™P + gr7? —+> 0sip>q+ 1.1l reste donc
0 r—4-00

f(z) = Zaqa:q € C,[X].
n=0

Exercice 97 1. Utiliser a, = R, — Rn41

no
2. |f(x)=S|<(1—-=x) Z |Ry|z" +¢ Z (" — ") < (1 —2)(ng +1)C +¢ car (R,,) tend vers 0 donc est bornée
n=0 n=>no+1

et x"° ! < 1. ng étant fixé, il existe r > 0 tel que 1 —r < x < 1 = (1 —x)(ng+1)C < & donc |f(z) — S| < 2¢ pour
x proche de 1, ce qui donne le résultat.

. - . exp(in’r) ) n2p 1 ) '
Exercice 98 Si up(z) = —on alors ||u,? ]| = o = o\ donc Zunp CVN sur R ce qui donne
n n n
+o0 n2p p2p
feC®R) et fP(0) = Z S iona donc (en ne gardant que le terme d’indice p, les autres étant positifs) £ (0) > o
n=0

1) p2P f®(0) ) .
donc —f¥(0) > — —— +o0 donc g xP diverge pour tout x ; le rayon de convergence de la série de
p! 2rp! p—+oo p!

Taylor de f est donc nul.

Exercice 99 [[sujet] 1. |g(x,t)] < et

o 1
2. Avec g(m,t)‘ = ¢k ‘cos (a:t2 + kg) ‘ e t<t?et = o (—)

oxk

—+oo
3. On a FHD(0) = 0 et FEP(0) = (—1)’“/ t*#e~tdt = (—1)%(4k)!. La séric de Taylor de F est donc
0

4k)!
Z(—l)kg%g'a:% dont le RCV est nul donc F n’est pas DSE.
k>0 ’
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